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RESUMO

A mecénica dos meios continuos generalizada, proposta pelos irmdos Cosserat &
Cosserat (1909), considera que os pontos materiais possuem todos os graus de liberdade
de um corpo rigido, ou seja, esses pontos além de sofrerem translacdes também sofrem
rotagbes. Consequentemente aparece, na estatica do meio, a relagdo entre tensGes-
momento e gradientes das rotagdes, que introduz implicitamente as dimensoes e a forma
das particulas nas relacdes constitutivas, o que permite contemplar efeitos de escala

microestruturais no comportamento do meio.

Por outro lado, Biot (1941) desenvolveu a sua conhecida teoria da poroelasticidade, que
permite acoplar os efeitos de um fluxo interno de fluidos a resposta mecanica do sélido

POroso.

Na analise da estabilidade em poc¢os e demais aberturas subterrdneas o modelo mais
utilizado na pratica é considerar-se a rocha como um sélido elastico, através da solucéo
proposta por Kirsch em 1898. Alguns autores (p. ex., Alcure, 2013) tém pesquisado a
importancia de se considerar a poroelasticidade na definicdo da janela operacional de
estabilidade do pogo.

Este trabalho propde investigar a relevancia dos efeitos de escala microestruturais em
aberturas circulares em rochas, através da mecanica dos meios continuos generalizada
de Cosserat, tendo em vista a ja constatada relevancia dos efeitos poroelasticos sobre
tais problemas. Pretende-se aqui, até onde é do nosso conhecimento, de maneira inédita,
formular o acoplamento dos efeitos da poroelasticidade e os efeitos da mecanica dos
meio continuos generalizada de Cosserat na estabilidade mecanica de aberturas

circulares em rochas.

Uma solugdo analitica para o fator de concentragdo de tensdo considerando o
acoplamento dos efeitos microestruturais e poroelasticos foi obtida e os resultados
demonstraram que ocorrem reducdes significativas no fator de concentracdo de tenséo,

porém, menores que as redugdes encontradas por Mindlin (1963) e Pal’mov (1964), a

vii



depender das propriedades hidromecanicas das rochas (se mais porosa, maior é o efeito

em minorar a reducédo do fator e vice-versa).

Palavras-chave: Cosserat, continuo generalizado, Biot, poroelasticidade, estabilidade

de pocos.
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ABSTRACT

The generalized mechanics continua proposed by Cosserat Brothers in 1909 considers
that the material points have all degrees of freedom of a rigid element, in fact, those
points besides evolving translations and rotations as well. Consequently, the static fields
appear in the relationship between couple-stress and gradient of rotation, such action
introduces implicitly the dimensions and shape of the particles in constitutive relations,

which allows considering effects of the microstructure in behavior of field.

On the other hand, Biot in 1941 developed the well-known theory of poroelasticity,
which allows coupling the effects of an internal flow of the fluid to the mechanical

response of the porous solid.

In the stability analysis in wells and other underground openings, the most used model
in practice is consider the rock as an elastic solid, through solution proposed by Kirsch
in 1898. Some authors (e.g. Alcure, 2013) have studied the importance to consider the

poroelasticity in defining the operations window for well stability.

This study aimed to investigate the relevance of the effects of microstructural scale in
circular openings in rocks by Cosserat’s generalized continua, in the view of relevance
of poroelastic effects have already found on such problems. The intention he is, in an
unprecedented manner, make the coupling of the poroelasticity and Cosserat’s

mechanics of generalized continua effects in stability of circular openings in rocks.

An analytical solution to the stress concentration factor considering the effects of
coupling microstructural and poroelastic effects was achieved and the results
demonstrated that occur significant reductions in stress concentration factor, however,
smaller than reductions found for Mindlin in 1963 and in 1964 by Pal’mov depending
on the hydromechanical properties of rocks (if more porous, the greater the effects of

alleviating the reduction factor, and vice versa).

Keywords: Cosserat, generalized continua, Biot, poroelasticity, well stability.
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CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTO GERAL

Ao longo dos ultimos 60 anos a mecénica das rochas vem se tornando a principal
disciplina tecnoldgica especializada em compreender o comportamento particular das
formacgdes rochosas. O referido comportamento, na maioria das vezes, esta
fundamentado nas teorias classicas conservadoras. No século XX novas teorias e
formulacGes foram desenvolvidas e passou-se a ter a oportunidade de enxergar novas

possibilidades de estudar o comportamento particular dos macigos rochosos.

No ano de 1909 os irmdos Cosserat no livro “Théorie des Corps Déformables”
propuseram uma mecanica dos meios continuos generalizada, na qual os pontos
materiais possuem todos os graus de liberdade de um corpo rigido, ou seja, estes pontos
além de sofrerem translacGes também sofrem rotacGes. Em consequéncia, aparecem na
estatica do meio as tensdes-momento (momentos por unidade de area). A relacdo entre
tensdes-momento e os gradientes das rotagdes, grandezas que sdo energeticamente
conjugadas, introduz, implicitamente, as dimensdes e a forma das particulas nas
relagbes constitutivas, o que permite contemplar efeitos de escala microestruturais no

comportamento do meio.

De forma simplificada, a teoria de Cosserat leva em consideracdo o tamanho da
particula onde atuam as tensGes. No caso linear-isotropico 2D, esse tamanho pode ser
representado por um Uinico parametro L (denominado “comprimento caracteristico”), o

qual é funcdo do modulo de flexdo (B,) e do mddulo cisalhante (G) (Figueiredo, 1999).

Mindlin publicou, em 1963, o artigo “Influence of couple-stress on stress

concentrations”, no qual estabeleceu uma solug¢do analitica para as concentragdes de



tensdes em torno de uma abertura circular, considerando o efeito das tensdes-momento.
O referido autor desenvolveu solugBes em termos de funcbes de tensdo analogas as de
Airy (Timoshenko & Goodier, 1951; Jaeger & Cook, 1979) também para as tensdes-
momento e encontrou valores de concentracfes inferiores aqueles determinados por
Kirsch (1898 - apud Jaeger & Cook, 1979).

A Figura 1.1 € um exemplo de como as concentraces de tensdes sdo reduzidas em
fungéo da relagdo entre o didmetro de uma abertura circular (a) e o “comprimento

caracteristico” (I) para um campo de tensao uniaxial in situ.

Wl

|

\

L=

Fator de Concentragdo de Tensdes
o
[4~]
-
L2 }]
@
o

Figura 1.1 - Fator de concentracdo em uma abertura circular em funcdo da relacdo entre o
diametro e o comprimento caracteristico (Mindlin, 1963).

Pal’mov publicou, em 1964, um artigo intitulado de “The plane problem in the theory of
nonsymmetrical elasticity”, no qual também se discute o efeito das tensdes-momento
numa abertura circular. Contudo, a formulacdo deste autor difere em dois aspectos da
formulacdo apresentada por Mindlin. O primeiro aspecto é que a parcela antissimétrica
do tensor de tensdes de Mindlin é indeterminada, ao passo que a de Pal’mov ndo. O
segundo aspecto ¢ que Pal’mov (1964) considera microrrotacdes independentes dos
deslocamentos lineares, diferentemente do que sucede na formulagdo de Mindlin, na

qual a rotacdo do ponto material esta associada ao gradiente do deslocamento linear.



Por outro lado, Maurice A. Biot, no artigo “General Theory of Three-Dimensional
Consolidation”, em 1941, desenvolveu a sua conhecida teoria da poroelasticidade, que
permite acoplar os efeitos de um fluxo interno de fluidos a resposta mecénica do sélido
poroso. Segundo Fjaer et al. (2008), a teoria da poroelasticidade é justamente baseada
na ideia de que as rochas consistem de partes sélidas e fluidas, que estdo separadas

numa escala microscépica, mas que coexistem numa escala macroscapica.

Na andlise da estabilidade de pogos e demais aberturas subterraneas, o que mais se
utiliza na préatica é considerar a rocha como um sélido elastico, por meio da solucéo
proposta por Kirsch (1898). Alguns autores como, por exemplo, Alcure (2013), em sua
dissertagdo “Determinacdo do modelo mais representativo para o calculo do gradiente
de fratura e sua influéncia na janela operacional”, tém pesquisado a importancia de se
considerar a poroelasticidade na definicdo da janela operacional de um poco de
petroleo. Outros como Bayona Mendoza (2003), em sua tese “Analise da instabilidade
de pocos de petroleo associada a producéo de areia atraves de um modelo do Continuo
de Cosserat”, t€ém pesquisado a relevancia dos efeitos microestruturais provenientes da

relacdo entre tensdes-momento e rotagcdes na estabilidade de pogos.

Este trabalho se propde a investigar analiticamente a relevancia dos efeitos de escala
microestruturais numa abertura circular (seja um po¢o ou outra escavacdo subterranea),
através da mecéanica dos meios continuos generalizada de Cosserat, tendo em vista a ja
constatada relevancia dos efeitos poroelasticos sobre o problema. Pretende-se aqui, até
onde ¢é do nosso conhecimento, de maneira inédita, formular o acoplamento dos efeitos
da poroelasticidade e da mecanica dos meios continuos generalizados de Cosserat,

aplicado a estabilidade mecénica de uma abertura de secéo circular.

1.2 OBJETIVOS DA DISSERTACAO

Estudar o comportamento mecanico de aberturas circulares em rochas, particularmente
pocos, considerando a formulagdo do acoplamento entre a teoria da poroelasticidade e a
teoria do continuo generalizado de Cosserat, analisando possiveis redugdes nos fatores

de concentracdo de tensdes no seu entorno.



1.3 ESTRUTURA E ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Esta dissertacdo compde-se de seis capitulos para o relato dos assuntos a serem tratados
e de trés Apéndices contendo informacbes e detalhamento de propriedades fisicas e

também de formulagbes matematicas.

Em seu capitulo segundo sdo revistos o0s conceitos basicos dos meios continuos
generalizados, apresentando uma visdo geral, mesmo que resumida, da teoria de
Cosserat e da teoria dos “couple-stresses” (Mindlin & Tiersten, 1962; Mindlin, 1963),

sendo definidas a cinemética do continuo e suas medidas de deformagdes.

No terceiro desenvolve-se, de maneira resumida, a teoria da poroelasticidade proposta
por Biot (1941), apresentando os conceitos, a formulacdo matemaética e a interpretacao

fisica das constantes.

O quarto capitulo apresenta todo o desenvolvimento da proposta desta dissertacdo, de
acoplar a relevancia dos efeitos de escala microestruturais através da mecanica dos
meios continuos generalizado de Cosserat com os efeitos poroelaticos em aberturas

circulares em rochas.

O quinto capitulo contém os resultados obtidos com a aplicacdo da formulacao proposta

no capitulo quatro, numa abertura circular em duas rochas distintas.

O capitulo seis ¢é dedicado a considerac@es finais, conclusdes e sugestdes para futuros

estudos.

O Apéndice A traz uma tabela com valores de algumas propriedades fisicas de
diferentes tipos de rochas. Esses valores sdo encontrados em Wang (2000). No
Apéndice B encontra-se a formulacdo matematica do acoplamento entre a teoria de
Cosserat e a teoria da poroelasticidade proposta nesta dissertagdo. O Apéndice C é
dedicado a resolucéo das equacdes do problema proposto, considerando a concentracao

de tensGes numa abertura circular em diferentes tipos de rocha.



CAPITULO 2

2 CONTINUO DE COSSERAT

2.1 INTRODUCAO

Os irmédos Cosserat, no livro “Théorie des Corps Dérformables”, escrito em 1909,
propuseram uma mecanica dos meios continuos generalizados, na qual os pontos
materiais possuem todos os graus de liberdade de um corpo rigido, ou seja, estes pontos
além de sofrerem translacGes também sofrem rotacGes. Em consequéncia, aparecem na
estatica do meio as tensdes-momento (momentos por unidade de area) e as tensdes
convencionais constituem um tensor assimétrico. A relacdo entre tensGes-momento e
gradientes das rotacdes, que sdo grandezas energeticamente conjugadas, introduz,
implicitamente, as dimensdes e a forma das particulas nas relages constitutivas, o que
permite contemplar efeitos de escala microestruturais no comportamento do meio. As
relaces tensdes-deformacgbes permanecem essencialmente as mesmas para as tensfes
normais, mas, para as tensdes cisalhantes, as relagcbes s&o diferentes das tensdes
estudadas no continuo cléssico, incluindo as microrrotacdes, que por sua vez, sao
diferentes das macrorrotacdes do continuo classico. Nesse capitulo, apdés um breve
historico, é apresentada, primeiramente, a formulacdo proposta pelos irméos Cosserat,
suas equacOes constitutivas e seus respectivos parametros. Posteriormente, €
apresentada a teoria proposta por Mindlin & Tiersten (1962) que, como sera visto, € um
caso particular da teoria proposta pelos irmdos Cosserat, na qual as micro e

macrorrotagdes coincidem.

2.2 BREVE HISTORICO

Durante o século XVII existia uma compreensdo a respeito da estrutura da matéria

como sendo essencialmente composta por atomos. O francés Pierre Gassendi



desenvolveu uma explicagdo mecanicista da natureza, introduzindo o conceito de
moléculas em Syntagma philosophiae Epicuri, publicada postumamente em 1649. A
filosofia atbmica de Gassendi (1649) era uma forma de explicar os fenbmenos fisicos
como sendo o resultado do movimento de pequenos atomos no vazio (Kargon, 1964).
A formalizacdo efetiva da distingdo entre molécula e 4&tomo teve que esperar até o
surgimento da Teoria Atdmica de Dalton, proposta em 1808.

Por mais de um século, estudiosos discutiram e contribuiram para a formulacdo do que
hoje conhecemos como meio continuo. Em suma, um meio continuo é uma distribuicéo
continua de particulas, na qual cada uma é representada geometricamente por um ponto
material X, de coordenadas cartesianas x; (i = 1,2,3) com referéncia a um sistema fixo de
eixos ortogonais e caracterizado cinematicamente por um vetor de deslocamentos u;
(Figueiredo, 1999). Diversos estudiosos se dedicaram a estudar o meio continuo, tais
como os fisicos Lamé e Green, por exemplo, ao campo da elasticidade, Stokes ao
campo dos fluidos e Saint-Vennant, que trabalhou tanto com sélidos quanto com
fluidos. Outros fisicos, como Thomson, Helmholtz, Duhem e Maxwell também fizeram

mencdes esporadicas em relagcdo ao meio continuo.

A mecénica do continuo classica é uma aproximacdo baseada na suposi¢do de que a
matéria é distribuida de forma continua ao longo do corpo. Essa teoria fornece uma base
razoavel para a analise do comportamento de materiais em macro escala onde as

microestruturas podem ser negligenciadas (Hadjesfandiari & Dargush, 2011).

Nos anos de 1880, Voigt publicou uma série de trabalhos com contribui¢es
fundamentais em cristalografia e teoria da elasticidade. Voigt (1887) sugeriu que a
interacdo entre os pontos materiais poderia se dar por meio de vetores de tensdo-
momento, além do classico vetor de tensdo (Lages, 1997). Esse fato pode ser
considerado como um marco no nascimento da mecanica dos meios generalizados.
Faltava, no entanto, alguém organizar essas novas ideias numa linguagem e método

préprios.



Foram os irmdos Eugéne e Frangois Cosserat que assumiram essa tarefa, lancando as
bases da teoria do continuo generalizado, também conhecida como teoria do “continuo
de Cosserat”, em sua obra Théorie des Corps Déformables, de 1909. Na teoria dos
irmdos Cosserat, considerada pioneira, as quantidades cinematicas do ponto material
eram os deslocamentos e a microrrotacdo, independentes entre si. Dada a complexidade
da apresentacdo, os conceitos discutidos na teoria ndo receberam a devida atengdo a

época.

Aproximadamente meio século depois, na década de 60, os conceitos do continuo
generalizado ou “continuo de Cosserat” foram retomados e surgiram novas
interpretacdes para os efeitos da microestrutura nos trabalhos de Toupin (1962),
Mindlin & Tiersten (1962), Mindlin (1964), Eringen & Suhubi (1964), Pal’mov (1964),
Eringen (1965, 1992), Ariman (1967), Ariman & Kaloni (1967), Itou (1972), Lazar &
Maugin (2004), Alshibli et al. (2006) e Park & Lakes (1986), este ultimo relacionando a

micromecanica de Cosserat com a deformacéo do 0sso humano.

A teoria proposta por Mindlin & Tiersten (1962), que pareceu bastante promissora em
algumas aplicagdes praticas, ficou conhecida como “Couple-Stress Theory” (teoria das
tensbes-momento). Nessa teoria as microrrotacbes sdo iguais as macrorrotacdes.
Eringen (1965) reapresentou a teoria de Cosserat, caracterizada por considerar as
microrrotacbes independentes das macrorrotacGes, atribuindo-lhe uma nova
denominagao, alterada para “Linear Theory of Micropolar Elasticity” (teoria micropolar
linear). Por sua vez, Mindlin (1964) estendeu a teoria de Cosserat, atribuindo ao ponto
material a possibilidade de sofrer deformagdes homogéneas, no que ficou conhecido por
teoria do continuo generalizado com microestrutura ou Teoria de Mindlin. Eringen
(1968) reapresentou a extensdo de Mindlin (1964), denominando-a de teoria do
continuo micromorfico. Estas e outras discussdes sobre o assunto tiveram seu apice no
ano de 1967 em um simpoésio promovido pela IUTAM - International Union of

Theoretical and Applied Mechanics (Kroner, 1968).

Neste simposio diversas teorias envolvendo o conceito de “continuo generalizado”

foram discutidas. Podem-se citar como exemplos:



» Teoria Micropolar Linear: como ja dito anteriormente, essa teoria corresponde a
prépria teoria original dos irmdos Cosserat, na qual a microrrotacdo
independente da macrorrotacdo (Eringen (1965, 1966), Alshibli et al., (2006),
Kaloni & Ariman (1967), Ariman (1967), Park & Lakes (1986));

» Continuo das tensdes-momento (Couple-Stress Theory): € uma particularizagdo
do continuo de Cosserat, na qual se admite a coincidéncia entre a micro e a
macrorrotagdo (Mindlin & Tiersten (1962), Hadjesfandiari & Dargush (2011)).

» Continuo com microexpansdo (Microstretch Continuum): refere-se a uma
expansdo do continuo micropolar, na qual se admite a existéncia de
microexpansdes ou contracdes e microrrotagdes independentes dos graus de
liberdade macroscopicos (Lages (1997), Fuina (2009)).

Nos anos de 2009 e 2010 ocorreram dois encontros que também trouxeram discussoes
positivas sobre o “continuo generalizado”, sendo o EUROMECH Colloquium 510 em
2009 na Franga e o Seminério trilateral Franca-Alemanha-Russia em 2010 na Alemanha
(Altenbach et al., 2011).

A diferenca bésica entre a mecanica do continuo classico e a mecanica do continuo
generalizado de Cosserat € a introducdo de um vetor de microrrotacdes. Na mecéanica
classica, todas as respostas podem ser obtidas através do conhecimento de trés
componentes do vetor de deslocamentos, enquanto no meio continuo generalizado é
necessario conhecer-se, adicionalmente, as trés componentes do referido vetor
microrrotacional (Ariman, 1967). Ja para 0 continuo com microestrutura, ou
micromorfico de 1° grau, de acordo com Eringen (1968), o micromovimento poderia ser
descrito por trés vetores de base deformaveis, que adicionariam as translagcGes nove

graus de liberdade: trés microrrotagdes e seis microdeformacées.



No presente capitulo apresentar-se-4 uma visdo geral, mesmo que resumida, da teoria de
Cosserat (Cosserat & Cosserat, 1909) e da teoria das tensdes-momento (Mindlin &

Tiersten, 1962), sendo definidas as suas cinematicas e suas medidas de deformacdes.

2.3 CONTINUO GENERALIZADO DE COSSERAT

A distribuicdo de particulas em um continuo classico é representada geometricamente
por um ponto material X, de coordenadas cartesianas, com referéncia a um sistema fixo
de eixos ortogonais, X; (i =1,2,3). Tais pontos materiais sdo caracterizados
cinematicamente por um vetor deslocamento u;. No continuo generalizado de Cosserat
cada ponto é tido como uma particula de dimensao reduzida, a qual constitui por si
propria um pequeno continuo C(X) em torno do ponto X. Por consequéncia, a
caracterizacdo cinematica dessa particula requer um refinamento com relacdo aquela do

continuo cléssico.

Sendo cada ponto considerado um pequeno continuo C(X), devido & descrigdo
constitutiva do material, € imediato o aparecimento de uma varidvel com dimensao de
comprimento. Tal variavel é conhecida como “comprimento caracteristico”. Quando for
desprezivel, o continuo generalizado degenerar-se-a para um continuo classico. No caso
contrério, caso seja significativo, ndo sera possivel descrever a cinematica das particulas

dentro de um continuo convencional.

A teoria de Cosserat considera que a particula material tem a cinematica de um corpo
rigido, sendo as microrrotacdes, w, graus de liberdade adicionais a u;. Os gradientes de
microrrotagfes, por sua vez, representam as curvaturas. A seguir serdo definidas a
cinematica e a estatica do continuo generalizado de Cosserat. Toda fundamentagéo
tedrica e desenvolvimento das equacBes da cinematica e da estatica do continuo

generalizado de Cosserat pode ver visto no trabalho de Figueiredo (1999).



2.3.1 CINEMATICA

Nos continuos generalizados sdo permitidas a particula C(X) "progressivas"
possibilidades de se deformar. Considere-se um ponto qualquer X', de coordenadas x;
em C(X) (referidas a um sistema local de eixos cartesianos ortogonais com origem em
X — locada no centro de massa de C(X) — inicialmente paralelo ao sistema global e que
se desloca u; com relagdo a este), cujos microdeslocamentos sdo wu;. Pode-se,
considerando que a particula tem dimensdo reduzida, expandir tais microdeslocamentos,

por meio de séries de Taylor em x;, com termos até o de primeiro grau, a saber:

ui = u; + gijx; (2.1)
onde, g;; € o gradiente de deslocamentos microscopicos (9;u;)*.
Dessa maneira, fica definida com a equacgdo (2.1) a descri¢do cinematica microscopica
basica dos continuos generalizados se forem conhecidos os campos de deslocamentos

macroscopicos (u;) e do gradiente de deslocamentos microscopicos (g;;).

Sendo (g;;) um tensor de segunda ordem, pode ser dividido em suas partes simétrica

(g ij)) e antissimétrica (gpi;),
9ij = 9ap T 9uj

as quais representam, respectivamente, o0s tensores de microdeformacdo e

microrrotacdes, quais sejam:

1 I, .7 I, (2'2)a‘
9aj = E(ajui +0,u))

1 , . - . ~ . . N , . . . ~
O indice 1 representa a diregdo que da origem a componente e o indice j representa a diregdo normal
ao plano de atuagdo da componente.
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1 I, ! r..r (22)b
9lij1 = E(ajui - aiuj)
A particula, na teoria de Cosserat, é considerada rigida. Assim, a microdeformacéo
passa a ser nula ( g ;;, = 0) e o gradiente de deslocamentos microscopicos € puramente
antissimétrico, coincidindo com o tensor de microrrotagdes de Cosserat ( g, = £21).
A descricao cinematica na equacédo (2.1) fica, dessa forma, particularizada para:

ui = u; + 0% (2.3)

Abaixo, na Figura 2.1, tem-se uma representacdo esquematica da cinematica para os

meios de Cosserat.

Eixos Locais

Particula Material: C(X)

=3

Eixos Cartesianos Globais

Continuo Macroscopico Microcontinuo (C(X))

Figura 2.1 - Representagdo esquematica da cinematica de um continuo generalizado de Cosserat
(Figueiredo, 1999).

No campo de deslocamentos macroscopicos, o gradiente (d;u;) comporta também as
parcelas simétricas e antissimétricas que representam as macrodeformacées (¢;;) e as

macrorrotagdes (£2;;), respectivamente:

1 2.4)a
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1

Como é de conhecimento, somente as parcelas simétricas dos gradientes de macro- e
microdeslocamentos sdo grandezas objetivas., isto é, apresentam invariancia com
respeito a movimentos de corpo rigido. Sabe-se também que a objetividade é uma
necessidade para a formulacao de leis constitutivas (Figueiredo, 1999). Assim, convém

definir um gradiente relativo (y;;), que € uma grandeza objetiva (ver demonstragdo em

Figueiredo, 1999):
Yij = 0jui — gij (2.5)a

Portanto, o gradiente relativo corresponde a diferenca entre os tensores dos gradientes

de macro e microdeslocamentos. No continuo de Cosserat y;; (=¥ ¢jy + ¥ i;1) € um
tensor assimetrico e sua parcela simétrica (y ;;,) € puramente macroscopica, portanto,
coincidente com &;;, devido ao fato de que g = 0. Pode-se, assim, reescrever

(2.5)a para um continuo de Cosserat como:

Yij = 0ju; — gij (2.5)b
Alguns exemplos de componentes planas de y;; podem ser visualizados na Figura 2.2.
Adicionalmente, faz-se necessario introduzir uma medida objetiva, (xjj), que
represente a variacdo do gradiente microscopico com as coordenadas macroscopicas.

No continuo de Cosserat, g;; sera antissimeétrico (pois g (;;) = 0), ou seja:

Kijk =0k 9ij =0k J(ij) = Klijlk (2.6)

12



- "’TI O,
6"I dx X :
VVVVVVVVVVVVVVVVVV _— [
i 7T X
a, ! J.\.'_B_.n_, =
T T 1 X
EELTT.T: M ®
A
dx ‘JT____ -
2d
dx X - / /
LTid I g ,
O, dx, \‘-: au {
@ ‘T [
s/l | ,'I /
f/ dxy X /
= S
— "
(©
Figura 2.2 - Aspecto das componentes do gradiente relativo no plano x;x, para uma

microparticula de dimensfes iguais a 2d (Figueiredo, 1999): (a) ¥z = 0uy — ga2; (D) V21 =
01Uy — ga21; (C) Y12 = 02Uy — g2

2.3.2 ESTATICA

Utilizando-se o principio dos trabalhos virtuais (PTV) como método (Figueiredo, 1999),
serdo introduzidas as grandezas estaticas, bem como, as condigdes de equilibrio para o

continuo de Cosserat.
Como o trabalho virtual das forcas internas deve ser uma grandeza invariante com
respeito a movimentos de corpo rigido (Figueiredo, 1999), empregar-se-& em sua

expressdo os tensores objetivos definidos pelas equagdes (2.4)a, (2.5) e (2.6). Assim:

2.7)a
oW = f{(aij + 1) 08 — T3 1ij) + HiajieSrpigue v &0
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que pode também ser reescrita como (Figueiredo, 1999):

2.7)b
ow? = fvf{(aij +74j)0;6u; — T1ij18gpij) + Mt Sk AV @7

(6) € o simbolo de variacdo que indica quais grandezas sdo virtuais (definidas como
sendo aquelas que ndo afetam o equilibrio, desde que sejam cinematicamente
admissiveis). Essas grandezas sdo inteiramente arbitrarias e, portanto, independentes. O
tensor de 3 ordem y; ;. € o tensor de tenséo dupla, definido por Mindlin (1964), e ;.
representa sua parcela antissimétrica, a inica ndo nula no continuo de Cosserat. As suas
27 (=3%) componentes sdo interpretadas como sendo dipolos de forcas por unidade de
area (dimens6es de momento por area ou forca por comprimento). O indice i representa
a direcdo do dipolo de forgas, j a direcdo do "braco de alavanca” e k a dire¢do normal a
area de atuacdo. No caso antissimétrico, como i # j, 0s dipolos representam binarios

(momentos) e, portanto, ;jc reduz-se a um tensor de tensGes-momento (binarios por

area).

Conforme proposto pelos irmédos Cosserat, introduziremos a definigdo do tensor de

tensdes de Cosserat:
o; = 0y + Tyj (2.8)
0 qual, representa um tensor macroscopico assimétrico tal que:
Iy = 05+ Taj) (2.9)a

Substituindo-se, entdo, (2.8) e (2.9)b em (2.7)b e aplicando o teorema de divergéncia de

Gauss-Ostrogradski (Figueiredo, op.cit.), temos:
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SWt=-— f ajal’jé‘ uidV - J- (a[u] + ak u[l,]k)é‘g[”]dV + fafch uinjdl“ + fﬂ[t}]kcg g[i]-]nkdl" (210)
14 14 r r

onde n; € a normal unitaria apontando para fora da superficie limitante do meio, T

Segundo Figueiredo (1999) as expressdes para o trabalho virtual produzido pelas forcas
externas (SWE), de massa (SWE) e de superficie (§W£) sdo motivadas por uma

extensdo das expressdes para o trabalho das forgas externas num continuo cléssico, a
saber:

74 14
r r
SWE = SWE + SWE (2.11)c

onde: F; € uma forca de massa; t; uma forca de superficie, 6;;; 0 momento de massa e

M;;;; 0 momento de superficie.

Figueiredo (1999) aplicou o principio dos trabalhos virtuais. Este principio estabelece
que para os campos de tensdo estaticamente admissiveis o trabalho virtual das forcas
externas sobre 0s campos cinematicos assumidos, igualmente admissiveis se iguala

aquele das forcas internas, ou seja, SW*! = SWE.
Apo6s uma sequéncia de transformacdes algébricas, igualando as equagdes (2.10) e
(2.11), e assumindo que as variagdes de &g ;1€ du; sao independentes, resultam as

seguintes equacOes de equilibrio e condicGes de contorno (ver Figueiredo, 1999):

aiO'l'(j' + Fi =0 (212)3.
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Orhyijik + 0fij; + Oy =0 (2.12)b

ti = O'icjnj (213)3.

My = e (2.13)b

Pode-se escrever o tensor antissimétrico de tensdo dupla (tensor de tensées-momento)
em (2.12)b e (2.13)b, 0 momento de massa em (2.12)b e 0 momento de superficie em
(2.13)b, através dos seus tensores ou vetores duais, obtidos com o auxilio do tensor de

permutacdo, e, (Figueiredo, 1999), como:

1 (2.14)a
Hiijie = — 5 CijeMik

1 (2.14)b
Mj) = —5ejjemy

1 (2.14)c
O i) > eijk Ok
Dai tem-se que (2.12)b torna-se:
almkl - eijkO'i(j- + Qk =0 (212)C
onde my; € o tensor de tensdes-momento e O, € o vetor momento de massa.
A expressao (2.13)b fica:
m; = myng (213)C

onde m; é o vetor de tensdo-momento.
Assim, nota-se que as equacdes de equilibrio da teoria de Cosserat séo trés em (2.12)a,

que correspondem aos graus de liberdade de translacdo, e mais trés em (2.12)b, que
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dizem respeito aos graus de liberdade rotacionais. Adicionalmente, nota-se que elas séo
correspondentes as condi¢des de equilibrio para um corpo rigido situadas no ponto

material.

Com relagdo as condigbes de contorno essenciais, devem ser estabelecidos
independentemente  u; elou gp; = ;. De maneira semelhante a realizada
anteriormente para os tensores estaticos, pode-se introduzir um vetor dual ao tensor de

microrrotacOes e escrevé-lo como:

1 (2.15)

onde wy, é o vetor de microrrotagdes de Cosserat; o subindice livre representa o eixo em
torno do qual se d& a rotacdo (perpendicular ao plano dos outros dois mudos)
(Figueiredo, 1999).

2.4 CONTINUO DE COSSERAT ELASTICO

Apresentar-se-d80 0s conceitos basicos do continuo de Cosserat elastico com
deformacdes infinitesimais e em duas dimensbes (2D). Neste topico concentraremos

esforcos nos aspectos fisicos da teoria de Cosserat.
2.4.1 CINEMATICAE CONDIQC)ES DE COMPATIBILIDADE

Seja o0 plano de deformacbes paralelo aos eixos ortogonais globais (x;,x,), onde
x; (i = 1,2) sdo coordenadas de um ponto material qualquer em um continuo de
Cosserat 2D (Figura 2.3). Considerando que a cada ponto esteja associado a um novo
sistema cartesiano rigido, o qual durante o processo de deformacdo wu; se desloca e que
pode sofrer uma rotagdo w$ (o subscrito indica que a rotacdo se desenvolve em torno do

eixo x5 normal ao plano de deformagdes e o sobrescrito indica continuo de Cosserat).
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Figura 2.3 - (a) Campo de deslocamento (u;) e de rotacdo no Continuo de Cosserat (w%); (b)

Curvatura — gradiente de microrrotacdes (Aw§ = 0;:’3 Ax,) (Figueiredo, 1999).
1

Os campos cinematicos objetivos para um meio de Cosserat podem ser definidos como:

e 0 gradiente de deslocamentos macroscopicos do continuo convencional que
corresponde a um tensor simétrico de macrodeformac@es (2.4)a e a um tensor
antissimétrico de macrorrotaces (2.4)b

1 2.4
e(ij) = E ((’)jui + 6iuj) ( )a

1 2.4)b

e 0 tensor antissimétrico de microrrotagdes (Unica parcela ndo nula do gradiente
de microdeslcamentos, como mencionado em 2.3.1) introduzido aqui como uma
contragdo, sobre o terceiro subindice, do produto do tensor de permutagéo pelo
vetor de microrrotagdes,

-Qicj = —e;j3w3 (2.16)
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e 0 gradiente de microrrotacdo que representa as curvaturas da deformacao (k;),

K; = 0jws (2.17)

Como supramencionado no subitem 2.3.1 (equacdo (2.4)), utiliza-se uma medida

objetiva de deformacdo relativa (y;;) dada por:

A parte simeétrica do tensor de deformagGes relativas y (;;, por consequéncia se torna

igual as macrodeformacdes, ja que g; ;€ inteiramente antissimétrico:

Yijp) = Eij (2.19)

A parte antissimétrica (y ;;;) representa a diferenca entre a rotagdo da microparticula,

ou particula de Cosserat, e a rotacdo macroscépica:

Assim, k;; e y;; sdo as medidas de deformacdo em um continuo de Cosserat,

representadas explicitamente em 2D por:

Y11 = 01y Y12 = 02Uy + w3
Y22 = 02Uy Y21 = 01Uy — w3 (2.21)
K, = 0,03 Ky = 0w3

Diferentemente do continuo cléssico, no continuo de Cosserat temos y,, # y,1. Nota-

se, portanto, que y;; € assimétrico no caso ndo trivial, em que w3 # 0.

As relacOes cinematicas envolvidas em y4, e y,; podem ser observadas na Figura 2.4.
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Figura 2.4 - Relagdes cinematicas em cisalhamento: (a) Y, ; (b) Y12 (Figueiredo, 1999).

A equacéo (2.21) constitui um sistema de equacdes diferenciais parciais. As condigdes
de integrabilidade desse sistema podem ser escritas como segue (note-se a indiferenca

na ordem de derivacdo - apud Figueiredo, 1999):

- determinando as derivadas parciais a esquerda podem-se obter, respectivamente, as
expressoOes a direita

02¥11 € 01Y12 K1 = 01¥12 — 02Y11
01Y22 € 02Y21 Ky = 01Y22 — 02¥21 (2.22)
62’(1 e 61’(2 az}cl = al}cz

As equacgles (2.22) foram obtidas por Mindlin (1963) e representam as condigdes
necessarias e suficientes para a continuidade dos campos cinematicos de Cosserat em
dominios conexos (apud Figueiredo, 1999). As condi¢bes de Saint-Venant para o

continuo classico sdo recuperadas quando w§ = 0.

Dessa maneira, € fato que as condi¢bes de compatibilidade de Cosserat sdo menos

restritivas quando comparadas as condi¢fes do continuo classico. Permitem, além da
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deformacéo, a rotacdo relativa entre pontos vizinhos, como pode ser observado
esquematicamente na Figura 2.5.

Figura 2.5 - llustragdo esquemética da maior "‘permissividade” de um meio de Cosserat com
relagdo a um meio cléssico na vizinhanga de um ponto P qualquer: (a) configuracao indeformada,
(b) incompatibilidade classica e (¢) compatibilidade de Cosserat na mesma situacdo (Figueiredo,
1999).

2.4.2 ESTATICA E CONDICOES DE EQUILIBRIO

Um continuo de Cosserat 2D devera conter seis grandezas estaticas conjugadas em

energia as componentes cinematicas mostradas nas equacdes (2.21).

Considere-se o equilibrio de um bloco retangular de dimensdes infinitesimais dx; e dx,
de espessura unitaria (Figura 2.6). Suple-se que essas dimensGes sdo pequenas O
bastante para que se possa assumir um valor médio para a distribuicdo dos vetores de
tensOes-forca e de tensdes-momento (“tensfes de Cosserat”) sobre as faces.
Adicionalmente, permitem desprezar os termos de grau mais alto que o primeiro na
aproximac&o, por séries de Taylor, das componentes de tensdo numa face x; + dx; em
funcdo daquelas em x;. Definindo por F; as forcas de massa, as equacdes de equilibrio

para as tensbes-forga nas direcdes x; € x, num ponto qualquer do meio de Cosserat séo:
610_11 + 620_12 + Fl =0 (223)a

610-21 + 620-22 + F2 = O (2.23)b
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Nota-se que as equacles (2.23)a e (2.23)b sdo idénticas em formato as do continuo
classico. A Unica diferenga como visto no item 2.3.2, reside na substitui¢do do tensor de
tensdes de Cauchy pelo tensor assimétrico de Cosserat (equacdo (2.8), porém, aqui

grafado sem o sobrescrito) nas equacoes.

O equilibrio de momentos com relacdo ao ponto central do elemento é realizado de
maneira andloga ao equilibrio de forcas (Figura 2.6 b). As componentes de tensdo
normal ndo produzem momentos e, por isso, ndo aparecem. Por outro lado, as
componentes cisalhantes sdo incluidas, como se pode notar, com valores iguais nas
faces em x; e x; + dx;. Isto ndo quer dizer que desprezamos a ndo-uniformidade dessas,
mas que 0s momentos resultantes dos termos de primeiro grau das séries de Taylor para
tais componentes serdo infinitésimos de ordem superior e acabardo sendo “eliminados”

de qualquer maneira. A equacao resultante sera:

alml + azmz + (0'21 - 0-12) +60=0 (224)

sendo ® 0 momento de massa.

a‘7::d
X3 02z + 0x, *2 m.
A N Xq A my + dx
gy + dx
“ 0 ox
Xp+dx,| . 2 H{\ o
3 1
Oz + 5 -dxy Xy +dx,f-------
—POus b
011 doy, 2 N
b —pBeuy —10,, w3 17 ax %
o N tt 3 1
21 Oy
e Sz 021 =

1 O3 | 7 I ' voi. '

1 022 1 i B

- . a >l i m, H

Xy xy +dxy 1 - : T )1_
X4 x1+ Xy X1
(@) (b)

Figura 2.6 - Equilibrio em um continuo de Cosserat 2D: (a) forcas; (b) momentos (Figueiredo,
1999).

Na Figura 2.6 as componentes estdo todas em sentido positivo. A convengdo de sinais

das tensGes-forga presume que as tensdes de tragdo sdo positivas. No caso das tensdes-
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momento, é definido que uma tensdo-momento é positiva quando atua sobre uma face
do elemento cuja normal direcionada para o exterior, tem 0 mesmo sentido do eixo
coordenado correspondente (ou inverso) e € orientado (pela regra da méo direita) no

sentido positivo (ou negativo) do eixo com a qual esta alinhada.

Efeitos dinamicos sdo incluidos nas forcas e momentos de massa pelo principio

d’Alembert, sendo calculados por:

F; = —p0yu; (2.25)

onde I é 0o momento de inércia da particula e p a densidade do material.

Na equacdo (2.24) percebe-se que onde existam gradientes de tensdes-momento nao
nulos, as tens@es cisalhantes, g,; € g;,, N0 serdo necessariamente iguais. Dai o sentido
fisico da assimetria do tensor de tensdes-forca de Cosserat, supramencionado no item
2.3.2. Por outro lado, a simetria dar-se-a no caso estatico se, e somente se, as tensdes-
momento, ainda presentes, estiverem autoequilibradas. No caso dindmico, equacao
(2.26), conclui-se que os efeitos microinerciais por si so sao suficientes para promover a

assimetria de o;;.

2.4.3 CIRCULO DE MOHR 2D

Para melhor entender o significado da assimetria do tensor de tensdes-forga, &
interessante estudar seu efeito sobre a representacdo grafica do estado de tensdes no
plano de Mohr. A Figura 2.7 ilustra o circulo de Mohr para este caso.
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(a)

Figura 2.7 - Circulo de Mohr em 2D para um tensor de tensdes-forca assimétrico (Figueiredo,
1999).

Seja o diagrama de corpo livre da Figura 2.7(a) onde as componentes de tensdo-forca
num ponto do meio continuo estdo indicadas. As faces estdo orientadas
perpendicularmente aos eixos coordenados e a um vetor unitario n;, cuja orientacao é
fixada pelo angulo 6. Os componentes do vetor unitario n; e do vetor paralelo unitario

s; ao plano definido por o, podem ser definidos como:

n, = cos @ n, = sen@ (2.27)

s; = —senf S, = —cosf (2.28)
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As componentes do vetor de tensdes-forga, t; = a;jn;, no plano normal n; podem ser
determinadas. As projecdes de t; sobre n; e s; fornecerdo as componentes normal o, e

cisalhante oz no plano a, como:
oy = tin; = o;;nn Os = t;S; = 0;jN;S; (2.29)
Por extenso, resulta em:
Oy = 01,C05%0 + 0,,sen?0 + (04, + 0,1)senf cosH (2.30)a
Og = 0,,€05%0 — 01,5en?0 + (0,, — 011)send cosb (2.30)b

Em termos do angulo duplo 20 tem-se:
1 1 1
N5 (011 +032) = > (011 — 023)c05260 + > (0y, + 051)sen26 (2.31)a

1 1 1 2.31)b
05 — 3 (0,1 —013) = 5 (05, — 071)s€N20 + > (012 + 021)c0s26 ( )

Nota-se que nas equacles (2.30), que a expressdao da tensdo normal é a mesma
expressao do continuo classico, enquanto que a expressao da tensdo de cisalhamento
difere da expressdo do continuo classico unicamente pela presenca da chamada tenséo

antissimétrica (a%), qual seja:
012 — O
go =22 21 (2.32)

Assim, o locus geométrico do estado de tensdes-forca 2D representado no plano de
Mohr é um circulo com seu centro transladado de —o® ao longo da perpendicular ao

eixo das tensdes normais.
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E conveniente separar as tensdes de cisalnamento em duas parcelas, tendo em vista que
uma parte das componentes da tensdo de cisalhamento induz somente rotagdo, em lugar
de distorcdo. Portanto, as duas parcelas serdo: uma puramente de rotacdo (parcela
antissimétrica - o) e outra puramente de distor¢do (parcela simétrica - o). A Figura
2.8, de Mindlin (1963), ilustra as duas parcelas da tenséo cisalhante e seus respectivos

modos de atuacéo.

5 a
3 Oy, X, o'+0o
I g, = o'-0o° o’ -g
Ty, X 0"'!'0'0 X
A
W, -0; =
3
g x a
X &
2 O--‘ /“ 2 /O'
I a
J v /o \—o-
= | 7ay / + -a‘“\ )
a
=0 ——~ O
1 X X
o' ==(o,+0,) » —l( -
A \T2 +0y, g =S\Eg )

Figura 2.8 - Mecanismos pelos quais atuam as componentes simétrica e antissimétrica das tensdes
cisalhantes num continuo de Cosserat (Mindlin, 1963).

2.4.4 EQUACOES CONSTITUTIVAS: ELASTICIDADE LINEAR

Aqui apresentaremos as equacles que caracterizam o comportamento elastico linear

isotropico de um meio de Cosserat 2D. Escreveremos as equagdes em funcéo de:

4,G,G. e B,
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sendo: A e G os parametros classicos de Lamé; G. um mddulo de cisalhamento

antissimétrico (ou rotacional) e B, um mddulo de flexdo.

Em termos dos parametros acima as equacdes podem ser escritas como:

0ij = A& bi; + (G + Go)yij + (G — Gy (2.33)a

msy; = m; = BCKi (233)b

(2.33)a pode também ser escrita como

0ij = A& i + 2Ge;j + 2Gy i) (2.33)c

Para melhor compreender o significado dos parametros, podemos escrever (2.33) por
extenso:

0'11 = (A + 26)511 + /1822
00 = 1811 + (A + 26)622

012 = (G + Gy + (G =Gy (2.33)d
021 = (G — G)y12 + (G + Gy
m1 == BCK1 mz - BCKZ

Lembrando que para deformacéo plana em x; x,, €33 = 0, e, portanto,

033 = A(€11 + &2) = (011 + 022) (2.33)e

A+2G
Como ja dito anteriormente, as parcelas simétrica e antissimétrica das tensdes

cisalhantes deformam o corpo por mecanismos distintos, sendo assim, € conveniente

expressar as componentes cisalhantes por meio dessas parcelas:
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O12) = 0(21) = G(Y12 + ¥21) (2.33)f
O[12] = =021 = Gc(V12 — ¥V21) = 26 (w5 — w3) (2.33)g

As duas primeiras equacdes em (2.33)d e a equacdo (2.33)f, que correspondem & parcela
simétrica do continuo de Cosserat, possuem o mesmo formato das relagfes tensdo-
deformacdo do continuo classico. Ja a equacdo (2.33)g, que corresponde a parcela
antissimétrica, juntamente com as equacgdes para as tensdes-momento, m, € m, em

(2.33)d, governam o problema da microestrutura.

2.45 NOVOS PARAMETROS: G, E B,

O conhecimento qualitativo e quantitativo do médulo de cisalhamento rotacional (G,) e
do médulo de flexdo (B,) ainda necessita de esclarecimentos experimentais. O modulo
de cisalhamento rotacional (ou de Cosserat) é um parametro que controla a influéncia da

microestrutura na distribuicdo de tensGes macroscopicas.

Um G, igual a zero (ou seja, tensGes antissimétricas nulas), embora ndo signifique
eliminar a presenga da microestrutura, anula os seus efeitos sobre a macroestrutura. Tal
caso foi considerado por Lakes (1985) uma improbabilidade fisica, observando certo
tipo de perda de unicidade de solugbes (apud Figueiredo, 1999). Assim, se
considerarmos G > G, casos em que 0 moédulo de cisalhamento classico € muito maior
que o0 modulo de cisalhamento rotacional, estaremos desprezando os efeitos da

microestrutura no continuo macroscopico.

No outro extremo, quando G, ¢ infinitamente grande néo faz sentido em falar de tensdes
antissimétricas, pois estamos considerando um meio rigido no tocante as rotacoes
relativas, isto é, em que ndo hd nenhuma diferenca entre a micro e macrorrotacdo. A
formulacdo de Mindlin & Tiersten (1962), conhecida como Teoria das Tensdes-
Momento (ou de Cosserat restrita), contempla exatamente essa hipdtese. Na teoria das

tensbes-momento (ou Couple Stress Theory) ndo ha rotacdo relativa entre a
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microestrutura e a macroestrutura, ou seja, considera-se que as rotagOes da
microestrutura coincidem com as da macroestrutura (@$ = w;), ficando as tensdes

antissimétricas de cisalhamento (equacdo (2.33)g) indefinidas (0 que corresponde,
teoricamente a um modulo de cisalhamento rotacional infinito). Foi mencionado
anteriormente que a equacdo (2.33)a € uma das equagcbes que caracterizam o
comportamento elastico linear isotrépico de um meio de Cosserat 2D. Apos algumas

operacdes algebricas tal equacdo também pode ser escrita da seguinte forma:

0ij = A bij + 2Ge;j + 26, (w3 — w3) (2.33)h

Pela equagdo (2.33)h notamos que quando 5 =a;, caso da teoria das tensdes-

momento (ou de Cosserat restrita), G. ndo tem "participacdo™ no problema. Dessa
andlise, percebe-se que a teoria formulada por Mindlin & Tiersten (1962) é um caso
particular da Teoria de Cosserat. Nessa Ultima considera-se que as rotagcdes da
microestrutura sdo independentes das rotacfes da macroestrutura, havendo uma rotacao
relativa entre elas, e para o caso de Cosserat restrita tem-se que as rotacdes da

microestrutura e da macroestrutura coincidem.

Enquanto G, controla os efeitos da microestrutura, o modulo de flexdo é um pardmetro
que relaciona as tensdes-momento as curvaturas (gradientes da rotacdo) da
microestrutura, tendo dimensdo de forca. A razdo entre 0 mddulo de flexdo e os demais
maodulos tem a dimensdo de um comprimento ao quadrado. Esta razdo vem a ser, neste
caso, uma medida indireta das dimensdes da microestrutura a qual chamamos de
comprimento caracteristico. Ter um B, =~ 0 significa que a microestrutura possui
proporcdes despreziveis e vice-versa. Pal’mov (1964) sugere que tal razdo supracitada

seja:

R2 = =< (2.34)
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Ja Mindlin (1963) sugere a razao:

12 = —¢ (2.35)

onde [ é o comprimento caracteristico do material, cuja dimensdo é comprimento. Os
coeficientes numéricos nos denominadores (quatro e um) nas equacdes (2.34) e (2.35)
foram adotados de acordo com a conveniéncia na descricdo das equagdes constitutivas
por aqueles autores. De tal maneira, por vezes, é conveniente empregar o parametro [

em lugar de B..

Se l =0 (e dai B, = 0 por (2.34) ou (2.35)) e G, # 0 temos a chamada elasticidade
assimétrica com rotacdes livres e sem tensdes-momento (apud Figueiredo, 1999). Essa
situacdo, de fato, pode vir a acontecer para materiais granulares formados de graos
arredondados e com alto indice de vazios. E interessante notar que, a medida que 0s
espacos vazios diminuem, o numero de contatos entre 0s grdos aumenta e assim 0s
esforgos tangentes tornam-se aproximadamente simétricos, anulando as rotagdes. Com

isso, 0 continuo classico seria um modelo adequado e G, = 0.
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CAPITULO 3

3 TEORIA DA POROELASTICIDADE DE BIOT

3.1 INTRODUCAO

A teoria da poroelasticidade descreve, basicamente, o0 comportamento acoplado entre
tensdo e poropressdo num meio poroso. Entre os anos de 1935 e 1962, Maurice
Anthony Biot publicou uma série de artigos que fundamentaram a teoria da
poroelasticidade descrevendo o comportamento mecanico de meios porosos saturados
com fluidos. Segundo Geertsma (1966), a descricdo matematica da teoria macroscopica
da poroelasticidade é similar a descricdo matematica utilizada na teoria da

termoelasticidade.

Dois fendmenos basicos substanciam o comportamento poroelastico:

I.  Acoplamento sélido-fluido que ocorre quando uma variacdo na tensdo aplicada

produz uma variagdo na poropressao;

Il.  Acoplamento fluido-solido que ocorre quando uma variacdo na poropressao

produz uma variagdo no volume dos poros.

Salienta-se que a palavra solido refere-se ao esqueleto solido presente num material
poroso. Os acoplamentos soélido-fluido e fluido-sélido sdo assumidos acontecerem
instantaneamente, numa aproximagdo quase-estatica, na qual a propagacdo de ondas
elasticas é ignorada. Esses dois fendmenos envolvendo o acoplamento de sdlidos e
fluidos sdo descritos por formulagcbes matematicas do tipo linear. As equacdes
constitutivas da poroelasticidade sdo uma generalizagdo da elasticidade linear, na qual a
pressaio do fluido é incorporada de uma maneira analoga & temperatura na

termoelasticidade.
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Em seu trabalho, Biot (1941) considerou o comportamento de uma coluna de solo
sujeita a um carregamento do tipo estatico e 0 meio composto por dois elementos
distintos: os grdos de solo e a agua, esta preenchendo totalmente os vazios. Biot (1941)

adotou algumas hipoteses para as propriedades basicas dos solos:

1. o material € considerado isotropico;

2. 0 material € considerado perfeitamente eléstico, ou seja, 0 carregamento e 0
descarregamento seguem o mesmo caminho no gréfico tensdo-deformacao;

3. as deformagdes do material s&o pequenas, ou seja, as relacdes entre deformacdes e
deslocamentos sdo lineares;

4. adagua contida nos vazios pode ser considerada incompressivel,

5. 0 escoamento da 4gua no meio poroso ocorre segundo a lei de Darcy; e

6. o solo é considerado saturado, ou seja, 0s vazios sdo totalmente preenchidos por

agua.

Note-se que todas as hipdteses propostas por Biot sdo aproximacdes. Contudo, em
varios casos praticos em engenharia, essas aproximacdes correspondem de maneira

satisfatoria ao comportamento de um solo real.

No presente capitulo, veremos de maneira sintetizada a teoria da poroelasticidade
proposta por Biot, apresentando os seus preceitos, a formulacdo matemaética e a

interpretacdo fisica das constantes nela presentes.

3.2 POROELASTICIDADE DE BIOT

Normalmente, em diversas aplicacdes na engenharia, as rochas séo tratadas como um
material homogéneo. No entanto, em uma escala microscopica percebe-se que a
composi¢do das rochas é em sua grande maioria heterogénea. Segundo Fjaer et al.
(2008, capitulo 6) a teoria da poroelasticidade é justamente baseada na ideia de que as
rochas consistem de partes solidas e fluidas, que estdo separadas numa escala

microscopica, mas que coexistem numa escala macroscopica.
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A teoria da poroelasticidade proposta por Biot (1941) é estabelecida a partir das
propriedades elésticas de um material poroso macroscopico, consubstanciada no
conhecimento de alguns parametros, tais como o médulo volumétrico (K) e o modulo
de cisalhamento (G). Note-se que é um desafio interessante determinarem-se
propriedades da macroestrutura da rocha através de parametros microscopicos. Uma vez
obtidos os valores dos parametros macroscopicos, a partir de teorias que consideram a
estrutura microscopica & possivel considerar que tais pardmetros representem um

material que é homogéneo na escala macroscopica.

Apresentar-se-a nesta parte do trabalho um breve resumo da teoria da poroelasticidade
proposta por Biot (1941) e uma descricdo desta teoria conforme apresentada por Wang
(2000).

3.2.1 TEORIA GERAL DE BIOT

Terzaghi (apud. Wang (2000), Detournay & Cheng (1993)) foi o primeiro a propor uma
teoria sobre o fendbmeno chamado de consolidacdo. O tratamento matematico de
Terzaghi foi baseado nos resultados de experimentos em laboratério. Segundo esse
autor a matriz sélida seria composta por grdos ou particulas, que estdo mais ou menos
ligados entre si por certas forcas moleculares. Entre essas particulas tem-se a presenca
de espacos vazios e 0 conjunto teria propriedades elasticas. Um bom exemplo desse
conceito seria pensar numa esponja saturada com agua: quando aplicada uma carga
sobre tal sistema, ocorrera um assentamento gradual. Instantaneamente, a carga seria
absorvida pela 4gua. A medida, entretanto, que a agua é expulsa dos vazios, a carga é
transferida para a matriz sélida. Terzaghi (op. cit) aplicou esse conceito para um caso

unidimensional, com carga constante e sem expansao lateral.

A extensdo do problema para um caso tridimensional foi proposta por Biot (1941) em
seu artigo intitulado “General Theory of Three-Dimensional Consolidation”. Biot
assumiu que o material seja isotrdpico, linear-elastico, com pequenas deformagdes. O
fluido presente nos poros é incompressivel, o0 meio estd saturado, ou ndo, e o

escoamento do fluido através dos poros segue a Lei de Darcy.
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De maneira resumida serdo apresentados agora os conceitos basicos desenvolvidos por
Biot (1941) para a teoria da poroelasticidade.

Tensdes atuantes

Considere-se um elemento cubico pequeno, cujos lados séo paralelos as coordenadas
dos eixos de referéncia. Esse elemento é grande o bastante quando comparado com o

tamanho dos poros, mas pequeno quando comparado a escala de um fendmeno
macroscopico.

As tensdes médias representadas, por forcas distribuidas uniformemente sobre as faces

do elemento cubico, podem ser descritas por um tensor de 2° ordem (o;;):

011 021 031
012 032 O3 (3.2)
013 023 033

As seguintes equacdes de equilibrio para o campo de tensbes devem ser satisfeitas:

do. do. do.

u 992 0013 _
dx; 0Ox, 0x3
do: do: do

21 + 22 + 23 —

dx; O0x, 0x3

3.2)

do. do do
31+ 32+ 33 _

0x; 0x, 0Oxs

Fisicamente, as tensdes estdo distribuidas em duas partes: uma parte das tensbes é
absorvida pela pressao hidrostatica da agua e a outra parte é absorvida pelo esqueleto da
matriz rochosa.

2 , . - . ~ . . N , . . . ~
O indice 1 representa a diregdo que da origem a componente e o indice j representa a diregdo normal
ao plano de atuagdo da componente.
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Deformacéo relacionada a tenséo e presséo de fluido

Assumindo deformacdes pequenas (infinitesimais), tem-se que:

_ ow dv
Fa2 = dx, 0x3
B Ju Jw
317 9x, o,
B dv  du
F1 = dx; 0x,

(3.3)

onde u, v e w sdo, respectivamente, as componentes de deslocamentos nas direcoes x;,

Xy € X3.

Para descrever completamente a condicdo macroscopica do meio poroso, deve-se

adicionar uma variavel expressando a quantidade de fluido nos poros. Denota-se por 6 0

incremento de volume de fluido por unidade de volume do meio poroso. O incremento

de presséo de fluido denotar-se-a por p.

Na introducdo da pressdo de fluido, deve-se ter em mente que o meio é considerado

isotropico e que, portanto, esta ndo causara nenhuma deformacdo cisalhante e o seu

efeito serd igual sobre as trés componentes de deformacBes normais (€14, €22, €33).

Assim, tem-se:

011
€11 = E
022
€2 = E
033
€33 = E

v p
A (022 + 033) + 30
4 p
A (011 + 033) + 30
4 p
A (011 + 022) + 30
£y, = A2
G
031
€31 = ——
032
€32 = —/—
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onde G =

sV é o Coeficiente de Poisson drenado, E € 0 modulo de Young

drenado e o Eum parametro introduzido por Biot para considerar especificamente o

acoplamento solido-fluido, relacionando as variacdes de volume do meio poroso as

variagOes de presséo no fluido.

Com a premissa de considerar o material isotropico e que ndo ha efeito das tensdes
cisalhantes sobre 8, Biot propds que o incremento de volume de fluido por unidade de

volume de sélido possa ser escrito como:
1 14
6 = _3 (0'11 + (¥ + 0-33) + ﬁ (35)

1, A . . . «
onde =& outro parametro introduzido por Biot na formulacéo.

As equacdes (3.4) e (3.5) sdo as relagdes fundamentais que descrevem as propriedades
de uma matriz sélida contendo um fluido em condicéo de equilibrio no espago poroso.
Existem nessa nova relacdo quatro constantes fisicas (E, v, H e R) que serdo analisadas

posteriormente. Invertendo-se as equacoes (3.4) e (3.5) encontra-se que:

01 = 2G (811 + 1 iEZV) —ap

05, = 2G (822 + 1 1821,) —ap

033 = 2G (833 + 1 1821,) —ap

€12
G
€31

031 = _G

€32

G

(3.6)

012 =

O3 =

onde
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_2(1+v) G
*T30-2v)H

& =¢&11 +£22 +833

3.2.2 INTERPRETACAO FiSICA DAS CONSTANTES DE BIOT

Em sua teoria, Biot (1941) introduziu duas novas constantes fisicas nas equacfes da
elasticidade classica para a formulacdo da teoria da poroelasticidade. Discutiremos
agora a descri¢do apresentada por Wang (2000), para aclarar a interpretacao fisica das
constantes de Biot.

Alguns trabalhos relacionados a hidrogeologia, como os de Jacob (1940) e Theis
(1938), ja apresentavam a ideia de incremento de volume de fluido por unidade de
volume de solido, 8, definido por Biot (op. cit.), que em outras palavras, seria 0 volume

de fluido adicionado ao armazenamento.

Detournay & Cheng (1993) apresentou discussGes detalhadas da teoria com uma
variedade de solucdes, especialmente para problemas relacionados a pocos e

formulagdes numéricas.

Como dito anteriormente, Sd0 necessarios quatro parametros poroelasticos para

relacionar as deformacgdes e os incrementos de fluidos & tensdo e a poropressdao. O
A 1, - -
parametro =€ chamado, por Wang (2000), de coeficiente de armazenamento especifico

sob tensdo constante ou “unconstrained specific storage coefficient” e relaciona a

mudanga do incremento de fluido com a pressdo de poros (p) em uma amostra. Wang
(2000, secdo 3.3) demonstra, numa analise micromecénica, que = € determinado pela

compressibilidade da matriz rochosa, dos poros e dos graos.
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1, ) - «
O outro parametro, 7 € denominado por Wang (2000) de coeficiente de expansdo

poroelastico e relaciona a deformacéo volumétrica com a poropressao, em um estado de
tensdo constante. Segundo Wang (op. cit.) o coeficiente de expansdo poroelastico é

frequentemente chamado de compressibilidade.

Coeficiente de Biot-Willis

Como definido, anteriormente, nas equacdes (3.6), o coeficiente de expansdo

poroelastico ou a compressibilidade pode ser escrita como:

=~
= R

E
3(1-2v)

onde K = € 0 modulo volumétrico e a é denominado coeficiente de Biot-Willis.

O coeficiente de Biot-Willis é definido como:

Ks (37)
onde K, é o modulo de deformacdo volumétrica da matriz sélida.

Biot (1941) mostrou que o problema unidimensional da consolidagcdo de Terzaghi (op.
cit) é um caso especial de sua teoria. No ano de 1969 em um artigo intitulado “Elastic
storage of aquifers. In Flow Through Porous Media”, Verruijt validou a aplicabilidade
geral da teoria de Biot ao comportamento dos aquiferos. Outras aplicagcdes importantes
da teoria de Biot foram apresentadas, tais como: por Geertsma (1966) com relacdo a
subsidéncia devida a extracao de petroleo e Haimson & Fairhurst (1969) com rela¢éo ao

fraturamento hidraulico.
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Uma reformulagéo das equacOes constitutivas da poroelasticidade linear foi proposta
por Rice & Cleary em 1976 e vem sendo amplamente adotada em problemas geofisicos
(Wang, 2000). Rice & Cleary (1976) escolheram parametros constitutivos que
enfatizam os comportamentos limites em condicdes drenadas (poropressao constante) e
ndo-drenadas (sem fluxo), que correspondem aos comportamentos de longo e curto

prazos, respectivamente.

Coeficiente de Skempton

Os efeitos poroelésticos afetam apenas as parcelas de tensdo hidrostatica e deformacéo
volumétrica. Dessa forma, as equacdes constitutivas (3.4)a, (3.4)b e (3.4)c podem ser

reescritas em funcdo do moédulo volumeétrico, K:

1 1
€=3x (011 + 022 + 033) + P (3.8)

Note-se que, em caso de tensbes normais iguais a zero (o;; = 0y, = 033 = 0), cada

deformacdo normal (&;4, €54, €33) € diretamente proporcional a poropressdo, na

50 d 1
proporgo de —-.

O coeficiente de Skempton, B, é definido como sendo a relacdo entre a poropressao
induzida e a tensdo aplicada, sob condicdo ndo-drenada, isto é, ndo ocorrendo

movimento de entrada ou saida de fluido no volume de referéncia®.

op
8olg=o

(3.9)

Observe-se que nessa definicdo considera-se que uma tensdo compressiva é negativa, o

que justifica o sinal negativo na equacdo (3.9). O subscrito na equacdo (6 =0) €

3 A . . . . . .
Volume de referéncia é definido como sendo um volume fixo ou em movimento com velocidade
constante através do qual um gas, liquido ou sélido flui.
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importante porque expressa a condigdo ndo-drenada. Considerando essa condigéo na
equacéo (3.5) supramencionada tem-se:

R 14
B=—=- 3.10
H (011 + 022 + 033)/3 9=0 ( )

O coeficiente de Skempton, como pode ser visto, € uma grandeza adimensional e seu
intervalo de variagdo é o seguinte: 0 < B < 1. Mensura como as tensdes aplicadas se
distribuem entre o esqueleto solido e o fluido sob condicdo ndo-drenada. Seu valor sera
1 (um) para meios porosos saturados, quando o fluido contido nos poros for altamente
incompressivel, significando que as cargas sdo suportadas por esse ultimo. Tendera a O
(zero) para poros preenchidos com gas, quando as cargas sao suportadas pelo esqueleto

solido, que, nesse caso, € "infinitamente” mais rigido que o fluido.

Definidos os coeficientes de Biot-Willis e de Skempton as equagdes (3.5) e (3.8) podem

ser reescrita com tais coeficientes, sendo:

a a

0 = 3_K(O'11 + 0y, + 0-33) + ﬁp (311)
1 a

€= 3—K(011 + 052 +033) + xP (3.12)

Wang (2000) fornece alguns valores tipicos de constantes poroelasticas para diferentes

tipos de rochas. Alguns desses valores podem ser encontrados no Apéndice A.
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CAPiTULO 4

4 TEORIA DE BIOT ACOPLADA A TEORIA DE COSSERAT

4.1 INTRODUCAO

Conforme visto no capitulo 2, os irméos Cosserat propuseram uma mecanica dos meios
continuos generalizada, na qual os pontos materiais possuem todos os graus de
liberdade de um corpo rigido, ou seja, estes pontos além de sofrerem translacdes
também sofrem rotacBes. Em consequéncia, aparecem na estatica do meio, grandezas
energeticamente conjugadas aos gradientes dessas rotacdes (curvaturas), que Sdo as
tensbes-momento (momentos por unidade de area). A relacdo entre tensées-momento e
gradientes das rotacGes introduz, implicitamente, as dimensdes e a forma das particulas
nas relacdes constitutivas, o que permite contemplar efeitos de escala microestruturais

no comportamento do meio.

Por outro lado, Maurice A. Biot no artigo “General Theory of Three-Dimensional
Consolidation”, em 1941, desenvolveu a sua conhecida teoria da poroelasticidade, que
permite acoplar os efeitos de um fluxo interno de fluidos a resposta mecanica do sélido
poroso. Segundo Fjaer et.al (2008) a teoria da poroelasticidade é justamente baseada na
ideia de que as rochas consistem de partes solidas e fluidas, que estdo separadas numa

escala microscdpica, mas que coexistem numa escala macroscopica.

Na andlise da estabilidade de pogos e demais aberturas subterraneas, o que mais se
utiliza na prética é considerar a rocha como um solido elastico, através da solugédo
proposta por Kirsch (1898). Alguns autores, como, por exemplo, Alcure (2013), em sua
dissertagdo “Determinacdo do modelo mais representativo para o célculo do gradiente
de fratura e sua influéncia na janela operacional”, tém pesquisado a importancia de se
considerar a poroelasticidade na definicdo da janela operacional de um poco de
petroleo. Outros, como Bayona Mendoza (2003), em sua tese “Andlise da instabilidade
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de pocos de petroleo associada a producéo de areia através de um modelo do Continuo
de Cosserat”, tém pesquisado a relevancia dos efeitos microestruturais provenientes da

relacdo tensbes-momento versus curvaturas na estabilidade de pocos.

O presente capitulo propde acoplar a relevancia dos efeitos de escala microestruturais,
através da mecénica dos meios continuos generalizada de Cosserat, com o0s efeitos
poroelaticos, na concentracdo de tensGes em aberturas circulares em rochas. Conforme
visto nos capitulos 2 e 3, as teorias de Cosserat e Biot modificam a maneira de se
considerar as tensdes cisalhantes e normais, respectivamente, em relacdo a mecanica do
continuo cléssico. Sabendo-se que tais modificacbes ocorrem de forma independente,
ou seja, o efeito da teoria de Cosserat modifica apenas o tratamento das tensdes
cisalhantes e o efeito da teoria de Biot modifica apenas o tratamento das tensdes
normais, a superposicdo dos efeitos ndo violaria nenhuma prescrigdo intrinseca as
referidas teorias, sendo apenas uma consequéncia das duas estarem ou ndo presentes na
formulacdo do problema. Adianta-se a informacdo de que o acoplamento aqui proposto
se desfaz prontamente quando uma das teorias ndo é satisfeita/aplicada e isso ndo causa
nenhuma interferéncia a outra. A proposta do capitulo, até onde é do nosso
conhecimento, um estudo inédito, € formular o acoplamento dos efeitos da
poroelasticidade com os efeitos da mecéanica dos meios continuos generalizados de
Cosserat sobre a concentracdo das tensbes em torno de aberturas circulares. Vale
ressaltar que ndo se abordou aqui o processo transiente de dissipacdo das poropressoes
que ocorre em sequéncia a escavacdo da abertura, como foi tratado por Detournay &
Cheng (1988). Trata-se aqui apenas da condigéo de curto prazo.

42 TEORIA DE COSSERAT E TEORIA DAS TENSOES-
MOMENTO

No capitulo 2 vimos que a teoria proposta pelos irmédos Cosserat é caracterizada pela
introdugdo de um vetor rotacdo, que atribui a particula material a cinemaética de um
corpo rigido, sendo as microrrotagdes, wi, graus de liberdade adicionais a u; e 0s

gradientes dessas rotacdes relacionados as curvaturas. A equacdo (2.33)h € uma das
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equacdes que caracterizam o comportamento elastico linear isotropico de um meio de
Cosserat 2D:

0ij = Abjep + 2G & + 26, (wf — wy) (2.33)h

onde A e G sdo as constantes de Lamé, G. é o modulo de cisalhamento rotacional e a
diferenca w; — wy, € definida como sendo a rotacédo relativa entre a microestrutura e a

macroestrutura.

Pal’mov publicou, em 1964, o artigo “The plane problem in the theory of
nonsymmetrical elasticity”, no qual estabeleceu uma solu¢do analitica para as
concentragOes de tensdes em torno de um furo circular (por exemplo, um pogo ou uma
abertura subterranea), considerando o efeito das tensdes-momento. O referido autor
encontrou valores de concentracfes 1.8 vezes menores que aqueles determinados por
Kirsch (1898) — (apud Jaeger & Cook, 1979), que séo os usualmente empregados nestes

contextos.

De acordo com Pal’mov (1964), o valor da tensdo tangencial maxima (o) na parede de

um furo circular inserido num campo de tensao uniaxial é:

3+F

(4.1)
09(max) = P—1 n F,para 6=+

NS

onde P é a tensdo uniaxial do campo e 6 é o angulo medido no plano x;x, a partir do

eIXo0 xq;
e
h2
F 8(1 — V) l—z
= a
a? ZaKO(T) (4.2)
Ki(7
sendo:
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B,
T a6
_ B.(G+Gy)
~ 4GG,

h2

lZ

Os parametros que aparecem acima sdo:

— B, € 0 moddulo de flexao;

— v é o coeficiente de Poisson;

— G e G sdo o0s mobdulos de cisalhamento e cisalhamento rotacional,
respectivamente;

— h e | sdo parametros com dimensdo de comprimento, definidas por Pal’mov
(“chamados comprimentos caracteristicos”);

— a € o raio do furo circular (poco ou abertura subterranea);

— Kp e Kj sdo as fungdes modificadas de Bessel de segunda classe e ordens zero e

um, respectivamente (Spiegel, 1973).

De maneira analoga, Mindlin (1963) também estabeleceu uma solucdo analitica para as
concentragOes de tensdes em torno de um furo circular, considerando o efeito das
tensdes-momento. Conforme apresentado no Capitulo 2, na Teoria das Tensdes
Momento (Couple Stress Theory) ndo ha rotacdo relativa entre a microestrutura e a
macroestrutura, ou seja, considera-se que as rotacdes da microestrutura coincidem com
as rotagBes da macroestrutura (wy = wy). Dessa forma, o médulo de cisalhamento

rotacional G, presente no Gltimo termo da equacdo (2.33)h, fica indeterminado.

Mindlin (1963) mostrou que o valor da tensdo tangencial maxima (o) na parede de um

furo circular inserido num campo de tenséo uniaxial é:

3+F'

' (4.3
0 9(max) = Pm;

NS

para 0 =+

onde P é a tensdo uniaxial do campo e 6 é o angulo medido no plano x;x, a partir do

eixo xq;

44



8(1—-v)

a
2 Ko(5)
[4 + T+ Zl—ao—cll
K (D)

Fl

(4.4)

sendo:

Os parametros que aparecem na equacéo (4.4) acima sdo:

— B, € o m6dulo de flexao;

— v é o coeficiente de Poisson;

— G € 0 mddulo de cisalhamento;

— [ é um pardmetro com dimensdo de comprimento, definido por Mindlin
(“chamado comprimento caracteristico”);

— a é oraio do furo circular (poco ou abertura subterranea);

— Kp e Kj sdo as fungdes modificadas de Bessel de segunda classe e ordens zero e
um, respectivamente (Spiegel, 1973).

Note que as funcbes Fe F' encontradas, respectivamente, por Pal’'mov (1964) e por
Mindlin (1963) sdo bem parecidas, exceto pela razdo h?/1? que aparece no numerador

da funcéo F.

Kaloni & Ariman (1967) apresentaram uma solugcdo com base na teoria micropolar de
Eringen (1965) (com microrrotagdes independentes das macrorrotagdes) e obtiveram os
mesmos resultados que Pal’mov (1964). Para Kaloni & Ariman (1967) a funcdo F'
apresentada no trabalho de Mindlin (1963) ndo seria aceitavel. Segundo esses autores
uma comparagao cuidadosa das fungdes indica que F sO se tornaria igual a fungéo F' se,

e somente se:

— =1 (4.5)a
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Para os referidos autores a equacgdo (4.5)a contradiz as restricdes termodindmicas
impostas aos valores dos parametros da teoria micropolar (ou de Cosserat) e seria
fisicamente irrealista. Contudo, veremos a seguir que a solucdo apresentada por Mindlin
ndo infringe nenhuma restricdo termodinamica da Teoria das Tensdes Momento, como
concluiram, sem procedéncia, Kaloni & Ariman (1967). Podemos escrever a equagao

(4.5)a em termos dos parametros B, G € G,:

h? G, (4.6)

2 G+G,

Assim, a igualdade da equacéo (4.5)a é valida se considerarmos G, — o, isto é:

(4.7)

De fato, a equacgéo (4.5)a faz sentido para um modulo de cisalhamento rotacional (G,)
tendendo para o infinito. Pela equacdo (2.33)g, nota-se que nesse caso as tensdes
antissimétricas ficam indeterminadas, pois se tem o produto de um termo nulo (as
rotacOes relativas) por um valor infinito (G). Isso € justamente o que ocorre na Teoria
das Tens6es Momento: uma indeterminacédo das tensfes antissimétricas. Conforme visto
no Capitulo 2, ndo faz sentido falar em tensGes antissimétricas para um meio rigido com
respeito as rotacdes relativas. Reside justamente ai, a razdo da sua indeterminac&o.
Portanto, na solugcdo de Mindlin (equacdo (4.4)) ndo é violada nenhuma restricdo
termodinamica da teoria das tensdes momento. O equivoco de Kaloni & Ariman (1967)
foi tentar aplicar uma restricdo termodindmica valida para a teoria micropolar, a uma
solucdo obtida com base em outra teoria (a das Tensdes Momento), para a qual as

restricOes sobre os valores dos parametros sdo, naturalmente, diferentes.

4.3 BIOT ACOPLADA A COSSERAT

Comparando as relagdes tensdes-deformaces do continuo classico com as teorias

apresentadas por Cosserat e Biot conclui-se que: (a) conforme visto no Capitulo 2, as
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relacbes tensbes-deformacBes para o continuo de Cosserat sdo essencialmente as
mesmas no caso dos termos para as tensdes normais, mas, para as tensoes cisalhantes, as
relacBes sdo diferentes, incluindo as microrrotagcdes que, por sua vez, sdo diferentes das
macrorrotacdes do continuo classico; (b) no Capitulo 3 foi visto que as relagdes tensdes-
deformagdes na teoria da poroelasticidade sdo as mesmas no caso dos termos para as
tensdes cisalhantes, mas, para as tensdes normais as relagdes séo diferentes, incluindo a
poropressdo. Tendo em vista que a teoria de Cosserat modifica apenas as tensdes
cisalhantes e a teoria proposta por Biot modifica apenas as tensdes normais, sera
proposto a seguir um acoplamento entre as duas, considerando assim, a rotacdo das

particulas e a poropresséo de fluido na matriz rochosa.

As equacOes que caracterizam o comportamento elastico linear isotropico de um meio

de Cosserat 2D sdo:

o = /Lskk&j + ZGSU + ZGCY[L]] (48)3.

msg; =m; = BCKL' (48)b

Ja as equacgOes que caracterizam o comportamento linear poroeléstico séo:

o = Agkk6ij + ZGSij —ap (49)3.
_ & (4.9)b
0 =2 (@) + 5P

O acoplamento proposto ¢ uma simples superposicdo dos efeitos causados tanto nas
tensdes cisalhantes pela introdugdo das rotacGes, quanto nas tensOes normais pela

introducdo da poropresséo.

Definiremos a seguir as novas equagdes que caracterizardo o comportamento elastico

linear de um meio de Cosserat poroelastico:
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0ij = Aggbij + 2Ge; + 2Geypj) — ap (4.10)a

m3i = mi = BCKi (410)b
0 = — (o) + — 4.10
= 3K Okk KBp (4.10)c

4.3.1 PROBLEMA BIDIMENSIONAL

Vérios problemas da engenharia podem ser representados por uma secdo transversal
(2D), perpendicular a maior das suas dimensdes. O estado plano de deformacédo é
caracterizado quando uma das direcbes é infinitamente maior que as outras duas
direcdes. Pode-se citar como exemplos de casos de estado de deformacdo plana: taneis,
barragens, pogos etc. Estabeleceremos, a partir deste momento, uma solugdo analitica
para as concentracdes de tensGes num problema bidimensional sob os efeitos da

poroelasticidade acoplada a rotacdo das particulas de um meio de Cosserat.
Equacdes de equilibrio

Na Figura 4.1 estédo representadas as componentes de tensdes (o;;) e tensdes-momentos

(m;) atuando sobre as faces de um elemento pequeno de comprimento (&,,), largura

(6,2) € espessura unitaria.
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Figura 4.1 - Componentes de tensdes e tensdes-momento.

A condicéo de equilibrio de momentos é dada como:

omy M2 | g = 0 (4.11)
axl axz 12 21 "

Considerando o equilibrio de forcas, temos:

doy; | 00y1 0 do1; 00y,
ox, 0x, ox, 0x,

0 (4.12)

As componentes de deformacgdes podem ser escritas em funcdo das componentes de

deslocamentos e rotagdes da seguinte forma:

ou ov c dws

511=6—x1 V12=a—x1—w3 K“:a_xl
(4.13)

ov ou c dws

Szzza_xz V21:E+w3 K11 = 9%,
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Deformac0es produzidas por tensdes e tensdes-momento

Num estado plano de deformacéo (plano x;x,), tem-se 33 = 0. Podemos escrever as
deformacfes normais &;; € &, relacionando-as com as componentes das tensdes

normais e com a poropressao, COmo:

1+v
€11 =~ [011 — V(011 + 022) + (1 — 2v)pa] (4.14)a
1+v 4.14)b
€2 = “E [022 — V(011 + 022) + (1 — 2v)pa] ( )

Nota-se que as equacles (4.14)a e (4.14)b sdo idénticas as equacdes encontradas por
Wang (2000, secdo 7.1). Por outro lado, podemos escrever as deformacdes transversais
Y12 € Vo1 relacionando-as com os moédulos de cisalhamento (G) e de cisalhamento

rotacional (G.). Tais deformagdes podem ser escritas como:

012 + 031 012 — 031

Yi2 = =~ + 4G, (4.15)a
012 T 021 012 — 031 (4.15)b
V21 = -
4G 4G,

As equacdes (4.15)a e (4.15)b sao idénticas as propostas por Pal’mov (1964). E possivel
verificar nas equagdes acima o surgimento do termo que envolve o modulo rotacional
(G,) que ndo aparece nas deformacgdes do continuo cldssico, bem como, podemos
identificar nas tensdes cisalhantes as partes simétricas e antissimeticas, tal como

definido no capitulo 2.

Equacdes de compatibilidade

As equacOes de compatibilidade, para um caso particular de deformagéo plana, podem
ser conseguidas com um pouco de exercicio algébrico utilizando as componentes de

deformagdes supramencionadas nas equacgoes (4.13):
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0Y21 . 0&11 _
dx; 0Ox,

dgy;  0Y12 . 0Ky OKyp
- — Ky = - =

0 (4.16)

dx;  0x, Ox;  0Ox,

Conforme visto no capitulo 2 (secdo 2.4.4) as tensGes-momento relacionam-se com as

curvaturas (x;) por meio do modulo de flexao (B,.) da seguinte forma:

msg; =m; = BCKL' (417)

Dessa maneira, podemos substituir as expressoes 4.14, 4.15 e 4.17 nas equacgOes de

compatibilidade (4.16). Obtemos as seguintes expressoes:

a 0'12 + 0'21 012 - 0'21 6 1 + 4 m]_ _
6_961[ 2 4G, | o, | E [o11 —v(oy1 + 022) + (1 — ZV)P‘Z]] B - 0 (4.18)
6 1 + v 6 0’12 + 0'21 0'12 - 0’21 mz _
a_x1|iT [0'22 - V(Ull + 0'22) + (1 - Zv)pa']] - a_xz 4G 4GC - B_C - 0 (419)
a (m, a /my
9 (M2 _ 2 (M) _, 4.20
0x, (BC> 0x, (BC> (4.20)

Funcdes de tenséo

Uma funcdo de tensdo é uma funcdo em que a tensdo pode ser derivada em qualquer
ponto de x; e x,, € que satisfazem automaticamente as condi¢bes de equilibrio. As
equacOes (4.12) e (4.20) sdo condigdes necessarias e suficientes para a existéncia de
funcbes ¢4, @, € w. Assim como Mindlin (1963) ¢ Pal’mov (1964) reescreveremos as

tensdes e as tensdes-momento em funcdo de ¢4, ¢, € w:

d¢, ¢, ¢, P
_ _ 9% =1 A 4.21
0-11 axz ) 0-22 axl 4 0-21 axl ) 0-12 axz ( )
Jw Jw
m; = a—xl, m, = a_.X'Z (422)
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Adicionalmente, consideraremos uma condi¢do ndo-drenada, ou seja, ndo ocorre
movimento de entrada ou saida de fluido no volume de referéncia (equagdo (3.9)).

Segundo Wang (2000, secdo 7.1) para esta situacao temos a seguinte relacéo:

—30dp
0(011 +022) = B(1+vy) (4.23)
u

Onde v,, € o coeficiente de Poisson na condicdo ndo-drenada.
Podemos reescrever a equacao (4.23) da seguinte forma (Wang, 2000, se¢édo 3.2):
(vy —Vv)0(011 + 053) = —a(l — 2v)dp (4.24)

Se as equacg0es (4.21) e (4.22) forem inseridas na equacéo (4.11), teremos:

TN NN TR s
axl axl <p1 <p2 - ( )

A equacdo (4.25) é necessaria e suficiente para a existéncia de uma funcédo ¢ tal que:

Jw do Jw dp
—_— = — — -y, = = 4.26
T ¢ dx, ¢ dx, 2 0x, (4.26)

Conforme visto acima, podemos escrever as equacoes (4.21) em funcdo de ¢ e w:

_ 0% 0w
o1 = 0x,%2  0x,0x,
_ 0% N 02w
022 = 0x,%2  0x,0x,
(4.27)
0% 0w
%12 = 0x,0x, 0x,2
0% N 0w
021 = 0x,0x, 0x,?
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Dessa maneira, todas as componentes das tensdes e das tensGes-momento estdo
expressas em termos de duas funcbes tensbes ¢ e w. Nota-se que se a funcdo w for
igual a zero, ndo existirdo as funcdes tensbes-momento e as equagdes (4.27) se tornardo

as usuais expressoes das funcdes de tensdo de Airy (Timoshenko, 1951).

Encontrando uma solugdo para o problema bidimensional

Derivando as fun¢des (4.27), considerando-se a igualdade (4.24) e, dai substituindo nas

equacOes (4.18) e (4.19) para determinar as fungdes ¢ e w, temos que:

i(a)—lzvza)) =-2(1-v )hzivzgo (4.28)
0x4 W ox, '
i(a)—leZa)) =2(1-v )hzivzq) (4.29)
0x, W 0xy '
onde:
b2 B 5 _ BG+G)  3v+aB(1-2v)
T 46 -7 466, Ve = 3 4B (1 - 2v)

5 02 02
Vo= 5+ —
dx.° Ox,

— B, é 0o modulo de flexao;

— h e [l sdo variaveis de dimensdo de comprimento tais como as definidas por
Pal’mov (chamados “comprimentos caracteristicos™);

— v é 0 coeficiente de Poisson;

— v, € o coeficiente de Poisson ndo-drenado;

— B é o0 Coeficiente de Skempton;

— «a é coeficiente de Biot-Willis.

Toda a demonstracdo algébrica das equacdes (4.28) e (4.29) encontra-se no Apéndice B.
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Se diferenciarmos a equacdo (4.28) em relacdo a x, e a equacao (4.29) em relacéo a x;

e subtrairmos uma da outra obteremos uma equagdo bi-harmonica para a fungdo de

tenséo ¢
Vip =0 (4.30)
onde
V= V2(V2) = <aij -+ alef;z + a(j: 4> (4.30)
e de maneira similar, obteremos uma equacéo para w
Vi(w —1?VZ2w) =0 (4.31)

Nota-se que embora tenham sido obtidas equacbes separadas que satisfacam as
funcbes ¢ e w, as suas solugcdes ndo sdo arbitrarias. Contudo, quaisquer outras solucdes

que forem encontradas devem satisfazer as equacdes (4.28) e (4.29).

4.3.2 CONCENTRACAO DE TENSAO MAXIMA EM UM FURO
CIRCULAR (2D)

Ap0s encontrarmos as solucgdes para um problema bidimensional, examinaremos agora
a concentracdo de tensdo maxima no entorno de um furo (abertura) circular, tanto para

um campo de tensdo uniaxial quanto para um campo de tensao biaxial.

Tensdes em coordenadas polares

Para resolvermos o problema proposto € conveniente transformar as coordenadas
retangulares em coordenadas polares cilindricas. A Figura 4.2 mostra as componentes

de tensdes e tensdes-momento em tal sistema de coordenadas.
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Oig

Figura 4.3 - Equilibrio das componentes polares e retangulares de tensdes e tensGes-momento
(Mindlin, 1963).

Considerando o equilibrio dos elementos triangulares, extraidos da Figura 4.2 e
mostrados na Figura 4.3, e apos algumas transformacGes, encontramos as seguintes

relagdes (ver Mindlin, 1963):
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_1dp 10% 10°0w 10w

~ror '72962 7m0 1120
0% 10%°0w 10w
% = 9r2 " roro6  rzoe
10%p 109 10w 10d%w
0T T75ra6 1206 ror 2067 4.32)
1 9% 10 0%w
T9r=‘;ara%+ﬁ%+m

Or

_dw
mr—W
10w
M0 =790

Assim, as equacodes (4.28) e (4.29) transformadas em coordenadas polares se tornam:

d 10

_1202,)) — _ _ 2___ g2 4.33
ar(a) 1?V2w) 2(1—v,)h rGBV(p (4.33)
10 d
——(w — I2V?%p) = — 2__y2 4,34
r(')H(w 1’V2w)=2(1—-v,) h arVgo (4.34)

onde

9% 190 19°

2 Bl
or?  ror + 2002

Campo de tensdo uniaxial e biaxial

Considere um furo (abertura) circular de raio igual a inserido num campo de tenséo
uniaxial (P) e também num campo de tensdo biaxial (P e S), alinhados com o0s eixos de

referéncia cartesianos x, e x,, conforme a Figura 4.4.
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S
M—— — o tnte
<—| X, —> (—| X, 1 | —>

< — «— = N
&: /\e\ e <—| 2 \;\ ::
P —>

= (/ AR = E =4
-1 N7 I— PR— ~— ::
I |—> «— | |—
:1_________': g F P A T L —>
bbbk bbd
S
(a) (b)

Figura 4.4 - Furo circular num campo de tensdo uniaxial (a) e biaxial (b) (Modificada de Mindlin,
1963).

Apos alguns calculos e substituicdes algébricas (Apéndice C), o valor da tensdo
tangencial maxima (gg) na parede de um furo circular inserido num campo de tensdo

simples é:

3+ Fge s (4.35)a
Ue(max) = 14+ FBC’ para 0 = iz
onde P € a tensdo uniaxial do campo e
h2
F 8(1 - Vu) l—z
B ™ (4.35)b

a

[4 a? ZaKo(T)
72 T AL
k@

Verifica-se que a equacao (4.35) se assemelha as equacdes (4.1) e (4.2) encontradas por
Pal’'mov (1964). A diferenca se da especificamente entre as equactes (4.2) e (4.35)b,
ficando por conta do termo (1 —v,,) que aparece no numerador de Fg.. Note-se que
esse termo é justamente consequéncia do acoplamento da teoria de Biot a formulacao de
Cosserat. Uma vez que, desconsiderando o efeito da poroeslaticidade, ocorre um
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desacoplamento e o problema passa a considerar apenas os efeitos da teoria de Cosserat,

como obtido por Pal'mov (1964).

Realizando calculos analogos aos feitos para o campo de tensdo in situ uniaxial,
encontramos, para o campo de tensdo biaxial mostrado na Figura 4.4 (b), o seguinte

valor da tensdo tangencial maxima (o) na parede do furo circular:

3P — S+ (P + S)Fs¢ paraf =+Z (seP>S)  (4.36)a
09(max) = 1+ Fye 2

3S—P+ (P+ S)Fp¢ ,para =0, 7 (seP<YS)
09(max) = 1+ Fye P (4.37)b
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CAPITULO D

5 RESULTADOS - CONCENTRACAO DE TENSAO

5.1 INTRODUCAO

No presente capitulo apresentaremos os resultados das concentragdes de tensdes numa
abertura circular (caso bidimensional) segundo a formulacdo apresentada no capitulo 4,

que considera o acoplamento da teoria de Biot com a teoria de Cosserat.

De maneira a facilitar a compreensdo dos resultados, primeiro apresentaremos a
concentracdo de tensdo tangencial maxima para um campo de tensdo uniaxial e,
posteriormente, apresentaremos o0s Vvalores de concentracdo de tensdo tangencial
méaxima num campo de tensdo biaxial. Note que a escolha de apresentar o valor da
concentracdo de tensdo tangencial méaxima deve-se a sua relevancia no problema

proposto.

Para cada resultado apresentado, far-se-a uma comparacdo com 0s resultados
apresentados por Pal’mov (1964) e Mindlin (1963), de maneira a mostrar os efeitos da
poroelasticidade num continuo generalizado de Cosserat.

5.2 TENSAO TANGENCIAL MAXIMA — CAMPO DE TENSAO
UNIAXIAL

Conforme vimos no capitulo 4, o valor da tensdo tangencial méxima para um campo de

tensdo uniaxial é:

1+ Fge’

(5.1)

0g(max) = para 6 = *

NS
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onde P € a tensdo uniaxial do campo;

e
2
8(1 —vu)}ll—2
Fgc = 7l
a? ZaKO(T)
At EtT @
Ki(p
Sendo
2 = e 2~ BeG+6o) L, _3v+aB(-2v)
4G YT 3 —aB(1-2v)
02 02
re(Z )
0x1” 0x,

Os parametros que apareceram acima séo:

— B, € o m6dulo de flexao;

— h e [ sdo variaveis de dimensdo de comprimento tais como as definidas por

Pal’mov (“‘chamados comprimentos caracteristicos”);

— v é o coeficiente de Poisson;

— v, € o coeficiente de Poisson ndo-drenado;

— B é 0 Coeficiente de Skempton;

— «a é coeficiente de Biot-Willis.

— a € o raio do furo circular (poco ou abertura subterranea);

— G e G, sdo os modulos de cisalhamento e de cisalhamento rotacional,

respectivamente;

— K, e K; séo funcgdes de Bessel de segundo classe de ordem zero e ordem um,

respectivamente.
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Caso 1

Neste primeiro caso, consideraremos uma abertura circular num arenito com as

caracteristicas (Apéndice A) apresentadas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Algumas propriedades do arenito Berea (Wang, 2000).

Rocha

Vu

v

a

B

Arenito Berea

0.33

0.20

0.79

0.62

Substituindo-se as caracteristicas do arenito Berea na equacédo (5.1) temos os resultados

da Figura 5.1 para o fator de concentracdo de tensdo tangencial maxima (8) numa

abertura circular (6 = +2).
2

Biot & Cosserat - Campo de tensido uniaxial

-h/1=0.0
-h1=0.1
—hl1=02
—hl1=03
hl1=04
——h1=03
h1=0.6
h1=0.7
—h/1=038
-h1=029
——hl1=10

Figura 5.1 - Biot acoplada a Cosserat. Resultados do fator de concentracdo de tensdo tangencial
maxima (6) numa abertura circular inserida num campo de tensdo uniaxial num arenito: relacio
entre o tamanho da abertura e 0 comprimento caracteristico do material.
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Realizando uma analise dos resultados acima se verifica que:

1)

2)

3)

Quando a razdo h/l € igual a zero (0), o fator de concentracdo de tensdo (d) é
igual a 3.0. Esse resultado significa retornarmos a teoria classica, obtendo-se o

seu fator de concentracdo (Jaeger & Cook, 1979). Note-se que, para que h/l —

0, é necessario que G, tenda a zero e, equivalentemente, | — o. Como discutido
no capitulo 2 (item 2.4.5), um G; — 0 equivale a existéncia de uma
microestrutura sem efeitos sobre a macroestrutura. Na presenca de
microestruturas com dimensdes consideraveis (I — o), isso seria fisicamente

improvavel;

A medida que a relagio h/1 se aproxima do valor 1.0 o fator de concentragio
de tensdo (0) tende ao seu valor minimo possivel. Conforme visto no capitulo 4
(secdo 4.2), podemos escrever a relacdo dos “comprimentos caracteristicos”,

h/l, como sendo:

Ge
G +G,

h/l =

Assim, para a relacdo h/l assumir o valor um (1.0) é necessario que G, — oo.
Nesse caso verifica-se que a formulagcdo aqui proposta retorna a teoria das
tensdes-momento (Mindlin & Tiersten (1962); Mindlin (1963)), quando
h/l =1.0;

No eixo x temos a razdo a/I, ou seja, uma relagdo entre o tamanho da abertura
circular e o “comprimento caracteristico (1)”” do material. Note-se que a medida
que a razdo cresce, o efeito sobre o fator de concentragéo de tenséo (6) diminui;
ou seja, a medida que o tamanho do “comprimento caracteristico” se torna
irrelevante em relacdo ao tamanho da abertura circular, o efeito da
microestrutura tende a desaparecer e o fator de concentracdo de tenséo tende ao

valor da teoria classica (= 3.0; Jaeger & Cook, 1979). De maneira inversa,
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quando a/l tende a zero (I — ), os efeitos da microestrutura sobre & sdo 0s

mais apreciaveis.

Ja a Figura 5.2 mostra os resultados para 0 mesmo caso 1, quando consideramos apenas

a formulacdo da Teoria de Cosserat, desconsiderando o efeito da poroelasticidade. E

possivel verificar que o fator da concentracdo de tensdo, nas mesmas condicGes de a/l e

h/l, diminuiu quando consideramos apenas os efeitos microestruturais. Esse fato nos

remete a uma interpretacdo de que a presenca de fluidos tenderia a diminuir os efeitos

microrrotacionais.

Cosserat - Campo de tensido uniaxial.

h1=100
-h1=10.1
——hi1=02
—hi1=103
h1=04
—h1=103
h1=06

—  h1=08
h1=09
——hi=10

Figura 5.2 - Teoria de Cosserat. Resultados do fator de concentracgio (8) de tensdo tangencial
maxima numa abertura circular inserida num campo de tensdo uniaxial num arenito: relacdo entre

o tamanho da abertura e o comprimento caracteristico do material.

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 5.1 e 5.2 podemos realizar uma

comparacdo entre os valores dos fatores de concentracdo de tensdo para as diferentes
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abordagens aplicadas ao caso 1. Verifica-se facilmente que, por exemplo, para a razéo
h/l = 1.0 (linha vermelha), o valor minimo do fator de concentracdo na Figura 5.1 é
aproximadamente 1.90, enquanto que na Figura 5.2 é de aproximadamente 1.80,
demonstrando que quando se considera o acoplamento da teoria de Cosserat com a
poroelasticidade, esse fator tende a ser maior que no caso em que se considera apenas

Cosserat.

A Tabela 5.2 mostra de maneira completa, e quantitativamente, a comparacdo dos
fatores de concentracdes de tensdes entre o acoplamento Biot & Cosserat e somente
Cosserat. Ja na Tabela 5.3, agora em termos de porcentagem, pode-se visualizar o
“ganho” na redugdo do fator de concentracdo de tensdo (d) para o problema proposto

(observacéo: considerou-se a teoria classica como referéncia (valor de 3,0 = 100%)).

Os resultados na Tabela 5.3 demonstram que pode ocorrer uma reducdo do fator de
concentracdo de até 27,7% em relacdo a teoria classica quando consideramos o
acoplamento Biot & Cosserat e uma reducdo do fator de concentracdo de até 30,3%

qguando consideramos apenas Cosserat.
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Tabela 5.2 - Resultados para a reducdo no fator de concentracédo de tensio (8) tangencial maxima num arenito Berea inserido num campo de tensio
uniaxial.

Arenito Berea — Campo de tensdo uniaxial
Biot & Cosserat Cosserat
Relacado Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l =1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 | a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5
h/1= 0.0 3,00 3,00 3,00 3,00 3,00 3.00 3,00 3,00 3,00 3,00
h/1=10.1 2,98 2,99 2,99 2,99 2,99 2,98 2,99 2,99 2,99 3,00
h/1=10.2 2,94 2,96 2,98 2,98 2,99 2,93 2,95 2,97 2,97 2,98
h/1=0.3 2,89 2,93 2,95 2,97 2,97 2,85 2,91 2,94 2,95 2,96
h/1=0.4 2,80 2,87 2,91 2,94 2,95 2,76 2,85 2,89 2,92 2,94
h/1=0.5 2,70 2,80 2,87 2,90 2,93 2,65 2,77 2,84 2,89 2,92
h/1 = 0.6 2,60 2,73 2,82 2,87 2,90 2,53 2,69 2,79 2,85 2,88
h/1=10.7 2,49 2,66 2,76 2,83 2,87 2,42 2,60 2,72 2,80 2,85
h/1=0.8 2,38 2,57 2,70 2,78 2,84 2,30 2,51 2,65 2,75 2,81
h/1=0.9 2,28 2,49 2,64 2,73 2,80 2,19 2,42 2,58 2,69 2,76
h/1=1.0 2,17 2,41 2,57 2,66 2,76 2,09 2,33 2,51 2,63 2,72
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Tabela 5.3 - Resultados em termos de porcentagem para a reducdo no fator de concentraciio de tensio (8) tangencial maxima num arenito Berea inserido
num campo de tensao uniaxial.

Arenito Berea — Campo de tensdo uniaxial

Biot & Cosserat Cosserat
Relacéo Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l =1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 | a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5

h/l=0.0 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

h/l=0.1 ]| 99,3% 99,7% 99,7% 99,7% 99,7% 99,3% 99,7% 99,7% 99,7% | 100,0%
h/l=0.2 | 98,0% 98,7% 99,3% 99,3% 99,7% 97,7% 98,3% 99,0% 99,0% 99,3%

h/l =03 | 96,3% 97,7% 98,3% 99,0% 99,0% 95,0% 97,0% 98,0% 98,3% 98,7%

h/l=04 | 93,3% 95,7% 97,0% 98,0% 98,3% 92,0% 95,0% 96,3% 97,3% 98,0%

h/l=0.5 | 90,0% 93,3% 95,7% 96,7% 97, 7% 88,3% 92,3% 94,7% 96,3% 97,3%

h/l=0.6 | 86,7% 91,0% 94,0% 95,7% 96,7% 84,3% 89,7% 93,0% 95,0% 96,0%
h/l=0.7 | 83,0% 88,7% 92,0% 94,3% 95,7% 80,7% 86,7% 90,7% 93,3% 95,0%

h/l=08 | 79,3% 85,7% 90,0% 92,7% 94,7% 76,7% 83,7% 88,3% 91,7% 93,7%
h/l=09 | 76,0% 83,0% 88,0% 91,0% 93,3% 73,0% 80,7% 86,0% 89,7% 92,0%

h/l=1.0 | 72,3% 80,3% 85,7% 88,7% 92,0% 69,7% 77, 7% 83,7% 87, 7% 90,7%
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Caso 2

No segundo caso, consideraremos uma abertura circular num granito com as seguintes

caracteristicas (Apéndice A) apresentadas na Tabela 5.4.

Tabela 5.4 - Algumas propriedades do granito Charcoal (Wang, 2000).

Rocha Vy v o

Granito Charcoal 0.30 0.27 0.27

0.55

Substituindo-se as caracteristicas do granito Charcoal na equacdo (5.1) temos o0s

resultados da Figura 5.3 para o fator de concentragdo (9) de tensdo tangencial maxima

numa abertura circular (6 = + g).

Biot & Cosserat - Campo de tensiao uniaxial

-h1=0.0
-h1=0.1
——hl1=02
—hl1=03
hl1=04
——h1=05
h1=0.6
h1=0.7
—h/1=038
h1=029
——hl1=10

Figura 5.3 - Biot acoplada a Cosserat. Resultados do fator de concentracio (3) de tensio tangencial
maxima numa abertura circular inserida num campo de tensdo uniaxial num granito: relacédo entre

o tamanho da abertura e o comprimento caracteristico do material.
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Cosserat - Campo de tensao uniaxial.

h1=00
-h1=10.1
——hi1=02
——hi1=103
h1=04
—h1=03
h1=06
h1=0.7
——h1=038
—hl1=09
——hil=10

Figura 5.4 - Teoria de Cosserat. Resultados do fator de concentragio (8) de tensdio tangencial
maxima numa abertura circular inserida num campo de tensdo uniaxial num granito: relacdo entre
0 tamanho da abertura e o comprimento caracteristico do material.

A Tabela 5.5 mostra de maneira completa, e quantitativamente, a comparacdo dos
fatores de concentraces de tensdes entre o acoplamento Biot & Cosserat e somente
Cosserat. Ja na Tabela 5.6, agora em termos de porcentagem, pode-se visualizar o
“ganho” na reducao do fator de concentragdo de tensdo (d) para o problema proposto

(observacdo: considerou-se a teoria classica como referéncia (valor de 3,0 = 100%)).

Os resultados na Tabela 5.6 demonstram que pode ocorrer uma reducdo do fator de
concentracdo de até 28,3% em relacdo a teoria classica quando consideramos o
acoplamento Biot & Cosserat e uma reducdo do fator de concentracdo de até 29%

guando consideramos apenas Cosserat.
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Tabela 5.5 - Resultados para a redu¢io no fator de concentraciio de tensido () tangencial maxima num granito Charcoal inserido num campo de tensio
uniaxial.

Granito Charcoal — Campo de tenséo uniaxial
Biot & Cosserat Cosserat
Relacado Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l =1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 | a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5
h/l=0.0 3,00 3,00 3,00 3,00 3,00 3.00 3,00 3,00 3,00 3,00
h/l=0.1 2,97 2,97 2,98 2,99 2,99 2,98 2,98 2,99 2,99 2,99
h/l=0.2 2,94 2,96 2,97 2,97 2,98 2,93 2,96 2,97 2,98 2,98
h/l=0.3 2,87 2,92 2,95 2,97 2,97 2,87 2,91 2,94 2,96 2,97
h/l=0.4 2,78 2,86 291 2,93 2,95 2,78 2,86 2,90 2,93 2,95
h/l=0.5 2,69 2,80 2,86 2,90 2,93 2,68 2,79 2,86 2,90 2,92
h/l=0.6 2,58 2,72 2,81 2,87 2,90 2,57 2,71 2,80 2,86 2,89
h/l=0.7 2,47 2,64 2,75 2,82 2,87 2,45 2,63 2,74 2,81 2,86
h/l=10.8 2,36 2,56 2,69 2,77 2,83 2,34 2,54 2,68 2,77 2,82
h/l=10.9 2,26 2,48 2,63 2,73 2,79 2,24 2,46 2,61 2,71 2,78
h/l=1.0 2,15 2,39 2,56 2,67 2,75 2,13 2,37 2,54 2,66 2,74
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Tabela 5.6 - Resultados em termos de porcentagem para a reducio no fator de concentracio de tensio (6) tangencial maxima num granito Charcoal
inserido num campo de tenséo uniaxial.

Granito Charcoal — Campo de tenséo uniaxial

Biot & Cosserat Cosserat
Relacéo Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l =1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 | a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5

h/l=0.0 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

h/l=0.1 ]| 99,3% 99,3% 99,7% 99,7% 99,7% 99,3% 99,3% 99,7% 99,7% 99,7%
h/l=0.2 | 98,0% 98,7% 99,0% 99,0% 99,3% 97,7% 98,7% 99,0% 99,3% 99,3%

h/l=03 | 957% 97,3% 98,3% 99,0% 99,0% 95,7% 97,0% 98,0% 98,7% 99,0%

h/l=04 | 92,7% 95,3% 97,0% 97, 7% 98,3% 92,7% 95,3% 96,7% 97, 7% 98,3%

h/l=0.5 | 89,7% 93,3% 95,3% 96,7% 97, 7% 89,3% 93,0% 95,3% 96,7% 97,3%

h/l=0.6 | 86,0% 90,7% 93,7% 95,7% 96,7% 85,7% 90,3% 93,3% 95,3% 96,3%

h/l=0.7 | 82,3% 88,0% 91,7% 94,0% 95,7% 81,7% 87,7% 91,3% 93,7% 95,3%

h/l=08 | 78,7% 85,3% 89,7% 92,3% 94,3% 78,0% 84,7% 89,3% 92,3% 94,0%
h/l=09 | 753% 82,7% 87,7% 91,0% 93,0% 74,7% 82,0% 87,0% 90,3% 92,7%

h/l=1.0 | 71,7% 79,7% 85,3% 89,0% 91,7% 71,0% 79,0% 84,7% 88,7% 91,3%
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5.3 TENSAO TANGENCIAL MAXIMA - CAMPO DE TENSAO
BIAXIAL

Agora consideraremos a abertura circular inserida num campo de tensdo biaxial.
Conforme foi visto no capitulo 4, o valor da tensdo tangencial méxima inserida num

campo de tensdo biaxial é:

3P — S+ (P + S)Fp¢
1+ Fye

(5.2)

0g(max) = ) paraf = +

N

onde P e S (com P > S) séo as tensdes atuantes no campo (Figura 4.4 b).

Consideraremos que o estado de tensdo biaxial seja o de cisalhamento puro, ou seja,

comP =-28.
Caso 3

No caso 3 consideraremos uma abertura circular no arenito Berea, porém, agora inserida

num campo de tensdo biaxial de cisalhamento puro.

De maneira semelhante ao feito para os casos 1 e 2, plotaremos para 0s casos 3 e 4 tanto
a situacdo considerando-se o acoplamento Biot & Cosserat, quanto somente Cosserat,

para comparacdo dos resultados e posterior anélise.

Substituindo-se as caracteristicas do arenito Berea na equacéo (5.2) temos, para o fator

de concentragdo (8) de tensdo tangencial maxima numa abertura circular (6 = + g) 0s

resultados mostrados nas Figuras 5.5 e 5.6.
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Biot & Cosserat - Campo de tensao biaxial

425 - —f—t—

| [—h1=03

| [—h1=05

{ [—hA=1.0

——h1=00
——h1=0.1
——h1=02

h1=04

h1=06
h1=07

—hA=09

Figura 5.5 - Biot acoplada a Cosserat. Resultados do fator de concentracio (6) de tensdo tangencial
maxima numa abertura circular inserida num campo de tenséo biaxial num arenito: relagao entre

0 tamanho da abertura e o comprimento caracteristico do material.
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Cosserat - Campo de tensao biaxial

4 — kel EVUCH U TR o " !

-h1=00
-h1=10.1
——hi1=02
——hl1=03
h1=04
—hi1=05
h1=06
h1=07
—h1=038
-h1=0%
——ht'=1.0

Figura 5.6 - Teoria de Cosserat. Resultados do fator de concentrac¢io () de tensdo tangencial
maxima numa abertura circular inserida num campo de tensdo biaxial num arenito: relagdo entre
0 tamanho da abertura e o comprimento caracteristico do material.

A Tabela 5.7 mostra de maneira completa, e quantitativamente, a comparacdo dos
fatores de concentracdes de tensBes entre o acoplamento Biot & Cosserat e somente
Cosserat. Ja na Tabela 5.8, agora em termos de porcentagem, pode-se visualizar o
“ganho” na redugdo do fator de concentracdo de tensdo (d) para o problema proposto

(observacdo: considerou-se a teoria classica como referéncia (valor de 4,0 = 100%)).

Os resultados na Tabela 5.8 demonstram que pode ocorrer uma reducdo do fator de
concentracdo de até 41,2% em relacdo & teoria classica quando consideramos o
acoplamento Biot & Cosserat e uma reducdo do fator de concentragdo de até 45,5%

quando consideramos apenas Cosserat.
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Tabela 5.7 - Resultados para a reducio no fator de concentraciio de tensio (8) tangencial maxima num arenito Berea inserido num campo de tensdo
biaxial.

Arenito Berea — Campo de tenséo biaxial
Biot & Cosserat Cosserat
Relacado Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l =1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 | a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5
h/l=0.0 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00
h/l=0.1 3,96 3,97 3,98 3,98 3,99 3,96 3,97 3,98 3,98 3,98
h/l=0.2 3,88 3,93 3,95 3,96 3,97 3,86 3,91 3,94 3,96 3,97
h/l=0.3 3,76 3,85 3,90 3,92 3,94 3,71 3,82 3,88 3,91 3,93
h/l=0.4 3,59 3,74 3,82 3,87 3,91 3,52 3,70 3,8 3,86 3,89
h/l=0.5 3,40 3,61 3,74 3,81 3,86 3,31 3,55 3,70 3,78 3,84
h/l=0.6 3,20 3,47 3,64 3,74 3,81 3,07 3,38 3,58 3,70 3,77
h/l=0.7 2,99 3,32 3,53 3,66 3,75 2,84 3,21 3,45 3,60 3,7
h/l=0.8 2,76 3,15 3,4 3,57 3,68 2,61 3,02 3,31 3,50 3,62
h/l=0.9 2,55 2,98 3,27 3,47 3,60 2,39 2,84 3,17 3,38 3,53
h/l=1.0 2,35 2,82 3,15 3,37 3,52 2,18 2,66 3,02 3,27 3,44
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Tabela 5.8 - Resultados em termos de porcentagem para a redugio no fator de concentraciio de tensio (8) tangencial maxima num arenito Berea inserido
num campo de tensao biaxial.

Arenito Berea — Campo de tenséo biaxial

Biot & Cosserat Cosserat
Relacéo Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l =1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 | a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5

h/l=0.0 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

h/l=0.1 | 99,0% 99,3% 99,5% 99,5% 99,8% 99,0% 99,3% 99,5% 99,5% 99,5%
h/l=02 | 97,0% 98,3% 98,8% 99,0% 99,3% 96,5% 97,8% 98,5% 99,0% 99,3%
h/l =03 | 94,0% 96,3% 97,5% 98,0% 98,5% 92,8% 95,5% 97,0% 97,8% 98,3%

h/l=04 | 89,8% 93,5% 95,5% 96,8% 97,8% 88,0% 92,5% 95,0% 96,5% 97,3%

h/l=0.5 | 850% 90,3% 93,5% 95,3% 96,5% 82,8% 88,8% 92,5% 94,5% 96,0%

h/l=0.6 | 80,0% 86,8% 91,0% 93,5% 95,3% 76,8% 84,5% 89,5% 92,5% 94,3%

h/l=0.7 | 74,8% 83,0% 88,3% 91,5% 93,8% 71,0% 80,3% 86,3% 90,0% 92,5%

h/l=0.8 | 69,0% 78,8% 85,0% 89,3% 92,0% 65,3% 75,5% 82,8% 87,5% 90,5%

h/l=09 | 63,8% 74,5% 81,8% 86,8% 90,0% 59,8% 71,0% 79,3% 84,5% 88,3%

h/l=1.0 | 58,8% 70,5% 78,8% 84,3% 88,0% 54,5% 66,5% 75,5% 81,8% 86,0%
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Caso 4

No caso 4 consideraremos uma abertura circular no granito Charcoal, porém, agora

inserida num campo de tensdo de cisalhamento puro.

Substituindo-se as caracteristicas do granito Charcoal na equacéo (5.2), para o fator de
concentragdo (8) de tensdo tangencial maxima numa abertura circular (6 = ig), 0S

resultados mostrados nas Figuras 5.7 e 5.8.

Biot & Cosserat - Campo de tensao biaxial

—h/1=0.0
h1=0.1
—h1=02
—h1=03
hl1=04
||—h1=05
h1=0.6
h1=0.7
——h1=038
——h1=029
——hl1=1.0

Figura 5.7 - Biot acoplada a Cosserat. Resultados do fator de concentracio (6) de tensdo tangencial
maxima numa abertura circular inserida num campo de tensdo biaxial num granito: relagéo entre
0 tamanho da abertura e o comprimento caracteristico do material.
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Cosserat - Campo de tensao biaxial

-h1=00
-h1=10.1
——hi1=02
——hl1=03
h1=04
—hi1=05
h1=06
h1=07
—h1=038
-h1=0%
——ht'=1.0

Figura 5.8 - Teoria de Cosserat. Resultados do fator de concentrac¢io (8) de tensdo tangencial
maxima numa abertura circular inserida num campo de tensdo biaxial num granito: relacéo entre
0 tamanho da abertura e o comprimento caracteristico do material.

A Tabela 5.9 mostra de maneira completa, e quantitativamente, a comparacdo dos
fatores de concentracfes de tensbes entre o0 acoplamento Biot & Cosserat e somente
Cosserat. J& na Tabela 5.10, agora em termos de porcentagem, pode-se visualizar o
“ganho” na redugdo do fator de concentragdo de tensdo (d) para o problema proposto

(observacdo: considerou-se a teoria classica como referéncia (valor de 4,0 = 100%)).

Os resultados na Tabela 5.10 demonstram que pode ocorrer uma reducdo do fator de
concentracdo de até 42,2% em relacdo & teoria classica quando consideramos o
acoplamento Biot & Cosserat e uma redugdo do fator de concentracdo de até 43,2%

quando consideramos apenas Cosserat.
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Tabela 5.9 - Resultados para a reduciio no fator de concentraciio de tensio (6) tangencial maxima num granito Charcoal inserido num campo de tenséo
biaxial.

Granito Charcoal — Campo de tenséo biaxial
Biot & Cosserat Cosserat
Relacado Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l=1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 |} a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5
h/l=0.0 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00 4,00
h/l=0.1 3,96 3,97 3,98 3,98 3,98 3,96 3,97 3,98 3,98 3,99
h/l=0.2 3,88 3,92 3,95 3,96 3,97 3,87 3,92 3,94 3,96 3,97
h/l=0.3 3,74 3,84 3,89 3,92 3,94 3,74 3,83 3,89 3,92 3,84
h/l=0.4 3,58 3,73 3,82 3,87 3,9 3,56 3,72 3,81 3,87 3,9
h/l=0.5 3,38 3,6 3,73 3,81 3,86 3,36 3,59 3,72 3,8 3,85
h/l=0.6 3,16 3,45 3,62 3,73 3,8 3,14 3,43 3,61 3,72 3,79
h/l=0.7 2,96 3,29 3,51 3,64 3,73 2,91 3,26 3,49 3,63 3,72
h/l=0.8 2,74 3,12 3,38 3,5 3,66 2,69 3,09 3,36 3,53 3,65
h/l=0.9 2,51 2,95 3,25 3,46 3,59 2,48 2,92 3,23 3,43 3,57
h/l=1.0 2,31 2,79 3,11 3,35 3,50 2,27 2,74 3,09 3,32 3,48
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Tabela 5.10 - Resultados em termos de porcentagem para a reduciio no fator de concentracio de tensio (8) tangencial maxima num granito Charcoal
inserido num campo de tenséo biaxial.

Granito Charcoal — Campo de tenséo biaxial

Biot & Cosserat Cosserat
Relacéo Concentracio (0) Concentracio (0)
a/l =1 a/l =2 a/l =3 a/l =4 a/l=5 | a/l=1 | a/l=2 | a/l=3 | a/l=4 | a/l=5

h/l=0.0 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

h/l=0.1 | 99,0% 99,3% 99,5% 99,5% 99,5% 99,0% 99,3% 99,5% 99,5% 99,8%
h/l=02 | 97,0% 98,0% 98,8% 99,0% 99,3% 96,8% 98,0% 98,5% 99,0% 99,3%

h/l=03 | 93,5% 96,0% 97,3% 98,0% 98,5% 93,5% 95,8% 97,3% 98,0% 96,0%

h/l=04 | 89,5% 93,3% 95,5% 96,8% 97,5% 89,0% 93,0% 95,3% 96,8% 97,5%

h/l=0.5 | 84,5% 90,0% 93,3% 95,3% 96,5% 84,0% 89,8% 93,0% 95,0% 96,3%

h/l=0.6 | 79,0% 86,3% 90,5% 93,3% 95,0% 78,5% 85,8% 90,3% 93,0% 94,8%

h/l=0.7 | 74,0% 82,3% 87,8% 91,0% 93,3% 72,8% 81,5% 87,3% 90,8% 93,0%

h/l=0.8 | 68,5% 78,0% 84,5% 87,5% 91,5% 67,3% 77,3% 84,0% 88,3% 91,3%
h/l=09 | 62,8% 73,8% 81,3% 86,5% 89,8% 62,0% 73,0% 80,8% 85,8% 89,3%

h/l=1.0 | 57,8% 69,8% 77,8% 83,8% 87,5% 56,8% 68,5% 77,3% 83,0% 87,0%
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5.4 ANALISE DOS RESULTADOS

A partir dos resultados anteriormente apresentados podemos verificar que:

1 Aplicando-se as formulacGes de Biot & Cosserat ou somente de Cosserat, tanto
para um arenito quanto para um granito, verifica-se uma reducdo no fator de
concentracdo de tensdo, em comparacdo com a teoria classica, em todos 0s casos
apresentados (casos 1, 2, 3 e 4). Essa reducdo depende da relagdo entre o
tamanho da abertura circular (a) e o “comprimento caracteristico” (1) e,
também, da relacdo entre os “comprimentos caracteristicos” (h/l) do material.
A reducdo mais significativa no fator de concentracdo ocorre quando
consideramos tanto a relacdo (a/l) proxima a zero (0), quanto a relagdo (h/l)
igual a um (1). Esses resultados ja eram esperados, pois, como foi visto, quanto
menor a relagdo (a/l), maiores e mais significativos sdo os efeitos da
microestrutura do material (pois corresponde a | — o). Por outro lado, quando a
relacdo (a/l) aumenta (I — 0), o efeito da microestrutura tende a desaparecer.
No caso da relacdo (h/l), quanto mais préxima ela estiver do valor um (1),
significa termos um modulo de cisalhamento rotacional (G.) infinitamente
grande, fazendo com que o meio seja rigido e ndo permita nenhuma rotacéo
relativa. Por outro lado, quando a relacdo (h/l) se aproxima do valor zero (0),
embora ndo signifique que as dimensdes da microestrutura sejam irrelevantes no
problema (pois | poderia, inclusive, tender ao infinito nesse caso), a
microestrutura passa a ndo causar nenhum efeito sobre a macroestrutura. 1sso
corresponderia aos casos em que G, = 0. Como discutido no capitulo 2 (item

2.4.5), essa situacdo é fisicamente improvavel;

2 Comparando-se os resultados entre as formulacbes Biot & Cosserat e de
Cosserat para a mesma rocha (seja o arenito ou o granito), verifica-se que 0s
fatores de concentracdo na formulagdo de Cosserat s&o menores que na
formulacéo Biot & Cosserat. 1sso pode estar relacionado ao fato dos efeitos da
poroelasticidade anularem parcialmente os efeitos da microrrotacdo da

microestrutura;
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3 Os resultados para os fatores de concentracdo de tenséo na formulagdo Biot &
Cosserat mostram que as propriedades fisicas das rochas (arenito e granito)
influenciam de maneira significativa os resultados. Considerando o campo de
tensdo uniaxial, verificou-se uma reducéo de até 27,7% no fator de concentracéo
de tensdo para o arenito e de até 28,3% para o granito. Considerando o campo de
tensdo biaxial, a reducdo foi de até 41,2% para o arenito e até 42,2% para o
granito. Esses resultados, de certa maneira, corroboram a suspeita mencionada
no topico Il, pois os efeitos poroelasticos tendem a ser mais significativos em
rochas porosas do que em rochas menos porosas como, por exemplo, o granito.
Assim, é plausivel que os fatores de concentracdo de tensdo na formulacdo de

Biot & Cosserat sejam menores em arenitos do que em granitos.
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CAPITULO ©

6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

6.1 CONCLUSOES

No presente trabalho foi possivel discutir varios aspectos relacionados a mecéanica do
continuo generalizada, idealizada pelos irmdos Cosserat, bem como verificar os efeitos

da poroelasticidade acoplada aos efeitos microestuturais em aberturas circulares.

Os resultados demonstram a importancia de considerarmos os efeitos microestruturais
em problemas onde o “comprimento caracteristico” do material seja relativamente
grande comparado com o tamanho da abertura subterranea. Nesses casos ha uma
reducdo consideravel nos fatores de concentracdo de tensdo atuantes em torno da

abertura.

Alguns autores, como Mindlin (1964) e Pal’mov (1964), ja haviam demonstrado que ao
se levar em consideracdo os efeitos microestruturais haveria uma reducédo no fator de
concentracdo de tensdo. Neste trabalho, foi possivel observar esses mesmos efeitos
acoplados a poroelasticidade. Os resultados demonstraram que diferentes tipos de rocha
apresentam diferentes fatores de concentracdo, uma vez que tanto as propriedades
hidromecanicas como as microestruturais das rochas (v, vy, h e I) influenciam
diretamente nos resultados. Foi possivel identificar a relevancia relativa dos efeitos da

microestrutura, da poroelasticidade e do acoplamento de ambos.

Na maioria dos casos de analises de estabilidade de pocos e aberturas subterraneas, o
que mais se utiliza na prética é a consideracdo da rocha como um solido elastico, por
meio da solucdo proposta por Kirsch (1898). Neste trabalho foi possivel investigar

analiticamente a relevancia dos efeitos de escala microestruturais numa abertura circular
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(seja um poco ou escavacdo subterranea), através do acoplamento da mecéanica dos

meios continuos generalizada de Cosserat com a teoria da poroelasticidade de Biot.

O estudo do comportamento mecénico de aberturas circulares em rochas, por meio do
acoplamento da teoria da poroelasticidade com a teoria do continuo generalizado,
demonstrou que ocorrem reducOes significativas no fator de concentragéo de tenséo,
porém, menores que as reducdes encontradas por Mindlin (1963) ¢ Pal’mov (1964)

guando se consideram apenas os efeitos de Cosserat.

6.2 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

Diante do trabalho apresentado e de posse dos resultados obtidos, propdem-se aqui as

seguintes sugestdes para pesquisas futuras:

I.  Aprofundar o conhecimento qualitativo e quantitativo sobre os mddulos de
cisalhamento rotacional (G.) e de flexdo (B.). Adicionalmente, idealizar e
realizar experimentos que possam esclarecer seus comportamentos;

Il.  Schijve (1966) realizou alguns testes para estudar a influéncia do “comprimento
caracteristico” em placas de aluminio. Aqui se faz necessério estudar de
maneira mais detalhada os efeitos do “comprimento caracteristico” em rochas,
visto que as caracteristicas microestruturais e as propriedades mecanicas dos
diferentes materiais influenciam diretamente no resultado;

I1l.  Realizar um estudo de caso real para comparar 0s resultados obtidos com as
formulagGes Biot & Cosserat, de Cosserat e de Kirsch;

IV.  Estender o acoplamento Biot & Cosserat para 0 dominio do tempo, ou seja, para
as condigOes transientes entre o curto prazo (ndo-drenado) e o longo prazo
(drenado), nos moldes do que foi feito por Detournay & Cheng (1988) para a
formulacédo de Kirsch (continuo classico).
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APENDICE A

A tabela abaixo mostra alguns valores tipicos de constantes poroelasticas para diferentes
tipos de rocha (Wang, 2000).

Tabela A.1 - Valores tipicos de constantes poroelasticas.

Rocha G (GPa) \J v, o B
Arenito Berea 6 0.20 0.33 0.79 0.62
Arenito Ohio 6.8 0.18 0.28 0.74 0.50

Granito Charcoal 19 0.27 0.30 0.27 0.55
Granito Westerly 15 0.25 0.34 0.47 0.85
Calcério Indiana 12.1 0.26 0.33 0.71 0.46
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APENDICE B

Equacdes de compatibilidade — Biot acoplada a Cosserat

As equacdes de compatibilidade para um caso particular de deformacdo plana podem
ser deduzidas, com algum exercicio algébrico, utilizando-se as componentes de

deformacéo das equagdes (4.13) (Capitulo 4):

0Y21 01
- - =0 l)a
ox,  0x, K11 1)
0&3;  0Y12
— — =0 1)b
ox,  0x, K22 1)
0Ky, OKqq
_ — 1)c
dx; 0x, 0 @)

A tensdo-momento relaciona-se com o mddulo de flexdo (B.) e a curvatura (x;) da
seguinte forma:

mg; = m; = Bek; 2

Consideraremos uma condic¢do ndo-drenada, ou seja, ndo ocorre movimento de entrada

ou saida de fluido no volume de referéncia (equacao (3.9)). Segundo Wang (2000, secédo

7.1) para esta situacdo temos a seguinte relacéo:

0(011 + 033) = _3p 3
B(1+v,)
Onde v,, é o coeficiente de Poisson na condi¢do ndo-drenada.
Podemaos reescrever a equacao (3) da seguinte forma (Wang, 2000, se¢éo 3.2):
(vy —v)03(011 + 093) = —a(1 —2v)dp 4)
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As equac0es das deformacgdes num estado plano de deformacéo séo:

1+v
&1 = £ —— o011 —v(011 + 022) + (1 — 2v)pa]

1+v
€2 = E [022 — V(011 + 022) + (1 — 2v)pa]
5
2012+021+012—021 ©)
Y1z 4G 4G,
_ 012 t 021 _ 012 — 021
Ya1 4G 4G,
Substituindo (5) e (2) em (1)a, (1)b e (1)c, temos:
d + 1+ m
6_361 [012 46021 - iz 0-21] axz [ - [o1; — V(011 +032) + a- ZV)pa]] - B_Cl =0 (6)
Jd [1+ 0., + O 015 — O m
6x1 - —— 022 — V(011 +052) + (1 — ZV)pa]] axz 124—G = 124Gc Y B_: =0 (7)
d (m, a /my
— (=2 ——(=Z2)=0 8
O0x, (BC> Ox, (BC) ®

Na secdo 4.3.1 (Capitulo 4) foi visto que podemos escrever as tensdes e as tensdes-

momento em funcdo de ¢ e w como:

0%  dw
= 0x,% 0x,0x,
_ 0% N 02w
2z = 0x,%  0x,0x,
0% 0w ©)
%12 = 0x,0x, 0x,2
0% N 0w
01 = 0x,0x, 0x;°
_Odw
my —a—xl
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ow
=%

Substituindo (4) e (9) em (6), temos:

o1 0% 0’w 9% +62a) 1 2%¢ 0%w 0%p 0w
0x,0x, 0x,%2 0x,0x, 0x2

dx, |4G T 4G\ 0x,0x, O0x,2  0x,0x, 0x,2
0 |1+v[d%p 0%w % 9%¢ B 0%p 9%
C9x,| E \0x,2 0x,0x, —v 0x,2 + ax,2) (v =) 9x,2 +W (10)a
1 Jw
" B.ox
Reagrupando os termos encontramos que:
0 (B.(G+ GC)) dw B, 0
Vi —— = — (1 — v,) =— V2 10)b
9x, ( 4GG, I P TS Pl (10)
Onde
02 02
" (G 5)
dx.° O0Ox,
Na equacdo (10)b, escreveremos que:
B,
h? = —
4G
2 _ B.(G + G,)
4GG,
Assim, temos
i(a) —I?’V?w) = -2(1—v,) hzivzgo (10)
0x, Y ox,

A equacdo (10) € uma das solucBes. Substituindo (4) e (5) em (7) encontraremos a

segunda solucéo do problema. Temos:
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0 |1+v/[0? 0%w 02 02 02 02
= LA VY (il L ) VRN (il Al
0x,| E \0xy2 0x,0x, 0x,%  0x,? 0x,2%  0x,2
2 2 2 2
_ 0|1 (_ %% 0w 09 0w (11)a
0x, |4G \ 0x,0x, 0x,%2 0x;0x, 0x?

1 0% 0w %@ 0w\ 1w
4G, \ 0x,0x, O0x,2 0x,0x, 0x,2)| B.0x,

Reagrupando-se 0s termos encontramos que:

d (B.(G+ Gy, ow B, 0
—— = (1=-v.)—V? 11)b
9%, ( 4GG, )V o, - 2g T Ve (1)
De maneira semelhante ao feito para a equacao (10)b escreveremos a equacao (11)b em
funcdo de h? e I2. Assim, temos a segunda solugdo do problema:

] ]
— (0 — 1?V2w) = 2(1 — v,) h2 =—V?¢p (12)

axZ axl
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APENDICE C

Solugdes do problema bidimensional (2D) para Biot & Cosserat

Conforme visto no capitulo 4 e demonstrado no Apéndice B, as solucdes encontradas

para o problema proposto sao:

0 0
o —1202,0) = —2(1 — 2 Y w2
o (w — 1V w) 21 —vy)h o Ve (1)
i(a)—leZa)) =2(1-v )hzivzq) )
axz u axl

Se diferenciarmos a equacdo (1) em relacdo a y e a equacao (2) em relacdo a x e
subtrairmos uma da outra, obteremos uma equacdo bi-harménica para a funcdo de

tenséo ¢,
Vip =0 3)
e, de maneira similar, obteremos uma equacéo para w:
VZ(w — 1?V2w) =0 (4)
Nota-se que, embora tenham sido obtidas equagOes separadas que satisfagcam as

funcdes ¢ e w, as suas solugdes ndo sdo arbitrarias: quaisquer solucbes que forem

encontradas devem satisfazer as equagdes (1) e (2).

As duas fungdes que satisfazem (3) e (4) simultaneamente s&o:

Q= (A + Br? + 7“22) cos(26) %)

_(E T ]
W= (r_z + H.BesselK (2,7)> sin(26) (6)
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Oy =

onde BesselK (2, %) é uma funcéo de Bessel modificada de segunda classe e segunda

ordeme A,B, D, E e H sdo constantes.

Tensbes em coordenadas polares

Conforme visto no capitulo 4, as equacdes das tensdes em funcdo de ¢ e w em

coordenadas polares podem ser escritas da seguinte forma:

1d¢ 10% 10°0w 10w

o= or Tr7067 roroe 1200
0% 10°w 10w
0'9 = — 4 - —_——
or? radrd6 r2906
B 102<p+10<p 1dw 1 0%w
o0 = T 9ra0 1206 rar r2ae? @)
1 2% 1 de 02w

%r = T 900 tz r2 00 t oz or?

_aw
mr—W
10w
Mo =330

Substituindo-se as fun¢des de tensdo encontradas em (5) e (6), podemos encontrar 0s
valores para as tensdes o, g, 0r9, O, € para as tensdes-momento m, e mg, quais

sejam:

2

D D 1 0% (E )
(A + Br? + —2) cos(26) + 2307 (A +Br? + )cos(ZG) T390 \7 —+H. BesselK( l) sin(260)

10 .
+ 238 < + H.BesselK ( l>> sin(20)
(8)
092 , D 1 0% (E r .
og = m(A + Br? + —2) cos(26) +— <3790 —+H. BesselK( l) sin(20)

10 .
Z30\7 +H BesselK( l) sin(26)
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2

— 2 D 10 2 D
Org = ~ 23790 (A + Br< + r_z) cos(260) + —2%<A + Br< + r_z) cos(20)
1 d r ) 1 0% (E r )
7 ar <r2 +H. BesselK( 7)) sin(26) — 2307 ( + H. BesselK( l)> sin(26)

__ 1 (4+8r2 +D) 26
%r = " ra0 4 cos(26) +

| )

1 D
) (A+Br + )cos(ZG)

)) sin(26)

0% (E
+-—|=z+H BesselK(

(o5
l\'I“E ()

or?

_0(E 1K (2,5) )si
m, = 3\ + H.BesselK (2,7) sin(20)

1 J (E N .
me =25 < +H. BesselK( l)> sin(28)
Efeitos de aberturas circulares sobre a distribuicdo de tensdes 2D

A Figura C.1, abaixo, representa uma abertura circular submetida a um campo de tenséo

uniaxial uniforme, de magnitude P, na direcdo x.

< ,J’ el —>

<— o 5 B —
i ol &

< s/ = / ‘\\ —_—

< St AmL2 e A —>

P—]| | = —|— P

< ; ~In ) & o |—
\\\ \ ’ll ﬁ

— \‘\\\\ /’,

1= g2 S

Xz

Figura C.1 - Representacdo da distribuicdo de tensGes numa abertura circular inserida num campo
de tensdo uniaxial uniforme (adaptada, Timoshenko,1951, p. 78).

Verifica-se pela Figura C.1, que as tensbes se redistribuem em torno da abertura,
produzindo uma concentragdo maxima nos pontos n e m, de intersecdo do contorno com

o didmetro perpendicular a direcdo de P. A partir dai a concentracdo evanesce
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progressivamente & medida que a distancia ao contorno aumenta. Podemos concluir do
principio de Saint-Venant, que as concentracfes se tornam despreziveis a uma distancia
muito grande comparada ao raio (a) da abertura. Para encontrarmos os valores das
constantes A,B,D,E e H nas tensdes da equacdo (8), consideraremos as seguintes

condigdes de contorno:
Quando r = a, temos:
o,=0 09 =0 m, =0 9)

Quando r — oo, temos:

oy = % P(1+cos(26))

oy = % P(1—-cos(26)) (10)

Org = Ogr =My =Mg =0
No caso de uma abertura circular inserida num campo de tensdo uniforme biaxial, com
P atuando segundo x e maior que S atuando segundo y, temos as seguintes condicdes de

contorno:

Quando r = a, temos

o,=0 09 =0 m, =0 (11)
Quando r = oo, temos

o, = g[(p +5)+ (P = S) cos 26]
o5 = 5[(P +S) — (P — S) cos 26] (12)

Org = Ogr =My =My =0
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Apos algumas operacBes algébricas encontramos que a tensdo tangencial maxima que
atua sobre o contorno da abertura circular (em 6 = + /2) inserida num campo de tenséo

uniaxial uniforme é:

34 Fge
1+ Fge’

(13)

06 (max) = para = t

NS

e a tensdo tangencial méxima que atua sobre o contorno da abertura circular inserida

num campo de tensdo biaxial uniforme é:

3P —-S+ (P+S)Fg T (14)
0g(max) = 1+ Fae ) para 0 = iE
onde Fg¢ é
h2
8(1 - Vu)l—z
Fgc = a
az  2aKo(])
4 + 1z + T o a.
K:(7)
Sendo
hzzi lzzBC(G+Gc) y :3v+aB(1—2v)
4G 4GG, “ T3 —aB(1-2v)

02 02
dx.° Ox,
Os parametros que apareceram acima sdo:
— B, € 0 modulo de flexao;

— h e [ sdo variaveis de dimensdo de comprimento tais como as definidas por

Pal’mov (“chamados comprimentos caracteristicos”);
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v é o coeficiente de Poisson;

v,, € 0 coeficiente de Poisson ndo-drenado;

B é o Coeficiente de Skempton;

a é coeficiente de Biot-Willis.

a € o raio do furo circular (poco ou abertura subterranea);

G e G, sd80 os modulos de cisalhamento e de cisalhamento rotacional,

respectivamente;

K, e K; sdo funcbes de Bessel de segundo classe de ordem zero e ordem um,

respectivamente.
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