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Resumo

O problema de fraturas de materiais compósitos tem sua relevância destacada devido ao amplo
emprego de materiais compostos por fases distintas, usados para atender necessidades específi-
cas e aliar custo e funcionalidade. O tratamento teórico desses tipos de materiais inclui modelos
simplificados, mas que envolvem cálculos muitas vezes impraticáveis para a obtenção de res-
postas práticas de interesse. Como alternativa, modelos de rede para meios não homogêneos
oferecem a possibilidade de se introduzir a simulação computacional como uma ferramenta
viável para se obter predições ou respostas qualitativas para o comportamento mecânico de
materiais compósitos. Um dos modelos mais bem sucedidos nessas últimas duas décadas é
certamente o modelo da rede de fusíveis. Ele se dispõe a embutir a desordem em escala me-
soscópica, explorando a analogia entre a lei de Ohm para a condução com a lei de Hooke para
materiais elásticos. Dessa forma, tem-se uma rede composta de nós interligados por fusíveis, os
quais podem vir a queimar, criando falhas no material à medida que se aumenta a voltagem que
se aplica às extremidades da rede. É o análogo de um material onde trincas crescem e coalescem
à medida que se lhe aplica uma tensão, com a vantagem de que se troca a abordagem tensorial
do problema mecânico pela relação linear entre corrente e voltagem em resistores. Esse mo-
delo tem sido historicamente aplicado usando-se redes quadradas, cúbicas ou triangulares, mas
sempre regulares. A introdução da desordem é feita pela remoção prévia de ligações (diluição)
da rede ou de se atribuir estatisticamente resistências ou limites de tolerâncias diferentes aos
fusíveis. A tese que se defende aqui é a de que redes livres de escala possam servir para descre-
ver o problema de fratura sem que se lance mão da introdução ad hoc da desordem. Para isso,
é necessário se inventar novas formas para pensar o carregamento de uma rede livre de escala,
baseando-se em suas propriedades topológicas e não geométricas, uma vez que a localização
dos nós não tem significado claro nessas redes. As redes livres de escala são caracterizadas
pela existência de muitos nós com pouquíssimas ligações e de um ou poucos hubs altamente
conectados. Identificados os papéis de nós centrais e periféricos nessas redes, propusemos três
modos de carregamento que revelaram perfis de resposta da curva constitutiva semelhantes a
casos clássicos de materiais reforçados por fibras e de alta porosidade. Investigando as propri-
edades dessas redes, inclui-se simulações com redes apolonianas (também livres de escala) e
redes aleatórias, também na classe das redes complexas. Adicionou-se o papel da atribuição de
resistências segundo várias distribuições estatísticas e o que se revelou foi a distinção de classes
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de universalidades definidas apenas pelos modos de carregamento.
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Abstract

The study of fracture of composite materials has a distinguished relevance due the broad and
ever increasing use of multiphase materials to attend specific needs and/or combine cost and
functionality. Theoretical approach to the issue include simplified models, yet many times
mathematically unfeasible, providing information of little practical use. As an alternate appro-
ach, lattice models for non-homogeneous media give the possibility of employing computer
simulation to provide predictions or qualitative answers for the mechanical behaviour of com-
posite materials. The random fuse network has been for sure one of the most successful lattice
models in the last two decades. It places resistive fuses connecting nodes in a lattice, exploring
the analogy between Ohms law for conduction and Hooke’s law for elasticity. As an external
voltage, placed between two extremities of the network, increases, fuses will burn opening flaws
in the lattice. It is the analogous to cracks growing and/or coalescing in a material as it is trac-
ted, with the advantage of dealing with a scalar electrical problem, as opposed to the tensorial
mechanical problem. This model has been historically used with square, cubic or triangular
lattices, but always regular lattices. Disorder, thought in a mesoscopic scale, is introduced by
removing fuses a priori (dilution) or statistically giving the fuses different conductances or cur-
rent thresholds. This work proposes that scale-free networks of fuses can describe the fracture
process in composite materials without the use of ad hoc introduced disorder. This novel ap-
proach requires new ways of thinking the loading of a network based on its topology instead
of its geometry, since node spatial localization has no clear meaning for this sort of network.
Scale-free networks are characterized by the existence a highly connected node (hub) and a
huge amount of poorly connected nodes, resulting in a power-law distribution of connectivities
among nodes. Identified the roles of central (most connected) and peripheral (least connec-
ted) nodes, three load modes are proposed and tested, providing responses similar to classical
cases of composite materials – fiber reinforced and highly porous. Further investigating the
proprieties of these networks, simulations were also performed with other complex networks:
apolonian networks (which are also scale-free) and random networks. Several conductance dis-
tribution were also tested, which revealed the distinction of universality classes defined only by
the load modes.
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Capítulo 1

Introdução

O problema de fraturas de materiais compósitos tem sua relevância destacada devido ao amplo
emprego de materiais compostos por fases distintas, usados para atender necessidades especí-
ficas e aliar custo e funcionalidade. A idéia por trás do uso de materiais compósitos é poder
combinar dois (ou mais) materiais e criar um novo sistema com performance superior àquela
dos materiais componentes tomados individualmente. Tais materiais podem ser feitos na forma
de uma matriz reforçada por fibras, precipitados carbonáceos numa matriz metálica ou ensan-
duichados e laminados.

Todo sólido se rompe se uma carga suficientemente alta é aplicada sobre ele. O valor dessa
carga, assim como a forma e outras características da trinca resultante, dependem fortemente
do material e da maneira como essa carga foi aplicada.

Quando se almeja descrever a fratura de materiais nos casos em que é importante considerar
a presença de desordem, uma das abordagens possíveis é a de se estabelecer algumas regras
microscópicas, que determinam o comportamento mecânico do meio, e também a maneira como
a ruptura deve acontecer. Se o meio é homogêneo e a ruptura determinística, é possível, em
geral, saber de forma simples como será o comportamento macroscópico do material. A maioria
dos sistemas, no entanto, é um pouco mais complexa, e não pode ser considerada homogênea,
já que seu caráter heterogêneo influencia fortemente seu comportamento mecânico.

Dentre as várias maneiras de se tratar diretamente o problema da desordem, pode-se em
geral destacar três abordagens diferentes[2]: campo médio , modelos locais e renormalização.

A abordagem por campo médio consiste em se ignorar o arranjo espacial detalhado em torno
de um dado elemento de volume. O entorno de um elemento de volume é representado por um
meio homogêneo. Na abordagem local, tenta-se reproduzir o comportamento microscópico da
forma mais fiel possível, partindo-se de princípios fundamentais. Este é, por exemplo, o caso
da dinâmica molecular.
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A física estatística veio a introduzir uma ferramenta muito poderosa para o estudo de fenô-
menos críticos, que explora a auto-similaridade: a renormalização. Ela consiste em se expressar
a invariância de certas quantidades físicas sob a mudança de escala de tamanho. Embora pareça
bastante adequado para o problema de fratura, tentativas neste sentido são muito difíceis de se
aplicar em casos mais realistas. Nas poucas situações em que esta técnica vem a ser usada, há
várias aproximações e a utilização de geometrias simplistas e sem significado físico.

Modelos de rede constituem uma formulação numericamente mais amigável, alternativa à
dinâmica molecular, e feita a partir da discretização das equações do contínuo. Neste caso, o
meio é reduzido a um conjunto de pontos incrustados numa grade. São consideradas somente
leis locais, como o balanço de força e de momento, e sua implementação envolve apenas vizi-
nhos próximos. Matematicamente, o cálculo de propriedades coletivas se reduz a resolver um
conjunto de equações lineares acopladas.

Um dos modelos mais bem sucedidos nessas últimas duas décadas é certamente o modelo
da rede de fusíveis. Ele se dispõe a embutir a desordem em escala mesoscópica, explorando
a analogia entre a lei de Ohm para a condução com a lei de Hooke para materiais elásticos.
No clássico modelo da rede de fusíveis, estes são colocados aleatoriamente nas ligações de
uma rede hipercúbica d-dimensional. No caso bidimensional, dois terminais condutores são
colocados nas extremidades superior e inferior e uma voltagem V é aplicada entre esses dois
terminais. Uma voltagem suficientemente alta irá queimar um ou mais fusíveis e eventualmente
levar o sistema a uma ruptura ou falha total, quando não há mais condução alguma de corrente.
É o análogo de um material onde trincas crescem e coalescem à medida que se lhe aplica uma
tensão, com a vantagem de que se troca a abordagem tensorial do problema mecânico pela
relação linear entre corrente e voltagem em resistores.

Os fusíveis podem ser idênticos, i.e. ter condutâncias g j tolerâncias ic j idênticas. Nesse
caso a desordem é introduzida pela diluição das ligações da rede, respeitando o limite de perco-
lação e foi o primeiro modelo proposto por de Arcangelis et al.[3], denominado rede aleatória
de fusíveis. Um arranjo diferente, proposto mais tarde [4, 5], é feito com uma rede quadrada
regular e a desordem vem de uma distribuição estatística das características dos fusíveis (con-
dutância e/ou tolerância).

Por mais de 40 anos, todas as redes complexas foram tratadas pela ciência como sendo
completamente aleatórias. Muitos anos mais tarde, com a facilidade de computadores mais
rápidos e ligados em rede, tornou-se possível mapear grandes redes reais e descobrir que a
rede mundial WWW (com nós equivalendo aos documentos e ligações aos links), a internet,
a rede de colaboração em trabalhos científicos, citações de trabalhos científicos , proteínas e
inúmeras outras redes [6, 7] seguem uma distribuição de conectividade dada por uma lei de
potência P(k) ∼ k−γ . O que significa que essas redes têm um vasto número de nós com baixa
conectividade e alguns poucos nós – os hubs ou plexos – altamente conectados.
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O que se propõe aqui é valer-se da desordem inerente à topologia das redes complexas, em
particular das redes invariantes por escala (RIE), uma vez que estas são marcadas pela distribui-
ção de graus de incidência na forma de uma lei de potência e por comprimentos característicos
curtos [8, 9, 10]. As possibilidades de combinações de conectividade dos terminais para cada
fusível são ilimitadas (na verdade, limitadas apenas pela conectividade máxima, que por sua
vez é limitada apenas pelo tamanho da rede).

A tese que se defende aqui é a de que redes livres de escala possam servir para descrever
o problema de fratura sem que se lance mão da introdução ad hoc da desordem. Para isso é
necessário se inventar novas formas para pensar o carregamento de uma rede livre de escala,
baseando-se em suas propriedades topológicas e não geométricas, uma vez que a localização
dos nós não tem significado claro nessas redes.

As redes livres de escala são caracterizadas pela existência de muitos nós com pouquíssi-
mas ligações e de um ou poucos hubs altamente conectados. Identificados os papéis de nós
centrais e periféricos nessas redes, propusemos três modos de carregamento, ancorados nessa
diferenciação topológica, que revelaram perfis de resposta da curva constitutiva semelhantes a
casos clássicos de materiais reforçados por fibras e de alta porosidade.

Investigando as propriedades dessas redes, incluiu-se simulações com redes apolonianas
(também livres de escala) e redes aleatórias, todas na classe das redes complexas. Trabalhou-se
com vários tamanhos de rede e leis de escala foram levantadas para se buscar propriedades in-
tensivas do sistema, i.e. independentes do tamanho da rede. Adicionou-se o papel da atribuição
de resistências segundo várias distribuições estatísticas e o que se revelou foi a distinção de
classes de universalidades definidas apenas pelos modos de carregamento.
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Capítulo 2

Revisão dos Conceitos de Redes
Complexas

Neste capítulo são apresentados noções elementares da teoria de grafos. As redes complexas
são descritas, principiando pelas redes aleatórias de Erdős e Renyi, seguida das redes livres de
escala, destacando o modelo de Barabási e Albert e, por fim a rede apoloniana, baseada no
empacotamento apoloniano.

2.1 Teoria de Grafos Aleatórios

Em termos matemáticos, uma rede é representada por um grafo. Um grafo é um par de conjuntos
G = {P,E}, onde P é um conjunto de N nodos (ou vértices ou pontos) P1,P2, . . . ,PN e E é um
conjunto de arestas (ou arcos ou ligações) que conecta dois elementos de P. Graficamente,
grafos são geralmente representados por um conjunto de pontos, cada um correspondendo a um
de seus nós; uma linha conectando dois pontos representa uma aresta conectando esses dois nós
(ver figura 2.2).

1
2

45

3

Figura 2.1: Ilustração de um grafo com N = 5 nós e n = 4 arestas. O conjunto de nós é P =
{1,2,3,4,5} e o conjunto das arestas é E = {{1,2},{2,4},{2,5},{4,5}}.
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2.2. O MODELO ERDŐS-RÉNYI

p=0

p=0.1 p=0.15

Figura 2.2: Evolução de um grafo no modelo Erdős-Rényi.

O origem da teoria dos grafos remonta ao século XVIII, no trabalho de Leonard Euler,
inicialmente restringindo-se a pequenos grafos com alto grau de regularidade. No século XX,
a teoria dos grafos já se torna mais estatística e mais voltada a algoritmos. Uma vasta fonte
de idéias está no estudo dos grafos aleatórios, nos quais as arestas estão distribuídos aleatoria-
mente. Redes com topologia complexa, das quais se desconheçam os princípios de organização
geralmente parecem ser aleatórias. Por isso mesmo, a teoria dos grafos aleatórios é regular-
mente utilizada no estudo de redes complexas.

Embora não haja uma definição precisa para o termo “rede complexa”, pode-se dizer que
o termo se refere àquelas redes que têm aspectos topológicos não triviais que não ocorrem em
redes simples e regulares[8, 11].

A teoria de grafos aleatórios foi apresentada pela primeira vez por Paul Erdős e Alfréd
Rényi [12], após Erdős descobrir que métodos estatísticos eram em geral muito úteis para se
lidar com os problemas da teoria de grafos.

2.2 O modelo Erdős-Rényi

Em seu clássico primeiro artigo, Erdős e Rényi definem um grafo aleatório (GA) como sendo
composto por N nós conectados por n arestas, que são escolhidas aleatoriamente dentre as
N(N− 1)/2 arestas possíveis. No total, tem-se, então, Cn

N(N−1)/2 possibilidades diferentes de
grafos aleatórios com N nós e n arestas, que formam um espaço de probabilidades no qual cada
uma das realizações é igualmente provável.

Uma definição alternativa, porém equivalente, de um grafo aleatório é dada pelo modelo bi-
nomial. Nele começamos com N nós e cada um dos pares de nós é conectado com probabilidade
p (veja Fig.2.2).

Conseqüentemente, o número total de arestas é uma variável aleatória com valor esperado
E(n) = p[N(N−1)/2]. Se Go é um grafo com P1,P2, . . . ,PN e n arestas, a probabilidade de se
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2.2. O MODELO ERDŐS-RÉNYI

obter Go por este processo de construção é P(Go) = pn(1− p)N(N−1)/2−n.

Na literatura, a construção de um grafo aleatório é freqüentemente chamada de evolução:
começa-se com um conjunto de N vértices isolados e o grafo se desenha pela adição sucessiva
de arestas aleatórias. Os grafos obtidos em diferentes etapas desse processo correspondem a
probabilidades de conexão p cada vez maiores, eventualmente chegando-se a um grafo total-
mente conectado (aquele que tem o número máximo de arestas n = N(N−1)/2) quando p→ 1.
O principal objetivo da teoria de grafos aleatórios é determinar para qual probabilidade de co-
nexão p mais provavelmente surge uma determinada propriedade Q de um grafo. A grande
descoberta de Erdős e Rényi foi verificar que muitas propriedades importantes dos grafos ale-
atórios surgem de forma bastante repentina. Ou seja, para uma dada probabilidade p ou quase
todos os grafos têm determinada propriedade Q (por exemplo, todo par de nós está conectado
por um caminho de arestas consecutivas) ou, ao contrário, quase nenhum grafo a tem. A transi-
ção da condição de se contemplar com freqüência uma determinada propriedade ou não é, em
geral, bastante rápida. Para muitas propriedades existe uma probabilidade crítica pc(N). Se
p(N) cresce mais rápido do que pc(N) quando N → ∞, então em quase todos os grafos com
probabilidade p(N) não se verifica a ocorrência de Q.

2.2.1 Distribuição de graus de incidência

Num grafo aleatório com probabilidade de conexão p, o grau de incidência ki de um dado nó i

segue uma distribuição binomial [8] com parâmetros N−1 e p:

P(k = ki) = Ck
N−1 pk(1− p)N−1−k (2.1)

Essa probabilidade representa o número de maneiras em que k arcos podem incidir sobre um
certo nó: a probabilidade de k arcos é pk, a probabilidade da ausência de mais um arco é
(1− p)N−1−k, e há Ck

N−1 modos equivalentes de selecionar-se uma segunda extremidade para
estes arcos. Além do que, se i e j são nós diferentes, P(ki = k) e P(k j = k) estão próximas
de serem variáveis aleatórias independentes. Para N muito grande, a distribuição binomial da
equação 2.1 se aproxima de uma distribuição de Poisson,

P(k)' e−pN (pN)k

k!
= e−〈k〉

〈k〉k
k!

.

Ou seja, a distribuição de graus de incidência num GA é uma distribuição de Poisson em torno
do grau médio 〈k〉= pN, como se verifica na Fig.2.3
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2.3. REDE LIVRE DE ESCALA

Figura 2.3: Distribuição de graus de incidência resultante de simulação numérica de um grafo
aleatório com N = 104 nós e probabilidade de conexão p = 0.0015 (pN = 0.15) comparada
com a distribuição de Poisson (Eq.(2.1)).

2.3 Rede livre de escala

Por mais de 40 anos, todas as redes complexas foram tratadas pela ciência como sendo com-
pletamente aleatórias. A origem deste paradigma está no trabalho de Erdős e Rényi [12], que
buscavam descrever as redes nas comunicações e nas ciências da vida. Eles sugeriram que tais
redes poderiam ser modeladas pela adição de ligações aleatórias aos nós das redes. Uma predi-
ção importante dessa teoria das redes aleatórias é de que o sistema resultante seria amplamente
democrático: a maioria dos nós teria o mesmo número k de ligações. De fato, a distribuição da
conectividade P(k) dos nós (ou grau de incidência) numa rede aleatória é uma distribuição de
Poisson.

Muitos anos mais tarde, com a facilidade de computadores mais rápidos e ligados em rede,
tornou-se possível mapear grandes redes reais e verificar a validade da hipótese das redes ale-
atórias. Foi surpreendente descobrir que a rede mundial WWW (com nós equivalendo aos
documentos e ligações aos links) [6] [7] segue uma distribuição de conectividade dada por uma
lei de potência P(k)∼ k−γ (ver Fig.2.4).

Isso significa que essa rede tem um vasto número de nós com baixa conectividade e alguns
poucos nós – os hubs ou plexos – altamente conectados, como mostra a Fig.2.5.

O mesmo ocorre para a internet [13], a rede de colaboração em trabalhos científicos [14],
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Figura 2.4: Distribuição de conectividade P(k) para os nós de uma rede invariante por escala.
A linha tracejada mostra a função f (k) = k−3.

Figura 2.5: Representação gráfica da internet. Quanto mais clara a cor, maior a conec-
tividade. Observa-se claramente a presença de alguns poucos hubs e a predominância dos
sítios vermelhos, pouco conectados. (Imagem criada por K. C. Claffy, extraído do site
http://www.nd.edu/~networks/visual/hal1.gif do departamento de física da University of Notre
Dame - EUA).

8



2.3. REDE LIVRE DE ESCALA

citações de trabalhos científicos [15], proteínas e inúmeras outras redes.

Essas redes são chamadas redes invariantes por escala ou simplesmente redes sem escala,
pelo fato de não apresentarem um tamanho ou uma conectividade característicos (como é o caso
das redes aleatórias). Elas estão por trás da estrutura de muitas redes naturais e artificialmente
criadas pelo homem e têm outra característica interessante, que é seu caráter de mundo-pequeno
[16, 7, 8]. Essa característica é simplesmente o fato de dois nós dessa rede estarem sempre a
uma distância mínima ` pequena, mesmo para redes muito grandes. De fato, ` ∼ lnN/ ln lnN,
[17] onde N é o número de nós da rede.

Originalmente, tais redes sem escala são obtidas por crescimento e conexão preferencial
[18], características que devem estar presentes nas redes reais que são abertas (e não estáticas).
O algoritmo de criação de uma RIE pode, então, ser resumido por:

1. Crescimento: Parte-se de um cluster mínimo de mo nós totalmente conectados e a cada
passo um novo nó é adicionado à rede e é conectado a m(≤ mo) nós já existentes.

2. Conexão preferencial: Ao escolher os nós ao qual o novo nó se conecta, assume-se que a
probabilidade Π com que o nó i seja escolhido depende de sua conectividade ki, de forma
que Π(ki) = ki/∑ j k j.

Depois de t passos este procedimento resulta numa rede de N = t +mo nós e mo ·(mo−1)/2+mt

ligações, com a distribuição de conectividade na forma de uma lei de potência com expoente
γBA = 3, independente do valor de m.

Algumas mudanças e alguns novos modelos e algoritmos para se criar RIE vem sendo
propostos para que seja possível controlar o expoente característico γ e incorporar diferentes
dinâmicas de crescimento, considerando-se interações entre os nós da rede [19].

2.3.1 Abordagens teóricas

As propriedades dinâmicas do modelo de redes livres de escala podem ser estudadas a partir de
várias abordagens analíticas. A seguir veremos duas abordagens que costumam ser utilizadas
de forma intercambiável: a teoria do contínuo, proposta por Barabási e Albert [18], focada na
dinâmica dos graus dos nós, e em seguida a abordagem via equação-mestra [20].

Teoria do contínuo

A abordagem do contínuo, introduzida por Barabási, Albert e Jeong [18, 21], calcula a depen-
dência temporal do grau ki de um dado nó i. Ela aumenta toda vez que um novo nó é adicionado
à rede e se conecta ao nó i, sendo Π(ki) a probabilidade desse processo. Considerando ki como
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2.3. REDE LIVRE DE ESCALA

uma variável real contínua, a taxa com que ki varia deve ser proporcional a Π(ki). Desse forma,
ki satisfaz a equação de dinâmica

∂ki

∂ t
= mΠ(ki) = m

ki
N−1
∑
j=1

ki

(2.2)

A soma no denominador é feita sobre todos os nós, exceto aquele que acaba de ser inserido;
assim seu valor é ∑ j k j = 2mt−m, o que resulta em

∂ki

∂ t
=

ki

2t
(2.3)

A solução para esta equação, com a condição inicial de que todo nó i ao ser inserido tem
ki(ti) = m é

ki(t) = m
(

t
ti

)β

com β =
1
2

(2.4)

A equação (2.4) indica que o grau de incidência de todos os nós evolui da mesma forma, se-
guindo uma lei de potência.

Utilizando-se a Eq.(2.4) é possível descrever a probabilidade de que um nó tenha um grau
de incidência ki menor que k, P[ki(t) < k], como

P[ki(t) < k] = P

(
ti >

m1/β t
k1/β

)
. (2.5)

Considerando que os nós são adicionados a intervalos de tempo iguais, os valores ti têm uma
densidade de probabilidade constante

P(ti) =
1

mo + t
. (2.6)

Substituindo isso na Eq.(2.5), temos

P

(
ti >

m1/β t
k1/β

)
= 1− m1/β t

k1/β (t +mo)
. (2.7)

Assim, a distribuição de graus de incidência P(k) pode ser obtida usando-se

P(k) =
∂P[ki(t) < k]

∂k
=

2m1/β t
mo + t

1
k1/β+1 , (2.8)

prevendo que assintoticamente (t→ ∞)

P(k)∼ 2m1/β k−γ com γ =
1
β

+1 = 3 (2.9)

10



2.4. REDE APOLONIANA

é independente de m, confirmando os resultados obtidos numericamente.

Abordagem pela equação mestra

No modelo de Barabási e Albert, quando um novo nó com m arestas entra no sistema, o grau do
nó i cresce de 1 com probabilidade mΠ(k) = k/2t; caso contrário permanece o mesmo. Con-
seqüentemente a equação mestra que governa a probabilidade p(k, ti, t) de que o nó i introduzido
no instante ti tenha, no instante t, grau k, para o modelo Barabási-Albert apresenta a forma

p(k, ti, t +1) =
k−1

2t
p(k−1, ti, t)+

(
1− k

2t

)
p(k, ti, t) (2.10)

A distribuição de graus pode assim ser obtida como

P(k) = lim
t→∞

(
∑
ti

p(k, ti, t)

)
/t. (2.11)

A Eq.(2.10) implica em P(k) ser a solução da equação recursiva

P(k) =

{
k−1
k+3P(k−1) para k ≥ m+1
2/(m+2) para k = m

, (2.12)

que resulta em

P(k) =
2m(m+1)

k(k +1)(k +2)
, (2.13)

que é muito próximo do resultado da Eq.(2.9) obtida pela teoria do contínuo.

2.4 Rede apoloniana

Um rede que é de importância crucial para o estudo de empacotamentos granulares é a rede
de forças que conecta os centros de massa dos grãos que têm contatos ativos, i.e., que trans-
mitem força. Ela é a chave para se entender a resposta mecânica de um determinado solo, ou
monte[22].

2.4.1 Os círculos de Descartes e o empacotamento Apoloniano

Coloque dois círculos de raio 1/2, tangentes entre entre si, dentro de um círculo de raio 1 de
forma que os três fiquem tangentes. Dentro de cada um dos dois triângulos curvilíneos que se
formaram encaixe o maior círculo tangente. Repita este processo para os seis novos triângulos
curvilíneos e prossiga, assim por diante. O resultado é aquele mostrado na Fig.2.6, onde cada
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Figure 3: An Apollonian packing
6

Figura 2.6: O empacotamento apoloniano (−1,2,2,3). Figura extraída da referência [1].

círculo foi rotulado com sua curvatura, que é o recíproco de seu raio. Note que cada um dos
círculos da Fig.2.6 tem curvatura inteira.

Aquilo que vemos na figura 2.6 é um exemplo do que se chama de empacotamento apo-

loniano, em homenagem ao matemático grego Apolonius de Perga. Apolonius foi o primeiro
a tratar (cerca de 200 A.C) o problema de três círculos que se tocam e o espaço entre eles é
preenchido criando novos espaços, levando a um empacotamento de círculos construído recur-
sivamente pelo procedimento acima descrito. Mais precisamente, parte-se de uma configuração

de Descartes, que é um conjunto de quatro círculos com interiores disjuntos. No exemplo
acima, o círculo maior tem a área “em seu interior” como sendo seu exterior, e sua curvatura
tem, então, um valor negativo.

Numa quádrupla de círculos que se tocam, suas curvaturas (b1,b2,b3,b4) satisfazem a equa-
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ção de Descartes

b1
2 +b2

2 +b2
3 +b2

4 =
1
2
(b1 +b2 +b3 +b4)2, (2.14)

como observou Descartes em 1643[1]. Essa quádrupla é chamada de Configuração de Descar-

tes e a Eq.2.14 resume o teorema dos círculos de Descartes.

Um círculo pode ser descrito por sua curvatura b = 1/r e pela posição (x,y) de seu cen-
tro. Lagarias et al. demonstram que qualquer configuração de Descartes de quatro círculos
mutuamente tangentes, com curvaturas b j e centros z j = x j + iy j satisfazem a equação

4

∑
j=1

(b jz j)2 =
1
2

(
4

∑
j=1

(b jz j)

)2

. (2.15)

Dessa forma, é possível construir um empacotamento apoloniano, utilizando recursiva-
mente a Eq.(2.15), onde partimos de três círculos tangentes quaisquer e obtemos o raio e o
centro do quarto círculo, e assim sucessivamente. O que torna muito fácil construir figuras
como Fig.2.6 utilizando um computador.

2.4.2 O modelo da Rede Apoloniana

No modelo de rede apoloniana proposto por Herrmann et al.[23] partimos de um empacota-
mento apoloniano. Iniciamos com um conjunto de três círculos tangentes de raios idênticos,
com curvaturas positivas, e encaixamos, no triângulo curvilíneo entre estes três, o maior círculo
possível, e passamos a preencher os espaços, sucessivamente de acordo com o procedimento
descrito na seção (2.4.1). A rede é formada conectando-se o centro dos círculos que se tocam,
como mostra a figura 2.7.

Os três círculos iniciais idênticos definem a 0-ésima geração e o quarto círculo define a
primeira geração do empacotamento. Assim temos, a 0-ésima geração da rede definida pelos
três nós mais externos e os três arcos que os conectam entre si; na segunda geração temos
apenas o nó central e os arcos que o conectam aos nós da 0-ésima geração. A cada novo nível
de preenchimento no empacotamento apoloniano temos uma nova geração da rede.

O número N de nós numa rede apoloniana de G gerações é dado por

N = 3+
(3G−1)

2
. (2.16)

e o número L de ligações, por

L =
3G+1 +3

2
. (2.17)

Mais precisamente, em cada geração G (G = 0,1,2, . . .) haverá m(k,G) = 3G, 3G−1, 3G−2,
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(a) (b)

Figura 2.7: (a) Empacotamento apoloniano e (b) a rede apoloniana correspondente. Cores
diferentes indicam diferentes gerações.

...,32, 3, 1 e 3 vértices com graus de incidência k = 3, 3×2, 3×22, 3×2, . . ., 3×2G−1,3×2G,
e 2G+1, respectivamente. Sendo que os últimos números de vértices e de graus de incidência
correspondem aos três círculos mais externos, da 0-ésima geração.

O nó central que é aquele mais conectado tem, portanto, grau de incidência kmax = 3×2G.
Considerando L ≈ 3G+1/2 para redes maiores, chegamos à seguinte relação entre kmax e o
número de ligações numa rede apoloniana:

kmax =
3
2
(2L)(log2/ log3). (2.18)

O grau de incidência de cada um dos nós da 0-ésima geração é k4 = 2G+1, o que nos dá a
seguinte relação:

k4 = (2L)(log2/ log3). (2.19)
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Capítulo 3

Modelização da Fratura em materiais não
homogêneos

O problema da fratura em meios não homogêneos tem sido abordado por modelos teóricos e por
simulações computacionais. Na seção 3.1 é apresentada uma revisão da teoria de mecânica de
fraturas, abordando a propagação de trincas e o fenômeno da emissão acústica. Uma descrição
de materiais compósitos e sua relevância é feita na seção 3.3. A abordagem do problema de
fratura por modelos estatísticos e a simulação computacional são tratados nas seções 3.4, 3.5 e
3.6.

3.1 Elementos de mecânica de fraturas

A mecânica de fratura descreve a formação e a propagação de trincas em termos de equações de
campos macroscópicos, começando pela teoria da elasticidade linear. A seguir será apresentado
uma breve descrição de elementos essenciais da mecânica de fratura, para que possamos nos
familiarizar com a terminologia do assunto.

3.1.1 A teoria da elasticidade linear

A teoria da elasticidade linear descreve pequenas deformações nos corpos sólidos sob a ação
de forças externas. Consideremos um sólido em repouso e vamos parametrizá-lo por um con-
junto de coordenadas r. Considerando que há uma relação direta entre as coordenadas r′ do
sólido deformado e aquelas do sólido não deformado, definimos um campo de deslocamento
u = r− r′. É portanto conveniente introduzirmos o tensor de deformação simétrico

εi j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
(3.1)
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3.1. ELEMENTOS DE MECÂNICA DE FRATURAS

Quando um sólido é deformado sob a ação de forças externas, interações em escala mole-
cular fornecem forças restauradoras que tendem a devolver o sólido a sua configuração original.
Cada uma das partículas que constituem o sólido está em equilíbrio sob a ação das forças das
interações internas e as forças externas aplicadas. Uma vez que todas as forças internas devem
cancelar-se, devido ao princípio de ação e reação, quando o equilíbrio do elemento dV é consi-
derado, o que resta são as trações superficiais que agem na superfície dS que contém o elemento
dV , além de forças externas (como a gravidade) que agem sobre o elemento dV . Assim, o vetor
de força externa F, com componentes Fi, é dado por

Fi =
∫

V
bidV +

∫
S

tidS, (3.2)

onde bi são as componentes das forças volumétricas e ti = n jσi j são as componentes das trações
superficiais (força por unidade de superfície), sendo n o vetor normal à superfície dS, e σ é o
tensor de tensão de Cauchy com componentes σi j. Usando o teorema da divergência, a Eq.(3.2)
pode ser escrita como F =

∫
V [b+∇σ ]dV , que na forma de componentes fica

Fi =
∫

V
bidV +

∫
v
∑

j

∂σi j

∂x j
dV (3.3)

A condição de equilíbrio para o corpo requer F = 0, que em termos do tensor de tensão pode
ser escrito como

∑
j

∂σi j

∂x j
+bi = 0. (3.4)

E quando as forças b sobre o corpo estiverem ausentes, a Eq.(3.4) se reduz a

∑
j

∂σi j

∂x j
= 0. (3.5)

No limite das deformações pequenas, há uma relação linear entre tensão e deformação

σi j = ∑
i, j,k,l

Ci jklεkl, (3.6)

onde Ci jkl é o tensor de módulo elástico. A Eq.(3.6) é a expressão linear mais geral relacionando
os tensores de tensão e de deformação, e ela se torna muito mais simples no caso de um meio
isotrópico:

Ci jkl = λδi jδkl + µ(δikδ jl +δilδ jk) (3.7)

onde os parâmetros λ e µ são conhecidos como coeficientes de Lamè, e δi j = 1 quando i = j e
0 nos demais casos. Em geral é conveniente escrever o tensor deformação como a soma de uma
tensão de compressão, envolvendo uma variação de volume, e uma tensão de cisalhamento, que
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3.1. ELEMENTOS DE MECÂNICA DE FRATURAS

não implica em variação de volume. Assim a lei de Hooke pode ser escrita como

σi j = Kδi j ∑
k

εkk +2µ

(
εi j− 1

3
δi j ∑εkk

)
. (3.8)

onde K é o módulo volumétrico e µ é o módulo de cisalhamento. Por fim, outra formulação
padrão da lei de Hooke envolve o módulo de Young E ≡ 9Kµ

µ+3K e a razão de Poisson ν ≡
1
2

(
3K−2µ

3K+µ

)
,

σi j =
E

(1+ν)

(
εi j +

ν

1−2ν
δi j ∑

k
εkk

)
. (3.9)

A equação para o equilíbrio de tensões num meio elástico isotrópico pode ser escrita combinando-
se a lei de Hooke com a Eq.(3.5), em termos do campo de deslocamento u e dos coeficientes de
Lamè como

(λ + µ)∇(∇ ·u)+ µ∇
2u = 0, (3.10)

com condições de contorno apropriadas.

3.1.2 Trincas em meios elásticos

Em termos matemáticos uma trinca pode ser vista como uma condição de controle para o campo
de deformação elástica, com uma complicação adicional de, a princípio, não se conhecer o
formato preciso da trinca; e o campo de tensões depende desse formato. Para contornar este
problema, pode-se pré-definir a forma da trinca e depois computar-se o campo de tensões. Esta
aproximação serve como um recurso muito útil para a questão da propagação de uma trinca.

Um exemplo simples e ilustrativo desse procedimento é a solução do campo de tensão em
volta de uma trinca elíptica, sujeita a uma tensão trativa num meio bidimensional infinito, como
mostrado na Fig.3.1.

A solução para equação de equilíbrio resulta, por exemplo, no fator concentrador de tensão
KT na extremidade da trinca elíptica,

KT ≡ σmax

σ
= 1+

2a
b

. (3.11)

onde σ é a tensão nominal aplicada e σmax é a tensão máxima (na extremidade da trinca), e
a e b são os diâmetros maior e menor da elipse. Em geral, trincas reais não são elípticas, na
verdade têm extremidades agudas. Se reescrevermos a Eq.(3.11) em termos de seu raio de
curvatura ρ ≡ b2/a, vemos que KT diverge como 1/

√
ρ quando ρ → 0 e, portanto, o conceito

de concentração de tensão se torna inútil.

Foi Irwin que pela primeira vez mostrou que a tensão próxima da ponta de uma trinca
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σ

a

b

Figura 3.1: Uma trinca elíptica num meio bidimensional.

Figura 3.2: Campo de tensão na posição ~r(r,θ), próximo à ponta de uma trinca num meio
bidimensional.

obedece à relação

σi j =
KT√
2πr

fi j(θ) (3.12)

onde KT é o fator de concentração de tensão e fi j é uma função da variável angular θ (ou θ e
φ , no caso tridimensional) da posição relativa à ponta da trinca, como mostra a figura 3.2.

A presença de singularidade próxima a uma trinca é, na verdade, um artifício da mecânica
linear elástica. Materiais reais não são capazes de suportar tensões arbitrariamente elevadas.
Próximo à ponta da trinca, a deformação é regida por efeitos inelásticos e não-lineares. Na
prática, costuma-se definir uma zona de processo de fratura (ZPF) como sendo a região em
torno da trinca onde esses efeitos acontecem, enquanto longe da trinca temos simplesmente um
comportamento elástico.
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3.1. ELEMENTOS DE MECÂNICA DE FRATURAS

Conhecer o campo de tensões em torno de uma trinca não descreve diretamente como o
processo de fratura irá se desenvolver, mas esta informação é necessária para se construir um
modelo. Griffith introduziu um argumento simples e claro, quase um século atrás, para se
compreender a estabilidade de uma trinca. A idéia é simplesmente calcular a energia necessária
para se abrir uma trinca e identificar quando este processo se torna favorável. Por simplicidade,
consideremos o caso bi-dimensional. A variação de energia elástica associada com uma trinca
de comprimento a é dada por

Eel =
−πσ2a2

2E
, (3.13)

onde σ é a tensão aplicada. Formar uma trinca envolve a quebra de ligações atômicas; um
processo que tem um custo energético proporcional à área da superfície da trinca

Esup = 2aγ, (3.14)

sendo γ a tensão superficial. A trinca deve crescer quando a energia total Etot = Eel + Esup

diminui. Assim, o critério para o crescimento de uma trinca pode ser expresso como

dEtot

da
=−πσ

2a/E +2γ < 0, (3.15)

o que implica que sob uma tensão externa σ , trincas de tamanho a > ac ≡ 2γE/(πσ2) são
instáveis. A equação (3.15) pode também ser ecrita como σ

√
πa >

√
2Eγ e, sendo K = σ

√
πa

o fator de intensidade de tensão em de uma placa infinita, pode-se reformular o critério para o
crescimento de uma trinca em termos de um fator de intensidade de tensão crítico Kc ≡

√
2Eγ ,

também conhecido como a resitência do material (ou seja, a trinca cresce quando K > Kc ).

3.1.3 Interação entre trincas e mecânica de danos

Tratar explicitamente a dinâmica de interação entre trincas é um trabalho fabuloso, mesmo
quando se considera uma situação de quase-equilíbrio. Ou seja, permitindo um crescimento
médio lento das trincas, embora se reconheça evolução local mais rápida. Está-se focando assim
uma dinâmica da fratura contínua e lenta. Mesmo assim, há que se considerar que o crescimento
de uma microtrinca pode ser acelerado ou inibido pela presença de outra microtrinca na sua
vizinhança. O resultado, em geral, depende das condições de carregamento, da geometria da
trinca e outros detalhes, como descreve a literatura de mecânica de fratura[24, 25].

Para se evitar toda essa complicação, pode-se fazer uso da mecânica de danos, na qual se
desconsidera a dinâmica da interação entre microtrincas individuais e trata-se o dano em uma
escala maior de tamanho[26, 27]. No caso mais simples, pode-se considerar a evolução de uma
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variável escalar de dano D(x), descrevendo uma variação local da lei de Hooke

σ(x) = E0(1−D(x))ε, (3.16)

onde E0 é o módulo de Young inicial para uma dada amostra. A idéia por trás da mecânica de
danos é a de que todas as complicações presentes num processo de fratura pode ser incluída
no campo D, que irá então evoluir de acordo com alguma lei preceituada, refletindo o micro-
trincamento dentro do material.

Alguns modelos estatísticos simples para fratura podem ser utilizados para averiguar a vali-
dade da mecânica de danos. É o caso, por exemplo, da “fratura escalar” e seu análogo elétrico,
provido pelo modelo da rede de fusíveis[28, 29].

3.1.4 Emissão acústica e avalanches

Experimentalmente, é muito difícil acompanhar os processos microscópicos que acontecem du-
rante o processo de fratura. Dentre as possibilidades disponíveis, temos imagens térmicas, diag-
nósticos eletromagnéticos, medidas de deformação superficial incluindo interferometria digital,
diagnóstico de módulo elástico e tomografia tridimensional. Todos eles têm suas desvantagens,
incluindo a falta de resolução temporal e espacial, e a presença de várias fontes de ruído que
tornam difícil a interpretação dos dados.

Talvez a melhor maneira de se caracterizar a dinâmica de micro-trincas seja a emissão
acústica (EA), a qual tem merecido atenção considerável do ponto de vista da física estatística.
EA aparece na fratura frágil devido principalmente à liberação de energia elástica, mas também
pode se originar de fricção interna ou da movimentação de discordâncias, para mencionar umas
poucas causas diferentes. A Fig.3.3 mostra dois eventos subseqüentes num teste de tração numa
amostra de papel. Nela estão destacadas as quantidades mais importantes nesse tipo de sinal:
intervalos de silêncio (abaixo de um dado limiar de amplitude), duração dos eventos e energia
dos eventos. Num experimento lento de fratura, há uma separação entre escalas de tempo, com
exceção, talvez, da eminência final da falha catastrófica.

Existe um considerável volume de trabalhos sobre a relação entre EA e mecanismos mi-
croscópicos de fratura e acumulação de danos versus composição do material, incluindo por
exemplo concreto com metal e compósitos fibrosos, onde o contraste entre fibra e matriz per-
mite tal distinção.

As questões de interesse são: como a estatística de EA depende da taxa de carregamento,
da dimensionalidade, do material e do modo de fratura? De forma simples, a energia acústica
integrada deve dizer algo a respeito da perda de energia elástica, sendo assim proporcional a
(1−D) (em termos de uma variável de dano escalar). A partir de uma variedade de experimen-
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Figura 3.3: Exemplo de medida de EA durante processo de fratura. Dois eventos em geral
estão temporalmente espaçados e são caracterizados por por intervalos de tempo τi e energia Ei.
(extraído da ref.[26]).
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3.2. MATERIAIS NÃO HOMOGÊNEOS

tos que incluem variadas condições de carregamento, como tensão, compressão e cisalhamento,
e mesmo carregamento sob condições de deformação plástica a altas temperaturas, com mate-
riais diversos, o que se observou é que os intervalos de silêncio τ e as energias dos eventos E

obedecem uma estatística análoga à lei dos terremotos. Para a energia, temos

P(E)∼ E−β , (3.17)

e para τ , temos
P(τ)∼ τ

−α ,

onde os expoentes α e β são os equivalentes daqueles descritos nas leis de Gutemberg-Richter
e Omori para os terremotos.

3.2 Materiais não homogêneos

Todo sólido se rompe se uma carga suficientemente alta é aplicada sobre ele. O valor dessa
carga, assim como a forma e outras características da trinca resultante, depende fortemente do
material e da maneira como essa carga foi aplicada.

A fratura de um material cristalino pode ser tratada teoricamente e várias propriedades
podem ser calculadas a partir de princípios fundamentais. Acontece, no entanto, que a força
necessária para quebrar o cristal obtida a partir de tais cálculos é algumas ordens de grandeza
maior do que aquela de fato observada num ensaio mecânico com um material real. A razão
para que ocorra essa discrepância é simples: materiais reais apresentam “desordem” interna, i.e.
sua estrutura interna não é homogênea como em um cristal perfeito. E acontece que o processo
de fratura é extremamente sensível à desordem [2].

Raramente materiais de interesse prático são perfeitos. Não apenas por serem difíceis de
fabricar, mas freqüentemente a presença de desordem é desejável. Um bom exemplo é o caso
do concreto. Composto de inclusões quimicamente inertes de origem mineral, chamadas agre-
gados, e um ligante, o cimento, que endurece com adição de água, ele é basicamente um com-
pósito, com uma fração de inclusões atipicamente alta. Devido a seu caráter mineral, ele trinca
sob compressão; devido a seu caráter granular, essas trincas permanecem estáveis por muito
tempo, permitindo que ele seja amplamente utilizado na construção civil.

Outro bom exemplo são os canos de cobre usados em encanamentos para água quente.
Esses canos são bem maleáveis, a princípio, podendo ser entortados para encaixar perfeitamente
debaixo da pia. Esse processo de entortamento, porém, produz um emaranhado de discordâncias
na estrutura cristalina do cobre, que tornam o cano rígido e durável.

Desordem é um conceito amplo. No primeiro dos dois exemplos acima, a desordem vem do
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fato do material ser um compósito numa escala mesoscópica – i.e. uma escala bem maior que
a escala atômica ou microscópica, mas mesmo assim bem menor que as dimensões da amostra
em si [2]. No segundo exemplo, a desordem está na estrutura cristalina do cobre, i.e. na escala
microscópica.

3.3 Materiais compósitos

Pode-se dizer, sem correr risco de exagero, que as ciências dos materiais são indispensáveis
para o progresso tecnológico. Não é preciso ser um tecnólogo para saber que qualquer projeto
arrojado de aeronave não será factível nem economicamente viável sem que estejam disponíveis
materiais que atendam às solicitações de esforço mecânico com baixo peso e custo conveniente.
Não importa qual seja o campo do desenvolvimento tecnológico, a limitação final será sempre o
material. E é nesse ponto que materiais compósitos podem fornecer uma resposta fabulosa para
a busca de materiais otimizados para cada aplicação específica. Sim, hoje pode-se dizer que
para cada aplicação, cada peça de um artefato, um material específico pode ser utilizado[24].

A própria natureza é pródiga em materiais compósitos bem sucedidos. A folha de um co-
queiro usa o conceito de um material reforçado com fibras. Fibras de celulose embebidas numa
matriz de lignina formam a madeira, combinando a resistência à tração inerente às fibras de
celulose com a rigidez da lignina, que também fornece coesão ao conjunto. Ossos e outros
vários tecidos, bem como rochas são outros exemplos de compósitos naturais. Antes que o ho-
mem começasse a sintetizar qualquer material, já explorava a variedade e especificidade desses
materiais em aplicações e ferramentas diversas.

A idéia por trás do uso de materiais compósitos é poder combinar dois (ou mais) materiais
e criar um novo sistema com performance superior àquela dos materiais componentes tomados
individualmente. Com isso consegue-se uma grande flexibilidade na concepção de um projeto;
em outras palavras, cria-se um artefato qualquer com as preocupações de utilidade e design,
depois disso cria-se um material compósito sob encomenda, que deverá atender às necessidades
de funcionalidade e custo para comercialização do artefato.

Não é sem razão, portanto, que desde o início do séc. 20, muito tem se pesquisado sobre
as propriedades de compósitos para as mais diversas solicitações e exigências: carregamento,
fadiga, ambientes corrosivos, resistência térmica, dureza, rigidez, condutividade, proprieda-
des magnéticas, flexibilidade, resiliência, aplicações médicas, etc. E um dos interesses, quase
sempre presente, diz respeito às propriedades mecânicas de um material, freqüentemente sua
tenacidade à fratura.

Resinas reforçadas com fibra de vidro são utilizadas desde o primeiro quartil do século 20.
Esses materiais são bem leves e resistentes, embora sua rigidez não seja muito alta, principal-
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mente porque as fibras de vidro em si não sejam muito rígidas. O terceiro quartil do século 20
assistiu ao surgimento daquelas que vieram a ser chamadas de fibras avançadas. Como exem-
plo, temos as fibras de boro, de carbono, de carbeto de silício e de alumina. Todas com altos
valores de módulo de Young (alta rigidez). Essas fibras foram usadas como reforço em ma-
trizes metálicas, cerâmicas e de resina. Compósitos fibrosos se tornaram mais difundidos que
outros tipos pela simples razão que os materiais, em sua maioria, são mais resistentes e rígidos
na forma de fibras. Há que se ressaltar, no entanto, que o efeito do reforço se dá quase que
totalmente na direção de alinhamento das fibras, quase nenhum efeito de reforço sendo notado
no sentido transversal a elas. Obviamente pode-se arranjar as fibras em padrões bi ou tridimen-
sionais, mas cada orientação receberá reforço somente daquelas fibras que se alinham com essa
dada direção.

É bom ressaltar que materiais reforçados por fibras não são de forma alguma as únicas
formas de compósitos. Precipitados esferoidais ou aciculares numa matriz metálica, esferulitas
numa matriz carbonácea (de epoxi, por exemplo), ensanduichados e laminados são algumas
outras formas que podem garantir outras propriedades específicas e mesmo não mecânicas,
como já salientadas no texto.

3.4 Simulação de fraturas em sistemas desordenados

Quando se almeja descrever a fratura de materiais nos casos em que é importante considerar a
presença de desordem, uma das abordagens possíveis é a de se estabelecer algumas regras mi-

croscópicas, que determinam o comportamento mecânico do meio, e também a maneira como a
ruptura deve acontecer. Se o meio é homogêneo e a ruptura determinística, é possível, em geral,
saber de forma simples como será o comportamento macroscópico do material. A maioria dos
sistemas, no entanto, é um pouco mais complexa, e não podem ser considerados homogêneos,
já que seu caráter heterogêneo influencia fortemente seu comportamento mecânico.

Como se deve, então, encarar esta situação e obter alguma informação a nível macroscó-
pico, partindo do nível microscópico e levando em consideração flutuações locais devidas à
desordem? Esta é uma questão bem abrangente e que aparece em diversos ramos da física e da
mecânica.

Dentre as várias maneiras de se tratar diretamente o problema da desordem, pode-se em
geral destacar três abordagens diferentes[2]: campo médio, modelos locais e renormalização.

• Campo médio: a abordagem por campo médio consiste em se ignorar o arranjo espacial
detalhado em torno de um dado elemento de volume. O entorno de um elemento de volume
é representado por um meio homogêneo. Desse modo, cada elemento interage igualmente
com os demais, e essas interações são representadas por um meio homogêneo “equivalente”.
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Estas condições implicam em se ter o campo médio como boa aproximação (1) quando as
interações forem de longo alcance, (2) para problemas que não sejam extremamente sensíveis à
presença de desordem, (3) para dimensões altas. O método auto-consistente para se determinar
as propriedades elásticas equivalentes de um compósito elástico heterogêneo é um exemplo
típico de um tratamento por campo médio [30]. Ele dá bons resultados quando a desordem é
fraca, ou seja, quando a razão entre os volumes do componente macio e do componente rígido
é próxima de um. Para o caso de diluição aleatória, ele ainda fornece bons resultados quando
a concentração de vazios é pequena. Próximo do limiar de percolação, o comportamento de
campo médio só é válido acima da dimensão crítica superior, i.e. d ≥ 6. Acontece que fratura é
muito mais sensível a desordem do que a elasticidade e, portanto, é esperado que campo médio
forneça resultados bem pobres em dimensões espaciais (d = 2,3). Além do que, a fratura em
si amplia de tal forma o efeito das heterogeneidades pré-existentes, que a desordem inicial não
pode ser ignorada. A ruptura final resulta da complexa interrelação entre a desordem inicial
e as heterogeneidades causadas pela própria fratura. Alguns modelos tendem a indicar que o
estágio final de ruptura pode ser interpretado como um ponto crítico [31]. Este fato levanta
sérias dúvidas a respeito das conclusões sobre o estágio final de ruptura numa abordagem de
campo médio.

• Local: uma idéia completamente diferente reside por trás da abordagem local, onde se tenta
reproduzir o comportamento microscópico da forma mais fiel possível, partindo-se de princí-
pios fundamentais. Este é, por exemplo, o caso da dinâmica molecular. Uma vez que se escolha
a interação entre átomos, a dinâmica molecular deverá fornecer automaticamente as proprieda-
des de elasticidade, plasticidade, viscosidade, danos e fratura sem que seja necessário inserir
de maneira ad hoc qualquer comportamento reológico ao modelo. Fato é que tal abordagem
aplicada a fratura é em geral tão pesada que somente resultados para pequenos sistemas podem
ser obtidos e, portanto, não se pode conseguir conclusões muito assertivas desse tipo de estudo.

• Renormalização: a física estatística veio a introduzir uma ferramenta muito poderosa para o
estudo de fenômenos críticos que explora a auto-similaridade: a renormalização. Ela consiste
em se expressar a invariância de certas quantidades físicas sob a mudança de escala de tamanho.
No cenário da teoria de campo, este método tem fornecido muitos resultados para fenômenos
críticos. Embora pareça bastante adequado para o problema de fratura, tentativas neste sentido
são muito difíceis de se aplicar em casos mais realistas. Nas poucas situações em que esta
técnica vem a ser usada, há várias aproximações e a utilização de geometrias simplistas e sem
significado físico.
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3.5 Modelos de rede

Modelos de rede constituem uma formulação numericamente mais amigável, alternativa à dinâ-
mica molecular, e feita a partir da discretização das equações do contínuo. Neste caso, o meio
é reduzido a um conjunto de pontos incrustados numa grade. São consideradas somente leis
locais, como o balanço de força e de momento, e sua implementação envolve apenas vizinhos
próximos (primeiros, segundos, . . . , de acordo com o modelo). Matematicamente, o cálculo de
propriedades coletivas se reduz a resolver um conjunto de equações lineares acopladas.

Evidentemente, esses métodos não têm a pretensão de descrever a natureza em nível atô-
mico, como a dinâmica molecular, mas têm validade em escalas de tamanho bem maiores, onde
o meio pode ser descrito por campos vetoriais contínuos. Assim, não é preciso preocupar-se
com potenciais de interação realistas. Por outro lado, a quebra da rede não é uma consequência
natural da simulação, como acontece na dinâmica molecular; ela deve ser acrescentada artifici-
almente ao modelo como uma regra adicional.

Uma grande vantagem dos modelos de rede é que eles permitem a introdução da desordem
de maneira natural. Uma vantagem ainda maior é que as redes são mais “rígidas” que um cristal
da dinâmica molecular, já que aqui tem-se os vizinhos fixos e a quebra de uma ligação é uma
decisão binária irreversível. Conseqüentemente, trincas ainda pequenas já são distinguíveis e é
possível simular muitas trincas simultaneamente, atendo-se a tamanhos de rede moderados.

No contexto dos modelos de rede, cada ligação representa o sistema numa escala mesos-
cópica e é, portanto, caracterizada por uma lei constitutiva, que no caso mais simples deve ser
apenas linear até um dado limiar de quebra, como mostrado na figura3.4 .

σ,i

ε ,vε
c
v

c

Figura 3.4: Lei constitutiva para cada ligação de um modelo de rede, seja para ocaso elé-
trico(corrente i versus voltagem v) ou para o caso elástico (tensão σ versus deformação ε). O
limiar de quebra é vc ou εc, respectivamente.

O limite de resistência da ligação é dado por seu limiar e seu módulo de elasticidade, pela
inclinação da reta. A desordem pode agora ser introduzida facilmente, permitindo-se que as
ligações de uma mesma rede tenham diferentes leis constitutivas.

Pensando-se em variações espaciais de densidade, como no caso de meios porosos, a mo-
delagem pode ser feita removendo-se ligações com probabilidade q = 1− p, antes de iniciar
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3.5. MODELOS DE REDE

o processo de quebra. Algo que vem sendo vastamente estudado tanto para redes mecânicas
como para redes elétricas [3, 32, 33, 34, 35, 36].

A abordagem da física estatística para o problema de fratura de materiais geralmente se ba-
seia em simulações numéricas de modelos de rede, o que permite uma descrição relativamente
simples dos elementos desordem e elasticidade. O meio elástico é representado por uma rede
de molas ou de hastes. A desordem é modelada, por exemplo, impondo-se às molas limiares de
resistência aleatórios ou removendo uma fração das ligações. Dessa forma, o modelo retém as
características tensoriais e de longo alcance das interações. O deslocamento local pode ser en-
contrado através de métodos padrões para a solução de sistemas de equações lineares acopladas.
A rede é carregada (tensionada) e o processo de fratura pode ser acompanhado, passo a passo
numa seqüência de quase-equilíbrio. A pedra angular neste sentido tem sido, nos últimos vinte
anos, o modelo da rede de fusíveis aleatórios (MRFA)[3], um modelo de rede para a fratura
de materiais sólidos no qual, como uma simplificação adicional determinante, a elasticidade
vetorial é substituída por um campo escalar.

À medida que o dano se acumula, observa-se um intrigante efeito histórico: na fratura
frágil, micro-trincas crescem pela falha dos elementos mais frágeis[26]. Na fratura dúctil, há o
acúmulo de discordâncias ou de deformações plásticas, e em materiais viscoelásticos há uma
variedade de mecanismos complexos de relaxação de tensões somando-se a falhas irreversíveis.
Enquanto isso, o campo de tensões evolui numa estrutura cada vez menos homogênea. Isso
surge da maneira mais simples, pela interação entre micro-trincas, que podem blindar umas às
outras ou agir de forma conjunta para aumentar a tensão em vários pontos do material.

Além de simulações numéricas, os modelos de rede são também úteis para se obter no-
vas idéias teóricas e novas abordagens para o problema. A idéia é desenvolver uma descrição
probabilística da fratura envolvendo a interrelação entre propriedades “congeladas”, tais como
micro-trincas, e o ruído “térmico”. As primeiras são independentes do tempo, congeladas den-
tro de uma amostra, e afetadas por quaisquer influências externas às quais a amostra esteja
sujeita, e as conseqüências internas (o crescimento das micro-trincas). O ruído térmico advém
dos efeitos do ambiente e das flutuações coarse-grained em nível atômico. A esse respeito, os
modelos de feixe de fibras representam uma idealização útil e a base para desenvolvimentos
teóricos mais complexos [37, 38].

Pensando em algo mais aplicado, os modelos de rede oferecem uma alternativa válida aos
cálculos com elementos finitos, especialmente naqueles casos em que a desordem estrutural e a
não-homogeneidade estão presentes de forma particularmente intensa ([39] apud [26]).
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3.6 Avalanches

A curva de carregamento dos modelos de fratura, tais como o MRFA, é caracterizada por avalan-
ches de eventos de falha. Há de se esperar que se observe uma lei de potência para a ocorrência
destes eventos. Uma questão teórica importante é se os expoentes medidos nos modelos de
redes são universais, ou seja, se é sempre o mesmo para modelos diferentes. Do lado expe-
rimental, a dificuldade principal é relacionar o expoente das avalanches com a estatística dos
dados experimentais de emissão acústica. Em ambos os casos, deve-se perguntar qual é a re-
lação entre as avalanches, com toda a dinâmica nela subentendida, e a formação de trincas e a
mecânica de danos. Nas simulações com modelos de rede, o tamanho s das avalanches é tipica-
mente definido como o número de ligações que se rompem sem que se aumente o carregamento
aplicado. Embora esse tamanho de avalanche não seja diretamente equivalente à energia nas
emissões acústicas, sob certas circunstâncias é possível relacionar as duas.

Há estatísticas de avalanches para simulações em duas e três dimensões do MRFA [40,
41, 42, 43]. Enquanto, a princípio se acreditava que o modelo de feixe de fibras e o modelo
da rede de fusíveis aleatórios pertenceriam a mesma classe de universalidade[40, 41, 42], com
o expoente τ = 5/2, simulações recentes com tamanhos maiores de rede mostraram um certo
desvio em relação ao valor esperado desse expoente. Mas o fato desconcertante é que os valores
obtidos para este expoente se mostraram dependentes da topologia da rede.

28



Capítulo 4

Tese: A rede de fusíveis invariante por
escala para a simulação de fratura de
materiais compósitos

4.1 Modelo

No clássico modelo da rede de fusíveis, estes são colocados aleatoriamente nas ligações de uma
rede hipercúbica d-dimensional. A figura 4.1 mostra o caso bidimensional.

Dois terminais condutores são colocados nas extremidades opostas e uma voltagem V é
aplicada entre esses dois terminais. Uma voltagem suficientemente alta irá queimar um ou
mais fusíveis e eventualmente levar o sistema a uma ruptura ou falha total, quando não há mais
condução alguma de corrente.

Os fusíveis podem ser idênticos, i.e. ter condutâncias g j tolerâncias ic j idênticas. Nesse
caso a desordem é introduzida pela diluição das ligações da rede, respeitando o limite de per-
colação, como na fig.4.1(a). Este foi o primeiro modelo proposto por de Arcangelis et al.[3],
denominado rede aleatória de fusíveis.

Um arranjo diferente, proposto mais tarde [4, 5], é feito com uma rede quadrada regular,
como na fig.4.1(b). Nesse caso a desordem vem de uma distribuição estatística das característi-
cas dos fusíveis (condutância e/ou tolerância).

Uma revisão bibliográfica revela a aplicabilidade de tais modelos e a intensa investigação
feita sobre os mesmos. Começando com análise da rede aleatória de fusíveis sob a ótica da
teoria de percolação, estudo da geometria das trincas e relações de escala [28], inferindo com-
portamentos semelhantes para os problemas de fratura frágil e ruptura dielétrica.

O problema da quebra da rigidez dielétrica já era explorado em 1987 através da rede alea-
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V

(a) Diluído

V

(b) Rede regular

Figura 4.1: Rede de fusíveis bidimensional.

tória de fusíveis, partindo-se de diferentes abordagens [44].

Variações do modelo original, considerando uma rede de resistores não lineares também
foram exploradas [45].

Considerando o segundo modelo original (fig.4.1.b), totalmente preenchido e com limiares
de tensão uniformemente distribuídos no intervalo de v− = 1−w/2 a v+ = 1+w/2, de Arcan-
gelis et al. [46] identificaram uma transição de fase entre regime de fratura frágil (w < wc) e de
fratura dúctil (w > wc), montando um diagrama de fase com w e o tamanho da rede L.

Sirakoff et al [47] analisaram a rede aleatória de fusíveis sob várias distribuições de propri-
edades e mostraram que a variação dos limiares de voltagem tem um efeito mais significativo
do que a variação nas condutâncias. Chamando a atenção, inclusive, para o caso da distribuição
de limiares por lei de potência como sendo aquele que introduz a maior desordem.

Medições experimentais da rugosidade de trincas de fratura frágil [48] mostraram concor-
dância com resultados obtidos pelo modelo da rede aleatória de fusíveis quanto à largura da
interface da trinca [49].

Batrouni et al [50] mostraram que, dependendo da desordem, a adição de um pequeno ruído
à distribuição de limiares de ruptura pode ou não mudar completamente o processo subseqüente
de quebra de uma rede aleatória de fusíveis.

O estudo da condutividade de um material compósito isotrópico, constituído de flocos de
grafite embebidos numa matriz de epoxy [51], demonstrou ser modelável pela versão não linear
da rede aleatória de fusíveis [45].

Outra confirmação prática dos resultados do modelo fez-se pelo estudo de epoxy incrus-
tados com fibras ou micro-contas de carbono [52], que podem ser usados em dispositivos de
segurança elétrica, devido aos altos coeficientes de expansão térmicas que combinados ao efeito

30



4.1. MODELO

joule transformam-no em uma espécie de disjuntor.

Um mapeamento aproximado entre a rede aleatória de fusíveis e um modelo de Ising de
campo de dipolo aleatório foi apresentado por Barthelemy et al [53]. O estado do dano na
rede era associado a uma configuração meta-estável dos spins. Tratamento por campo médio,
soluções numéricas e argumentos heurísticos abalizaram a ampla validade dessa aproximação e
resultaram num diagrama de fases generalizado.

Considerando um modelo quase bi-dimensional da rede aleatória de fusíveis, onde se con-
fina a trinca entre duas placas horizontais, Zapperi et al [54] investigaram o efeito sobre a rugo-
sidade da nucleação de micro-trincas à frente de uma trinca plana em propagação e estudaram
a zona de danos.

Finalmente, a hercúlea implementação experimental do modelo da rede aleatória de fusí-
veis, usando fios de cobre o palha de aço, revelou a verificação de leis de escala somente no
regime desordenado[55].

Como se vê nessa despretensiosa revisão, não são poucas as aplicações de tal modelo e seus
desdobramentos nas ciências dos materiais.

O que se propõe aqui é valer-se da desordem inerente à topologia das redes complexas, em
particular das redes invariantes por escala (RIE), uma vez que estas são marcadas pela distribui-
ção de graus de incidência na forma de uma lei de potência e por comprimentos característicos
curtos [8, 9, 10]. As possibilidades de combinações de conectividade dos terminais para cada
fusível são ilimitadas (na verdade, limitadas apenas pela conectividade máxima, que por sua
vez é limitada apenas pelo tamanho da rede).

4.1.1 Definição dos modos de carregamento

A rede de fusíveis numa rede quadrada tem claramente definidos dois conjuntos de nós a serem
conectados aos terminais da fonte de tensão (ou corrente), geralmente a fileira superior e a
fileira inferior de nós. Entretanto, essa questão não está de forma alguma clara para as redes
complexas. Propõe-se aqui, portanto, partindo de noções intuitivas de centro e periferia de uma
rede, estudar três modelos diferentes de carregamento de uma rede complexa de fusíveis.

A região periférica de uma rede é agora definida como o conjunto de todos os nós com
conectividade ki = m. Estes são os nós que nunca receberam nenhuma conexão após serem
adicionados à rede. Eles correspondem aos nós de menor conectividade na rede e estão, muito
provavelmente, dentre os últimos nós a serem incluídos nela.

Inversamente, o nó central passa a ser definido como o nó mais conectado.

Tomando-se essas definições, três diferentes modos de carregamento serão estudados:
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1. Um terminal da fonte de voltagem é ligado ao nó central e o outro terminal é ligado à
periferia.

2. A região periférica é dividida em dois conjuntos com iguais números de nós (ou diferindo
por um) e cada conjunto é conectado a um dos terminais da fonte de tensão.

3. Alguns nós não periféricos, escolhidos aleatoriamente, são conectados a um terminal da
fonte e a periferia é conectada ao outro terminal.1

Os nós periféricos na verdade são transformados num único nó, nos casos 1 e 3, ou dois nós, no
caso 2. Ao longo do texto, eles são algumas vezes chamados de terminais periféricos.

4.2 Métodos

Para lidar com o incômodo problema de analisar um circuito tão complexo quanto aquele cri-
ado por uma RIE, faz-se aqui intenso uso da teoria dos grafos. A analogia entre um circuito
elétrico e um grafo direcionado é completa [56]. As leis de Kirchhoff para as correntes e para
a voltagem são na verdade postulados gerais sobre a incidência e propriedades de circuitos em
grafos direcionados.

Primeiramente, é preciso falar sobre as formas de se armazenar um grafo em listas e ma-
trizes. Isso será mostrado na seção 4.2.1. Em seguida, na seção 4.2.2, será descrito detalha-
damente o emprego da teoria de grafos para a solução de circuitos resistivos, para, logo em
seguida, apresentar os métodos especificamente aqui utilizados para tratar a queima de fusíveis.

4.2.1 Representação de grafos

Lista de adjacência ou dicionário

Esta forma é a mais conveniente para a entrada de dados, pela simplicidade e economia de sua
apresentação; é construída como um conjunto de listas de vértices, cada lista sendo formada
por um vértice e pelo conjunto de vértices que recebem dele um arco ou que com ele partilham

uma aresta. No caso orientado existe uma opção (dual direcional) de se formar uma lista com os
vértices que enviam um arco ao vértice inicial; um grafo orientado possui, portanto, duas listas
de adjacência equivalentes.

O exemplo da fig.4.2 apresenta as duas listas de adjacência de um grafo orientado. A pri-
meira indica quais vértices recebem arcos de um vértice dado (indicado na coluna da esquerda)

1Mais adiante, quando se mostar o caso das redes apolonianas, será proposto um novo modo de carregamento
que deverá substituir o modo 3.
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origem destino destino origem
1 2, 4, 5 1 6
2 3, 6 2 1, 3, 7
3 2, 5, 7 3 2, 5, 7
4 4, 6, 7 4 1, 4, 6, 7
5 3, 8 5 1, 3, 6
6 1, 4, 5, 8 6 2, 4
7 2, 3, 4 7 3, 4
8 8 5, 6

1
2

3

5

8

7

6

4

Figura 4.2: Listas de adjacência de um grafo orientado (à direita).

e a segunda, quais vértices enviam arcos para um vértice dado (também indicado na coluna da
esquerda. Naturalmente, a primeira lista favorece algoritmos de busca a partir do vértice de
origem e a segunda, buscas a partir do vértice de destino.

A lista de adjacência considera, implicitamente, o grafo como orientado – isto porque, se
existirem arcos de sentidos opostos (simétricos) da forma (x,y) e (y,x) por exemplo, o primeiro
aparecerá indicado na lista de x e o segundo na lista de y. Ao se trabalhar com grafos não-
orientados pode-se , portanto, indicar cada ligação por apenas um dos sentidos. Nessa condições
poderá ser interessante – embora não obrigatório – tomar-se a precaução de incluir na lista de
cada vértice apenas os vértices de índice adiante do seu (por algum critério de ordenação) que
lhe são ligados; dessa forma se evitarão repetições.

Matriz de adjacência

Há diversas representações matriciais de estruturas de grafo e o seu uso está, habitualmente, as-
sociado à necessidade da realização de cálculos envolvendo dados estruturais. A mais utilizada
é a a matriz de adjacência. Trata-se de uma matriz quadrada de ordem n (igual ao número de
nós do grafo) na qual se associa cada linha e cada coluna a um vértice. Os dados estruturais
correspondem a valores nulos associados à ausência de ligações e valores não nulos (habitual-
mente iguais a 1 quando o grafo não for valorado) nas posições (i, j) associadas à presença de
arcos, ou seja:

A = [ai j] ai j = 1 ⇔ existe a ligação i− j

ai j = 0 ⇔ não existe a ligação i− j
(4.1)

Um exemplo do caso orientado é mostrado na Fig.4.3.

A matriz de adjacência não é a forma mais econômica de representação de grafos; ela ocupa
n2 posições de memória (embora possa-se sempre utilizar armazenagem bit a bit), enquanto a
lista de adjacência utiliza apenas n+m posições. No entanto, seu uso é bastante mais simples e
pode incluir informações quantitativas sobre as ligações.
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1 2 3 4

1 0 1 0 1
2 0 0 1 1
3 1 0 0 0
4 0 1 1 0

Figura 4.3: Matriz de adjacência de um grafo orientado (à direita).

A matriz de adjacência de um grafo não orientado pode ser representada na forma triangular
(superior ou inferior) ou simétrica, uma vez que não há distinção ente os dois sentidos possíveis
para cada aresta.

Matriz de incidência

É uma matriz de dimensões n×m, na qual cada linha corresponde a um vértice e cada coluna a
uma ligação.

Seja um grafo G = (P,E) orientado e sem laços, ou seja, sem arcos que liguem um nó a ele
mesmo. E = [Ek] é o conjunto dos arcos, ou ligações, do grafo. Para cada ligação Ek = {ik, , jk}
do grafo G, teremos dois elementos da matriz de incidência, B = [blk], ondebik,k = +1 ⇒ o arco k parte do nó ik

b jk,k =−1 ⇒ o arco k incide sobre o nó jk
(4.2)

Para G = (E,P) não orientado, teremos B = [blk], onde bik,k = b jk,k = 1.

Um exemplo para o caso orientado está mostrado na Fig.4.4 , onde os arcos existentes estão
rotulados na ordem lexicográfica dos pares de vértices a eles associados.

1 2 3 4 5
1 +1 -1 +1
2 -1 +1
3 +1 +1
4 -1 -1 -1

Figura 4.4: Matriz de incidência de um grafo orientado (à direita). Linhas correspondem aos
nós; colunas, às ligações.

A matriz de incidência tem o inconveniente de ser esparsa, ocupando espaço de memória
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desnecessariamente num programa de computador. Este problema aumenta com n (esparsidade
(n−2)/n, para grafos).

4.2.2 A teoria de grafos para a rede de fusíveis

O circuito elétrico da rede de fusíveis pode ser mapeado sobre um grafo direcionado, onde
cada ligação corresponde a um elemento do circuito (um resistor ou uma fonte de tensão) e
os nós simplesmente correspondem a nós do circuito. A cada ligação é atribuído um valor de
condutância G j e cada ligação tem duas variáveis associadas a si: a corrente através dela e a
voltagem sobre ela. Assim a lei de Kirchhoff para a corrente é representada simplesmente por

Ai = 0 (4.3)

onde A é a matriz de incidência reduzida do grafo que representa a rede. A matriz de incidência
reduzida de um grafo é obtida eliminando uma de suas linhas, ou seja, desprezando a informação
sobre a incidência em um de seus nós. Isso se deve ao fato de que, num circuito, a lei dos nós
aplicada a todos os nós gera uma de suas equação linearmente dependente das demais e deve
ser eliminada.

Um elemento típico de uma rede resistiva [56] é mostrado na figura 4.5.

Figura 4.5: Elemento típico de uma rede resistiva. Se o elemento for uma fonte de voltagem,
is, j é zero; se for uma fonte de corrente, vs, j é zero; e se for um fusível (um resistor, portanto)
tanto is, j quanto vs, j são nulos.

O índice subscrito j indica que se trata do j-ésimo elemento do circuito (a j-ésima ligação
da rede) e o subscrito s indica tratar-se de uma fonte ou gerador. Da figura 4.5 segue que

i j = G jv j + is, j−G jvs, j, j = 1,2, . . . ,e. (4.4)

sendo que e é o número total de elementos do circuito ou arcos do grafo. O conjunto de equações
4.4 pode ser escrito na forma vetorial

i = Gv+ is−Gvs, (4.5)

35



4.2. MÉTODOS

onde a matriz de condutância G é uma matriz diagonal com cada elemento G j j correspondendo
à condutância do j-ésimo elemento do circuito.

A análise da rede resistiva, correspondendo à lei de Kirchhoff para a corrente, eq. (4.3),
pode agora ser escrita como

AGv+Ais−AGvs = 0. (4.6)

Se vn for o vetor das voltagens dos nós em relação a um nó datum de referência, o vetor v
das voltagens sobre cada elemento do circuito pode ser escrito como

v = Atvn. (4.7)

Usando (4.7) na eq.(4.6) e considerando que a rede seja alimentada apenas por uma fonte de
tensão (is = 0), tem-se

AGAtvn = AGvs. (4.8)

Definindo-se a matriz de admitância dos nós Y = AGAt , a análise da corrente para a rede
resulta na expressão

Yvn = in (4.9)

onde in = AGvs.

Uma vez que Y é inversível, vn pode ser encontrado por meio da eq.(4.9). A eq.(4.7) forne-
cerá, então v e a eq.(4.5) fornecerá por fim i, o vetor das correntes através de cada elemento.

Depois de gerada uma rede invariante por escala, cada uma de suas e ligações é tida como
um fusível, todos eles tendo a mesma condutância G j = 1 a mesma tolerância ic, j = 1. Uma
voltagem externa vs = 1 é então aplicada a essa rede, adicionando-se um elemento extra. O
vetor vs, correspondente às fontes de tensão tem um único elemento não nulo, que é seu (e+1)-
ésimo elemento. Para se garantir que Y seja inversível, a fonte de tensão deve ser não ideal;
logo sua condutância também é feita unitária.

O procedimento experimental (experimento in machina) com uma rede começa com a in-
versão de Y para se obter vn, v e finalmente i, por meio das eqs. (4.9), (4.7) e (4.5). A voltagem
externa vs é sempre 1, mas a voltagem real nos terminais de voltagem é ve+1 = vs−Ge+1ie+1 =
vs− ie+1 (lembrando que o índice e+1 representa o elemento extra adicionado, ou seja, a fonte
de tensão).

O fusível mais quente é aquele com maior valor para a razão λ = i j/ic, j, que será chamada
λmax de agora em diante. Assim, a voltagem externa (real) que irá queimar o fusível mais quente
é V = ve+1/λmax, e a corrente total I = ie+1/λmax. A queima de um fusível significa que ele é
irreversivelmente removido da rede. As correntes são recalculadas e novamente o fusível mais
quente é removido para um novo valor de V e I, o que definirá uma seqüência (Vm, Im), com m
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indo desde 1 até a ordem do último fusível a ser queimado, o que corresponde à ruptura da rede,
quando não há mais a condução de corrente alguma pelo circuito.

Depois que o m-ésimo fusível, que liga o nó r ao nó s, é queimado e removido da rede, a
nova matriz de admitância Y será dada por

Ym+1 = Ym−Grswwt

onde w é um vetor cujos elementos são dados por
wr = 1
ws =−1
w j = 0, para j 6= r e j 6= s.

e Grs é a condutância do fusível que conecta o nó r ao nó s. Vantagens computacionais signifi-
cativas podem ser ganhas se a inversa da matriz Ym for simplesmente atualizada pela conhecida
fórmula de Shermon-Morrison-Woodbury[57, 58, 59]

Y−1
m+1 = Y−1

m +
[

frs
uut

(1−Grswtu)

]
onde

u = Y−1
m w.

Para uma avaliação inicial do método, utilizou-se o software livre para cálculos científicos
Scilab [60], que inclui ferramentas para grafos e solução de sistemas lineares esparsos. Uma
vez consolidado o método, partiu-se para sua implementação em código FORTRAN 95, o que
permitiu trabalhar-se com redes maiores e incluir a utilização de métodos numéricos mais es-
pecíficos e mais otimizados para os casos aqui abordados.
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Capítulo 5

Resultados e discussão

5.1 A rede Barabási-Albert de Fusíveis

Esta seção apresenta os primeiros resultados utilizando a rede Barabási-Albert no modelo de
redes de fusíveis. Uma contribuição original, publicada em [61]. Os três modos de carrega-
mento definidos no capítulo 4 são testados e revelam similaridades com resultados de curvas de
carregamento para materiais reforçados por fibras.

5.1.1 Modo de carregamento 1

O modo de carregamento 1 ou, simplesmente, modo 1, como descrito na página 31, refere-se a
uma confluência de carga para o centro. O que significa que as ligações incidentes sobre este
nó central são aquelas com maiores chances de serem sobrecarregadas. A figura 5.1 confirma
isso. Ela mostra uma pequena rede ao final da simulação, quando não há mais nenhum fluxo de
corrente, já que o sistema se rompeu.

É este o resultado típico; todas as ligações incidentes sobre o nó central falharam. A ana-
logia mecânica sugere um regime de fratura onde há uma trinca ou concentrador de tensão
dominante. A partir disso a trinca evolui, sem uma contribuição significativa do coalescimento
de microtrincas.

A plotagem da corrente vs. tensão para este modo de carregamento é mostrada na fig.5.2,
onde corrente e tensão foram devidamente normalizados, dividindo-os por L o número de nós,
fixado em 1000 para todas as simulações nesta seção.

O perfil visto na fig.5.2(b) se assemelha à curva tensão-deformação de um material elástico
reforçado por fibras também feitas de um material elástico, porém mais tenaz, como no caso de
vidro reforçado por fibras de carbono [2] ou fibras de carbono numa matriz carbonácea [24]. As
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C

P

Figura 5.1: Imagem típica após a falha final da rede no modo 1. As linhas grossas são os fusíveis
queimados. O nó central (C) está na parte de cima da figura. O terminal periférico (P) está à
direita. A rede é feita pequena simplesmente para facilitar a visualização.
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Figura 5.2: Curva I×V para o modo 1 numa rede de 1000 nós e 3000 fusíveis. (a) Uma única
amostra, com as setas indicando a seqüência dos valores de V e I durante p processo de queima
dos fusíveis. (b) Média sobre 100 amostras.
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P1 P2

C

Figura 5.3: Cenário típico da ruptura final sob modo de carregamento 2. As linhas mais grossas
indicam os fusíveis que queimaram ao longo do processo. C denota o nó central; P1 e P2
reúnem cada uma das metades da região periférica. A rede foi feita pequena para facilitar a
visualização.

fibras é sabido, previnem a ocorrência da falha catastrófica nestes casos.

5.1.2 Modo de carregamento 2

Este modo, como descrito na página 32, sugere que se estaria evitando aquela total confluência
para o nó central vista no modo 1. No entanto, a ruptura acaba se definindo na vizinhança de
uma das periferias, como se observa na fig.5.3.

Qualquer desequilíbrio entre as duas metades de periferia irá desencadear uma avalanche
num dos “lados”.

A fig.5.4 mostra o comportamento da curva I vs.V durante a seqüência de queima de fusí-
veis para este caso. Na fig.5.4(a) é possível ver que acontece uma oscilação significativa quando
se observa uma única amostra. As setas explicitam a seqüência de queimas. Quando se faz a
média sobre 100 amostras, as oscilações se atenuam sensivelmente, como se vê na fig.5.4(b).

Quando se considera o caso de ensaios com controle de voltagem, em que V cresce mo-
notonicamente sem nunca decrescer, a curva que se obtém é aquela mostrada na fig.5.4(c). O
correspondente mecânico nesse caso seria um ensaio com controle de deformação. Nesse caso
observa-se uma transição suave, que não é vista nos casos 1 e 3 (descrito a seguir). Em ensaio
mecânico isso ocorre quando há bridging, depois do surgimento de microtrincas distribuídas
pela amostra, seguido de falha dos feixes de fibra [24, 62].
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(b) Média sobre 100 amostras.
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(c) Mesmo que (b), mas permitindo somente valores
crescentes de V .

Figura 5.4: Curva IxV para o modo 2 em uma rede de 1000 nós e 3000 ligações. (a) Uma
única amostra, com as setas indicando a seqüência de valores de I e V do processo de queima
de fusíveis. (b) Média sobre 100 amostras. (c) Ensaio com controle da tensão na fonte.

O surgimento de microtrincas pode ser interpretado como a seqüência de quebras na peri-
feria na rede, como se observa neste modo de carregamento.

5.1.3 Modo de carregamento 3

Outra situação é aquela descrita pelo modo 3, definido na página 32 da seção seção 4.1. Nele,
a confluência para o nó central é aliviada ao se escolher uma pequena fração (∼1%) dos nós
para dividir o fluxo que, no caso 1, se destinaria ao nó central. O resultado é uma dispersão de
fusíveis queimados por toda a amostra, como pode ser visto na fig.5.5.

A plotagem da curva corrente versus tensão para este caso mostra uma oscilação interes-
sante, como se observa nas figs.5.6(a) e (b). Para o caso de uma única amostra, é interessante
notar que depois da primeira queima de fusível, as três próximas queimas se dão numa seqüên-
cia decrescente da tolerância geral da rede (valores decrescentes de corrente). A seguir um
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Figura 5.5: Cenário típico após a falha final da rede de fusíveis sob modo de carregamento 3.
As linhas grossas sinalizam os fusíveis que se queimaram ao longo do processo. O nó central é
indicado pela letra C, a periferia é indicada pela letra P; R é o terminal conectado a uma pequena
fração do nós sorteada aleatoriamente. A rede foi feita num tamanho pequeno para facilitar a
visualização.

aumento significativo da tolerância é observado, para novamente dar lugar a uma seqüência
decrescente.

Ao longo de cada seqüência decrescente de tolerância, a condutância geral da rede parece
se manter quase inalterada, uma vez que os valores de I e de V , durante cada seqüência, ficam
sobre uma reta que intercepta o eixo dos V próximo à origem.

Fazendo-se a média sobre 100 amostras, a curva I vs.V continua a mostrar fortes oscila-
ções (fig.5.6(b)). Quando se considera o ensaio com controle de voltagem, com valores de V

monotonicamente crescentes, a curva obtida é aquela que se vê na fig.5.6(c).

Materiais compósitos porosos, do tipo espumas híbridas de vidro bioativo/álcool polivi-
nílico, cuja microestrutura está mostrada na figura 5.7, mostram curvas constitutivas de perfil
semelhante ao da fig.5.6(c). As figuras 5.7 e 5.8 foram extraídas da referência [63].

O tamanho das avalanches deve também ser de interesse, pois pode definir transições onde
fratura catastrófica pode se tornar clara. A figura 5.9 mostra o tamanho cumulativo de avalan-
ches para os três modos de carregamento. O modo 2 é o único a mostrar uma transição clara,
em V/L = 0.00178. Para um sistema real, tal transição abrupta não é desejável. Uma certa ati-
vidade precursora, na verdade, pode ser a garantia de se poder tomar iniciativas preventivas para
se evitar a falha total. Outro problema que aparece no modo 2 é o número exagerado de ligações
que se quebram durante o processo; cerca de cinco vezes o número de ligações quebradas nos
modos 1 ou 3 (estes apresentam números semelhantes entre si).
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(b) Média sobre 100 amostras.
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Figura 5.6: Curva IxV para o modo 3 em uma rede de 1000 nós e 3000 ligações. (a) Uma
única amostra, com as setas indicando a seqüência de valores de I e V do processo de queima
de fusíveis. (b) Média sobre 100 amostras. (c) Ensaio com controle de tensão.

Figura 5.7: Micrografia de MEV, com aumento de 30x, da espuma híbrida com composição (a)
80%vidro/20%PVA, e (b) 40%vidro/60%PVA.
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Figura 5.8: Curvas Tensão x Deformação, em ensaios de compressão, das espumas híbridas de
vidro bioativo/PVA com teores de polímero de 20 a 60%.
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(c) Modo 3.

Figura 5.9: Tamanho cumulativo f das avalanches versus V/L. f é calculado como a fração de
ligações quebradas dentre o total e de ligações.
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O modo 3 apresenta dois aspectos interessantes do ponto de vista de robustez. Primeiro,
o processo de quebra se dá a uma taxa quase constante e se estende por uma gama grande de
valores de voltagem. Segundo, a ruptura final acontece a valor de voltagem bem grande quando
comparado aos outros dois modos.

Para concluir, devemos ponderar que embora a rede de fusíveis não seja um modelo de
simulação onde se introduza diretamente grandezas mecânicas, ela sem dúvida alguma captura
aspectos essenciais da fratura em meios não homogêneos. Dois dos três modelos apresentados
aqui apresentam perfis de resposta em carregamento com clara correspondência em casos me-
cânicos de materiais reforçados por fibra. Disso talvez possa se explorar a maneira como os
campos de tensão no interior do material e a distribuição de cargas entre as fibras interagem
entre si, definindo diferentes perfis de falha para materiais dos tipos aqui levantados.

5.2 A rede apoloniana de fusíveis

Nesta seção, estenderemos os métodos aplicados para a rede Barabási-Albert de fusíveis à rede
apoloniana, tal como definida na seção 2.4.2. Para isso, será levantada sua topologia e assim
poder-se-á definir os modos de carregamento. Disso surgirá uma definição mais clara para o
modo de carregamento 3, que não mais envolverá escolhas aleatórias de sítios da rede.

A rede apoloniana, como definida em sua formulação determinística sugerida por Herrmann
e colaboradores [23], e mostrada na figura 2.7 tem seu nó central, inserido na primeira geração,
como sendo o nó mais fortemente conectado. Dessa forma é ele claramente o nó central para a
definição dos modos de carregamento.

A periferia dessa rede não é, de forma alguma, composta pelos três nós mais externos,
pertencentes à zerésima geração. Estes três são, na verdade, aqueles que têm o segundo maior
grau de incidência. Numa rede apoloniana de G gerações, o nó central tem grau de incidência
k = 3× 2G e os três nós da zerésima geração têm, cada um, k = 2G+1. Os nós periféricos,
definidos como sendo os nós de menor grau de incidência, são aqueles pertencentes à última
geração. Eles terão sempre k = 3.

Definidos o centro e a periferia da rede apoloniana, os modos de carregamento I e II são
idênticos àqueles definidos por Pinheiro e Bernardes [61] e descritos na seção 4.1. Um novo
modo de carregamento envolvendo o nó central e os três nós da zerésima geração será agora
definido para a rede apoloniana. O novo conjunto de modos de carregamento passa a ser então:

• modo I – Um terminal de fonte da tensão ligado ao nó central e o outro terminal ligado à
periferia.

• modo II – Cada terminal da fonte de tensão ligado a uma das metades da periferia
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• modo III – Um terminal da fonte de tensão ligado ao nó central e o outro terminal ligado
aos três nós da zerésima geração.

A divisão da periferia é feita com uma escolha aleatória dos nós periféricos. Como haverá
sempre um número ímpar de nós periféricos, 3G−1, na rede apoloniana, uma das metades terá
um nó a mais ou a menos.

Uma rede AP de G gerações será sempre a mesma. Não há nela nenhum elemento aleatório.
Dessa forma, a rede AP de fusíveis não pode ser feita com todos os fusíveis idênticos, como
foi feito em [61] e apresentado na seção 5.1. A desordem deve ser introduzida na rede AP
de fusíveis de alguma forma. Pinheiro, Herrmann e colaboradores [64, 65] utilizam diferentes
distribuições de condutância P(σ) para os fusíveis, trabalhando com média e alta desordem.

A seguir serão mostrados resultados da curva de carregamento I×V obtidos para a rede
apoloniana de fusíveis utilizando-se uma distribuição de condutâncias P(σ), para os fusíveis,
uniforme no intervalo [1,2). Foram realizadas simulações para redes AP de vários tamanhos. O
tamanho de uma rede AP, como se sabe, é definido pelo número inteiro G de gerações da rede,
como descrito na seção 2.4.2.

Inicialmente trataremos sempre redes de oito gerações e avaliaremos os três modos de car-
regamento. Mais adiante, na seção 5.3 analisaremos redes de vários tamanhos e com várias
distribuições de condutâncias para os fusíveis.

Todas as simulações, cujos resultados serão mostrados daqui em diante, foram feitas utilizando-
se código FORTRAN 90. Uma subrotina especial para solução de sistemas lineares esparsos
positivos definidos MA57 foi utilizada [66], o que significou razoável aumento de performance.
A menos que comentado de outra forma, utilizou-se a fórmula de Woodbury [57, 58] para atu-
alização da solução do sistema linear, como já discutido na seção 4.2.

A figura 5.10 mostra a curva I×V para uma única amostra da rede AP carregada sob o
modo I, tendo as condutâncias σi dos fusíveis uniformemente distribuídas no intervalo [1,2).
Nota-se que as primeiras falhas ocorrem para valores de tensão V ≈ 0,5. São aqueles fusíveis
das ligações diretas entre o nó central e a última geração (periferia) e de condutância mais alta,
ou seja, σi ≈ 2,0.

Médias da curva I×V sobre várias amostras podem ser feitas sobre a seqüência de danos,
como foram feitas na seção 5.1 [61]. Zapperi e colaboradores sugerem ainda médias tendo
como parâmetro a tensão ou a corrente [26]. Utilizar-se-á, daqui em diante, médias sobre a
voltagem, visto que se a corrente fosse utilizada como parâmetro para as médias, teríamos uma
única queima catastrófica.

A figura 5.11(a) mostra uma nuvem de pontos correspondendo às curvas I×V de 20 amos-
tras de redes AP de tamanho G = 8 sob modo I, com 1 ≤ σ < 2 uniformemente distribuído.
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Figura 5.10: Curva I ×V para uma única amostra da rede AP sob modo I com σ = [1,2)
uniformemente distribuído.
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Figura 5.11: Pontos das curvas I×V para 20 amostras da rede AP modo I 1≤ σ < 2. À direita
temos uma representação da binagem para realização de médias, dividindo-se classes ou bins
de tamanhos 0,05V.

Para realizar a média sobre as amostras usando a voltagem como parâmetro, divide-se o eixo de
V em classes, ou bins, como na figura 5.11(b). A média é então feita para os pontos em cada
classe.

O resultado para a média por binagem da figura 5.11(a) está mostrado na figura 5.12. O
intervalo [0,5,1,2] foi dividido em 200 classes. As barras de erro, que se confundem com os
pontos, mostram que as médias são muito boas.

Nota-se aqui que a seqüência inicial de queimas para um valor fixo de tensão que caracteri-
zava o modo I na rede BA na seção 5.1 não está presente aqui. Isso se deve ao fato de naquele
caso termos fusíveis idênticos o que não é possível para a rede AP. Mais adiante, quando retor-
narmos à rede BA, porém com fusíveis não idênticos, voltaremos a discutir esse aspecto.
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Figura 5.12: Resultado da média com binagem em V para curva I×V da 5.11(a). Dividiu-se
o intervalo de 0,5 a 1,2 em 200 bins. Os pontos são círculos e as barras de erro aparecem em
cinza.

As curvas I×V da seqüência de queima para da rede AP com as condutâncias seguindo a
distribuição uniforme no intervalo [1,2) sob os modos de carregamento II e III são mostradas
nas figuras 5.13 e 5.14, respectivamente. Nessas figuras temos já os resultados após serem
feitas as médias segundo a voltagem. Em cada caso, foram feitas médias sobre vinte amostras
de redes AP de oito gerações.

5.3 Propriedades estatísticas das redes de fusíveis livres de
escala

Nessa seção, serão exploradas as outras distribuições para as condutâncias dos fusíveis e ana-
lisadas propriedades estatísticas de três tipos de redes complexas de fusíveis, a rede apoloni-
ana(AP), a rede Barabási-Albert(BA) e o grafo aleatório(RG), com especial atenção para as
rede AP e BA, que são redes livres de escala, objeto de estudo dessa tese.

Essas redes serão simuladas sob os três modos de carregamento já definidos e leis de es-
cala serão levantadas para se buscar propriedades intensivas do sistema, i.e. independentes do
tamanho da rede.
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Figura 5.13: Curva I×V para o modo II da rede AP com P(σ) = 1 no intervalo [1,0). Resultado
após média feita sobre 20 amostras de tamanho G = 8, usando a voltagem como parâmetro.
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Figura 5.14: Curva I×V para o modo III da rede AP com P(σ) = 1 no intervalo [1,0). Resul-
tado após média feita sobre 20 amostras de tamanho G = 8, usando a voltagem como parâmetro.
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5.3.1 Leis de escala para as curvas I×V

Leis de escala, ou scaling, e especialmente o finite size scaling (FSS), despontou como uma
ferramenta importante para a compreensão e a análise de problemas envolvendo escalas de
tamanho que divergem. São problemas que abundam na física da matéria condensada, de altas
energias e física nuclear, situações de equilíbrio ou fora de equilíbrio, problemas térmicos ou
não térmicos. A definição operacional de scaling é esta: uma quantidade m(t,L) dependente de
duas variáveis, t e L, segue um lei de escala se puder ser expressa como

m(t,L) = Ld f (t/Lc). (5.1)

Se L for uma escala de comprimento, então d parece ser a dimensão dessa quantidade m, e
c, da variável t. Em casos dominados por flutuações, encontrar valores não triviais para d e c é
em geral a regra, e não a exceção. Diferentemente do que se esperaria de uma simples análise
dimensional. Os expoentes e a função de escala, f (x), caracterizam, assim, o comportamento
do sistema.

Um método quantitativo de se verificar o scaling é pelo colapso de dados, baseado na ob-
servação de que pode-se sobrepor, numa única curva, as várias curvas de sistemas simples[67].
Por exemplo, os valores de m(t,L), da equação (5.1), para vários valores de t e L, podem ser
colapsadas numa única curva se tem um gráfico de mL−d contra tL−c. Dessa forma, o colapso
de dados surge como um meio poderoso de se estabelecer relações de escala. Ele, de fato, tem
sido amplamente utilizado para a obtenção de expoentes, especialmente a partir de simulações
numéricas.

Desde os primeiros trabalhos envolvendo o modelo de fusíveis aleatórios, houve o inte-
resse de se estudar a dependência das características do processo de quebra com tamanho do
sistema [31]. Da mesma forma, buscarse-á aqui, através da técnica de scaling mostrada acima,
obter as leis de escala para a curva I×V de diferentes redes. A dependência da corrente com o
tamanho pode ser expressa numa relação do tipo

I(L) = LαF(V L−β ). (5.2)

O colapso das curvas é feito e obtem-se os expoentes α e β . O scaling é feito considerando-se
o número L de fusíveis na rede como a variável que define seu tamanho.

As redes AP seguem uma escala de tamanho pré-definida, onde o número de ligações é
dado por

L =
3G+1 +3

2
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Figura 5.15: Colapso das curvas I×V para rede AP no modo I com 1≤ σ < 2 uniformemente
distribuída. Na legenda, G indica o número de gerações.

e o número de nós, por

N = 3+
(3G−1)

2
,

já mostrado na página 13 na seção 2.4.2.

É possível obter redes BA com o mesmo número de nós e o mesmo número de ligações de
uma rede AP de G gerações. Basta que se parta de um cluster inicial de 4 nós, completamente
conectado, e cada nó que se adicione à rede BA faça m = 3 ligações. Como se vê, pode-se
comparar essas duas classes de redes livres de escala, AP e BA, numa seqüência com tamanhos
idênticos.

Na legenda dos gráficos apresentados a seguir, G é o número de gerações na rede AP ou, o
seu equivalente, para a rede BA.

As figuras 5.15, 5.16 e 5.17 mostram o colapso das curvas I×V para a rede AP nos modos
I, II e III, quando se utiliza uma distribuição de condutâncias P(σ) = 1 no intervalo 1≤ σ < 2.
Como resultados, temos os expoentes α = log2/ log3 e β = 0,0 para o modo I, α = 1,0 e
β = 0,0 para o modo II e α = 0,56 e β = 0,1 para o modo III.

É interessante também que se avalie a relevância da hierarquia dos nós numa rede apolo-
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Figura 5.16: Colapso das curvas I×V para rede AP no modo II com 1≤ σ < 2 uniformemente
distribuída. Na legenda, G indica o número de gerações.

0 0,5 1 1,5

V / L
0.1

0

0,4

0,8

I 
/ L

0.
56

G=4
G=5
G=6
G=7
G=8
G=9

(b)

Figura 5.17: Colapso das curvas I×V para rede AP no modo III com 1≤ σ < 2 uniformemente
distribuída. Na legenda, G indica o número de gerações.
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niana. Para tal, utilizou-se uma distribuição de condutâncias dependente da geração em que a
ligação é inserida na rede, na forma

σ = A ·2G, (5.3)

onde A é um número aleatório uniformemente distribuído no intervalo [1,2) e G a geração onde
a ligação é introduzida na rede. Assim, as condutâncias das primeiras gerações serão menores
que as condutâncias das últimas gerações. Vejamos a conseqüência disso no scaling das curvas
de carregamento.

As figuras 5.18, 5.19 e 5.20 mostram o colapso das curvas I×V para os modos de carre-
gamento I, II e III seguindo a distribuição de condutâncias dada pela equação (5.3). Os valores
do expoente α encontrados foram 0,63, 1,0 e 0,58, respectivamente para os modos I, II e III.
Valores que estão em boa concordância com os valores obtidos para a distribuição uniforme
de condutâncias. Vemos, porém, a influência da hierarquia das ligações nos valores de β , com
−0,63, −0,5 e −0,5.

O expoente α associado à máxima corrente é, aparentemente, regido pelo modo de carre-
gamento, que por sua vez define o perfil de concentração de tensão numa amostra, se fizermos
a analogia com o caso de falha mecânica. O expoente β é aquele associado aos valores de
voltagem para o qual o processo de falha começa e se desenvolve. Esta seqüência de valores
de V é definida pela distribuição das condutâncias dos fusíveis. Para as curvas de distribuição
uniforme, obtivemos o valor fixo β = 0,0, pois as primeiras quebras aconteciam sempre para as
ligações diretas entre os dois terminas da fonte e sempre para os fusíveis de maior condutância
σmax ≈ 2 e Vo ≈ 0,5. Isso independe do tamanho da rede.

Na distribuição σ = A ·2G, quanto maior a rede, maiores valores podem ter as condutân-
cias, e mais ampla a desordem a cada geração. Na verdade, teremos σmax ≈ 2G+1. Logo há
dependência do tamanho na forma de uma lei de escala, que é o que se observa.

Na rede Barabási-Albert (BA), não está definida a geração de um nó no mesmo sentido que
se define na rede AP. Por isso, a distribuição de condutâncias da Eq.(5.3) não faz sentido para
uma rede BA. A rede BA pode, no entanto, seguir uma distribuição uniforme de condutâncias
no intervalo [1,2), como feito com as redes AP. As figuras 5.21, 5.22 e 5.23 mostram o resultado
do colapso das curvas I×V de redes BA para os modos I, II e III e distribuição uniforme de
condutâncias. Os expoentes α e β aparecem nos eixos.

O modo de carregamento III na rede BA é feito com um terminal da fonte externa de tensão
ligado ao nó central e o outro terminal ligado aos dois nós mais conectados. Dessa forma,
tem-se graus de incidência semelhantes nos dois terminais, como ocorria na rede AP.

O valor de β = 0,0 se repete para os três modos de carregamento, tal qual aconteceu para
a rede apoloniana. O mesmo comentário sobre aquela rede se aplica aqui. Os valores de α

mudam de acordo com o modo de carregamento, com α = 0,525 no modo I, α = 1,0 no modo
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Figura 5.18: Colapso das curvas I×V para rede AP no modo I com σ = A ·2G . Na legenda, G
indica o número de gerações.
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Figura 5.19: Colapso das curvas I×V para rede AP no modo II com σ = A ·2G . Na legenda,
G indica o número de gerações.
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Figura 5.20: Colapso das curvas I×V para rede AP no modo I com σ = A ·2G . Na legenda, G
indica o número de gerações.

II e α = 0,5 no modo III.

Percebe-se um efeito estatístico para redes de tamanho menor (G = 4 e G = 5), com uma
pequena discrepância no scaling. Esse efeito se mostra especialmente pronunciado no modo
II. Fato que pode ser explicado quando se considera a fração de nós periféricos numa rede BA.
Essa fração é dada pela equação (2.13), para k = m, que é o mínimo grau de incidência numa
rede BA (ver seção 2.3). Assim, tem-se o limite assintótico de P(k = m) = m/(m + 2). Nas
simulações aqui feitas, usou-se m = 3, que neste caso dá uma fração de 2/5 de nós periféricos
numa rede BA de tamanho grande. O que se observa na prática é que este valor só é atingido
aproximadamente depois de redes maiores que G = 5.

A rede BA de fusíveis tem suas propriedades mais interessantes quando usa todos os fu-
síveis com mesma condutância σ = 1, revelados no próprio perfil da curva de carregamento,
como se mostrou na seção 5.1. Vejamos os resultados do colapso das curvas I×V que são
mostrados nas figuras 5.24, 5.25 e 5.26. Eles mostram o quanto se perde quando se faz esse tipo
de média que usa V (ou I) como parâmetro. Especificamente para este caso, temos muitos even-
tos em seqüência num único valor de voltagem no modo I e grandes oscilações em seqüência
nos modos II e III. Tomando-se, porém, como referência o primeiro pico de corrente, pudemos
realizar o scaling com os seguintes valores de expoentes: β = 0 novamente para os três modos
e α = 0,535, 1,0 e 0,5 para os modos I, II e III, respectivamente. Os valores do expoente são
independentes da distribuição de condutâncias. O que aparentemente define os expoentes α e
β é simplesmente o modo de carregamento.

O modo II, em particular tem o expoente α = 1.0 tanto para a rede BA como para a rede AP.
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Figura 5.21: Colapso das curvas I×V para rede BA no modo I com P(σ) = 1 no intervalo [1,2)
. Na legenda, G indica o número de gerações numa rede AP de tamanho equivalente.
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Figura 5.22: Colapso das curvas I×V para rede BA no modo II com P(σ) = 1 no intervalo
[1,2) . Na legenda, G indica o número de gerações numa rede AP de tamanho equivalente.
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Figura 5.23: Colapso das curvas I×V para rede BA no modo III com P(σ) = 1 no intervalo
[1,2) . Na legenda, G indica o número de gerações numa rede AP de tamanho equivalente.

Isso levanta a curiosidade de se testar esse modo de carregamento com outras redes complexas.
A figura 5.27 mostra o resultado do colapso das curvas I×V para redes aleatórias (RG) com
distribuição uniforme de condutâncias no intervalo [1,2). Os tamanhos da redes RG foram
definidos de forma equivalente à rede AP, ou seja, em termos do número de ligações e nós de
uma rede AP de G gerações – tal qual se fez com as redes BA. A periferia da rede RG foi
aqui definida pelos nós de menor conectividade até se completar uma fração 2/3 do número
total N de nós da rede. Essa é a mesma fração de nós periféricos que se encontra em uma
rede apoloniana. Como se vê, é confirmada a independência do tipo de rede para este modo de
carregamento, resultando no mesmo expoente α = 1.
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Figura 5.24: Colapso das curvas I×V para rede BA no modo I com os fusíveis idênticos e
σ = 1 . Na legenda, G indica o número de gerações numa rede AP de tamanho equivalente.
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Figura 5.25: Colapso das curvas I×V para rede BA no modo II com os fusíveis idênticos e
σ = 1 . Na legenda, G indica o número de gerações numa rede AP de tamanho equivalente.
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Figura 5.26: Colapso das curvas I×V para rede BA no modo III com os fusíveis idênticos e
σ = 1 . Na legenda, G indica o número de gerações numa rede AP de tamanho equivalente.
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Figura 5.27: Colapso das curvas I×V para rede RG no modo II com P(σ) = 1 no intervalo
[1,2) . Na legenda, G indica o número de gerações numa rede AP de tamanho equivalente.
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Figura 5.28: Número de fusíveis queimados na rede AP com P(σ) = 1 no intervalo [1,2) . São
mostrados os resultados para os três modos de carregamento com os respectivos ajustes por lei
de potência. Linha cheia é o ajuste para modo I; linha pontilhada para o ajuste do modo II e
linha tracejada para o ajuste do modo III.

5.3.2 Número de fusíveis queimados

A seguir serão mostrados os resultados para número Nb de fusíveis queimados até a falha final
de uma rede de fusíveis. Este deve seguir uma lei de escala na forma Nb ∝ Lγ , sendo L o
número de ligações da rede. O gráfico da figura 5.28 mostra a plotagem dos resultados para os
três modos de carregamento na rede AP com P(σ) = 1 no intervalo [1,2). São mostrados os
resultados seguidos dos respectivos ajustes por lei de potência. Os resultados dos ajustes dão o
expoente γ de 0,632±0,004 para o modo I, 1,000±0,001 para o modo II e 0,665±0,007 para
o modo III, sugerindo os modos I e III numa mesma classe de universalidade.

Na figura 5.29 estão mostrados os resultados e ajustes para rede AP com distribuição de
condutâncias P(σ) = A ·2G. Os valores do expoente γ , (0,624± 0,004), (0,995± 0,003) e
(0,651±0,003) para os modos I, II e III, respectivamente, novamente sugerem os modos I e III
numa mesma classe de universalidade. Ademais, o conjunto de valores do expoente γ para este
caso e para o caso em que se tem distribuição uniforme de condutâncias é muito próximo.

A figura 5.30 mostra Nb versusL para a rede BA nos três modos e rede RG no modo II, todas
com distribuição uniforme de condutâncias. Nota-se que os valores obtidos para a rede BA e
RG no modo II praticamente coincidem, tendo como expoente γ os valores (1,003± 0,005) e
(1,005± 0,004), respectivamente. Os modos I e III na rede BA trouxeram (0,511± 0,003) e
(0,516±0,008), respectivamente como valores do expoente γ .
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Figura 5.29: Número de fusíveis queimados na rede AP com σ = A ·2G no intervalo. São
mostrados os resultados para os três modos de carregamento com os respectivos ajustes por lei
de potência. Linha cheia é o ajuste para modo I; linha pontilhada para o ajuste do modo II e
linha tracejada para o ajuste do modo III.
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Figura 5.30: Número de fusíveis queimados na rede AP com P(σ) = 1 no intervalo. São
mostrados os resultados para os três modos de carregamento com os respectivos ajustes por lei
de potência. Linha cheia é o ajuste para modo I; linha pontilhada para o ajuste do modo II e
linha tracejada para o ajuste do modo III. É também mostrado o resultado para a rede RG sob
modo II e P(σ) = 1.
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Figura 5.31: Número de fusíveis queimados na rede AP e BA no modo II com P(σ) = c/σ no
intervalo [10−3,10+3]. Linha cheia é o ajuste para rede AP; linha pontilhada para o ajuste para
rede BA.

Considerando-se uma distribuição de condutâncias ampla, mas não dependente da hierar-
quia, na forma P(σ) = c/σ , obteve-se para o modo II os resultados mostrados na figura 5.31.
Os ajustes confirmam o expoente γ próximo de 1 para o modo de carregamento II, independente
da rede ou da distribuição de condutâncias, com (0,98±0,03) para rede AP e (1,01±0,02) para
rede BA.

Há ainda o caso da rede BA com todos os fusíveis idênticos com σ = 1. Neste caso, cujos
resultados aparecem plotados na figura 5.32, temos como valores do expoente γ , resultantes
dos ajustes por lei de potência, iguais a (0,523± 0,002), (1,029± 0,008) e (0,517± 0,004),
respectivamente para os modos I, II e III.
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Figura 5.32: Número de fusíveis queimados na rede BA com σ = 1 no intervalo. São mostrados
os resultados para os três modos de carregamento com os respectivos ajustes por lei de potência.
Linha cheia é o ajuste para modo I; linha pontilhada para o ajuste do modo II e linha tracejada
para o ajuste do modo III.

5.3.3 Avalanches

Definindo o tamanho de uma avalanche como o número de fusíveis queimados a cada aumento
de V , a distribuição de tamanhos s de avalanches deve seguir uma lei de potência na forma
P(s) ∝ s−η . Os resultados obtidos para o expoente η em cada caso aparecem na última coluna
da tabela 5.1. Para se chegar a estes valores foi adotado o seguinte procedimento. Primeiro fo-
ram feitos histogramas dos tamanhos das avalanches, usando classes algorítmicas, 1,2,4,8, . . ..
Os histogramas para os diversos tamanhos de rede de um dado caso eram plotados e em seguida,
buscava-se o melhor ajuste para uma lei de potência para o conjunto dos histogramas.

Na figura 5.33 temos a plotagem dos histogramas para o modo I de todas as redes e distri-
buições de condutância. Vemos que não há claramente uma lei de potência para o modo I na
rede BA.
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Figura 5.33: Histogramas de tamanhos de avalanches para Modo I. Com σ = [1,2): (a) AP e
(b) BA. AP com σ = A ·2G (c). BA com σ = 1 (d).

O modo II para redes AP com diferentes distribuições de condutâncias tem seus histogramas
de tamanho de avalanche, acompanhados dos melhores ajustes da lei de potência, mostrados na
figura 5.34
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Figura 5.34: Histogramas de tamanhos de avalanches para rede AP, modo II. Com σ = [1,2)
(a); com P(σ) = c/σ (b); com σ = A ·2G (c).

Os histogramas de tamanhos de avalanches e ajustes para o modo II da rede BA e da rede
RG aparecem na figura 5.35.
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Figura 5.35: Histogramas de tamanhos de avalanches para redes BA e RG, modo II. (a) BA
σ = [1,2); (b) BA com σ = 1; (c) BA com P(σ) = c/σ ; (d) RG com σ = [1,2).

Na figura 5.36 temos os resultados das avalanches para todos os casos sob modo de car-
regamento III. Novamente há uma dificuldade em se visualizar uma lei de potência mais clara
para a rede BA com σ = 1.
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Figura 5.36: Histogramas de tamanhos de avalanches para redes BA e AP, modo III. Com
σ = [1,2): (a) AP e (b) BA. AP com σ = A ·2G (c). BA com σ = 1 (d).
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5.3.4 Sumarização dos resultados

O comportamento das redes de fusíveis livre de escala quanto ao perfil da curva de carregamento
e leis de escala de suas propriedades são funções do tipo de carregamento e do tipo de rede. Na
tabela 5.1 temos uma visão geral dos expoentes para as leis de escala da curva I×V , do número
de fusíveis queimados e da distribuição de tamanhos de avalanche.

caso α β γ η

AP, I, uniforme log2/ log3 0,0 0,632±0,004 4,6±0,4
AP, I, σ ∝ 2G 0,63 −0,63 0,624±0,004 6,5±0,5

BA, I, uniforme 0,525 0,0 0,511±0,003 ?
AP, II, uniforme 1,0 0,0 1,000±0,001 1,1±0,2
AP, II, σ ∝ 2G 1,0 −0,5 0,995±0,003 1,5±0,5

BA, II, uniforme 1,0 0,0 1,003±0,005 1,2±0,1
RG, II, uniforme 1,0 0,0 1,005±0,004 1,6±0,2
AP, III, uniforme 0,56 0,0 0,665±0,007 0,9±0,1
AP, III, σ ∝ 2G 0,58 −0,5 0,651±0,003 1,0±0,2

BA, III, uniforme 0,5 0,0 0,516±0,008 1,1±0,1
AP, II, P(σ) = c/σ 0,98±0,03 1,4±0,2
BA, II, P(σ) = c/σ 1,01±0,02 1,7±0,2

BA, I, σ = 1 0,535 0,0 0,523±0,002 ?
BA, II, σ = 1 1,0 0,0 1,029±0,008 1,1±0,1
BA, III, σ = 1 0,5 0,0 0,517±0,004 ?

Tabela 5.1: Expoentes obtidos para todos os casos aqui apresentados. Os expoentes α e β foram
obtidos pelo colapso das curvas I×V usando a equação (5.2). O expoente γ expressa a lei de
potência Nb ∝ Lγ da dependência entre o número de fusíveis queimados e o tamanho da rede. O
expoente η aparece na lei de potência que descreve a distribuição dos tamanhos de avalanche
P(s) ∝ s−η . Os valores faltantes de α e β indicam os casos em que não foi possível fazer o
scaling por Family-Vicsek (equação 5.2). Os espaços marcados com um ponto de interrogação,
na coluna do expoente η assinalam os casos em que a curva P(s) não descrevia claramente uma
lei de potência.

Primeiramente, devemos observar que o modo II de carregamento, invariavelmente trouxe o
expoente γ muito próximo de 1,0. Isso se deve ao fato de se ter essencialmente todos os fusíveis
ligados à periferia queimados nesse modo de carregamento. O número de ligações que partem
da periferia é o produto do número de nós periféricos pelo número de ligações que cada deles
um faz. O número de ligações por nó periférico é uma constante para a rede BA e para a rede
AP, feito igual a 3 em todas as redes aqui apresentadas.

Numa rede apoloniana de G gerações, o número de nós periféricos será sempre Np = 3G−1,
o que significa Lp = 3×3G−1 = 3G ligações que partem da periferia. O número total de ligações
é dado pela equação (2.17),

L =
3G+1 +3

2
=

3Lp +3
2

. (5.4)

Para redes maiores, podemos extrair a relação Lp ≈ 2L/3, que estabelece uma relação linear
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Figura 5.37: Fração de ligações periféricas de redes BA e AP, em função do número de ge-
rações de uma rede apoloniana. A fração de nós periféricos para a rede BA foi obtida sobre
médias realizadas sobre 10000 simulações. Para a rede AP foi usada a expressão analítica

3G
[
3+ (3G−1)

2

]−1
.

entre o número de ligações da periferia e o tamanho da rede, dado pelo número total de ligações.
Isso explica o expoente α = 1,0 para as redes AP.

Para as redes BA, o número de nós periféricos não é fixo, mas sua fração é dada pela
distribuição de graus de incidência, a equação (2.12) (pág. 11). Por ela, vemos que para k = m,
temos P(k = m) = 2/(m+2). Para k = m = 3, teríamos uma fração fp = 2/5 de nós periféricos,
cada um com 3 ligações. Este é um valor assintótico, obtido para redes maiores. A figura 5.37
mostra quão rapidamente se chega a esse valor assintótico. Essa figura mostra também a rapidez
com que se atinge a fração 2/3 de nós periféricos numa rede AP. O fato é que se tem uma fração
de ligações periféricas aproximadamente fixa, tanto para rede BA como para AP. Isso resulta
numa relação linear entre ligações periféricas e o número total de ligações.

Algo semelhante pode ser dito quanto ao expoente α , que foi invariavelmente igual a 1,0
para o modo de carregamento II. Este expoente está ligado à máxima corrente, quantidade
proporcional à condutância equivalente da rede. Este modo de carregamento, como se sabe é
dominado pela periferia da rede, que traz portanto a parcela dominante da condutância total da
rede.

No modo I também se vê uma semelhança entre os valores de γ e α , embora sejam valores
diferentes para as redes BA e AP. Para a rede BA, tem-se esses expoentes próximos de 0,5 e para
a rede AP, próximos de log2/ log3. A razão desses valores é o fato deste modo ser dominado
pelo nó central. Os fusíveis queimados são aqueles ligados ao nó central.

Na rede BA, a conectividade de cada nó cresce com o número de nós na rede segundo

a equação (2.4), ki(t) = m
(

t
ti

)β

, com β = 1/2, onde t é o tempo, equivalente ao número de
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nós na rede. Como, para t grande, temos essencialmente L = mN, a conectividade de um nó
cresce com L1/2. Na rede AP, o nó central, que é aquele mais conectado tem, grau de incidência
kmax = 3× 2G. Considerando L ≈ 3G+1/2 para redes maiores, chegamos à seguinte relação
entre kmax e o número de ligações numa rede apoloniana:

kmax =
3
2
(2L)(log2/ log3). (5.5)

O que foi dito para o modo de carregamento I, serve também para o modo de carregamento
III. Ele é governado pela conectividade dos nós de maior grau de incidência na rede. Na rede
apoloniana, trata-se dos nós da zerésima geração mais o nó central. Este último tem dependência
de seu grau de incidência com o tamanho da rede dada pela equação (5.5). Os nós da zerésima
geração têm grau de incidência k4 = 2G+1, o que nos dá a seguinte relação com o número de
ligações da rede:

k4 = (2L)(log2/ log3). (5.6)

Para a rede BA, vale o mesmo raciocínio usado no modo I, pois assim como o nó mais conec-
tado, os demais também têm seu grau de incidência crescendo com o tamanho da rede segundo

a equação (2.4), ki(t) = m
(

t
ti

)β

, com β = 1/2.

A figura 5.38 ilustra claramente a validade da discussão acima. Nessa figura estão mostra-
dos, sobrepostos, todos os resultados obtidos na seção 5.3.2 para a dependência do número Nb

de fusíveis queimados versus tamanho da rede, em número de ligações, L. Observa-se, então, a
distinção inequívoca de três classes de retas com inclinações diferentes. Os três conjuntos supe-
riores, com inclinações maiores, próximas de 1,0, referem-se ao modo II de todas as redes: BA,
AP e RG, sob todas as diferentes distribuições de condutâncias. Com inclinação intermediária
próxima de log2/ log3, vê-se os modos I e III da rede AP. O conjunto inferior refere-se aos
modos I e III da rede BA, com uma quase perfeita superposição de pontos e inclinação próxima
de 0,5.

Quanto à distribuição de tamanhos de avalanche, pode-se considerar como bons resultados
apenas os modos II e III, com expoentes variando entre 1,0 e 1,7, o que não difere muito
de resultados obtidos para outras simulações da rede de fusíveis que não se atêm ao modelo
clássico de um meio puramente elástico com alguma forma de desordem, como é o caso da
referência [68]. Resultados experimentais de emissão acústica feitos com materiais reforçados
com fibra também dão relato de leis de potência com expoentes entre 1,0 e 2,0, dependendo do
mecanismo de fratura, que pode variar de micro-trincas na matriz, delaminação e bridging (ver
referência [69] e referências nela citadas).

O modo de carregamento I traz dificuldades na determinação do expoente. Isto poderia sig-
nificar a mudança de regimes de falha ou, analogamente, mudanças de mecanismos de fratura.
Porém, outro aspecto chama a atenção: o fato do tamanho máximo das avalanches não aumen-
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Figura 5.38: Sobreposição dos resultados do número de fusíveis queimados Nb×L para todos os
casos aqui simulados. Nota-se a existência de três famílias distintas de curvas. Os três conjuntos
superiores, com inclinações maiores refere-se ao modo II de todas as redes: BA, AP e RG. Com
inclinação intermediária, vê-se os modos I e III da rede AP. O conjunto inferior refere-se aos
modos I e III da rede BA, com uma quase perfeita superposição de pontos.

71



5.3. PROPRIEDADES ESTATÍSTICAS DAS REDES DE FUSÍVEIS LIVRES DE ESCALA

tar com o tamanho da rede. Isso pode ser verificado na figura 5.33 e é mais claro no caso da
rede AP com σ ∼ 2G, onde o tamanho máximo de avalanche simplesmente não muda. O sca-

ling do cut-off com o tamanho da rede seria uma assinatura de atividades livres de escala [68].
Curiosamente, isso falha para o modo I.
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Capítulo 6

Conclusões

O modelo de redes de fusíveis aleatórios, ao longo das últimas duas décadas, se consagrou como
um modelo de rede para a simulação de fraturas em meios não homogêneos. O presente trabalho
explorou o modelo de redes de fusíveis numa nova abordagem, trazendo-o das tradicionais redes
regulares, quadradas ou triangulares, para o âmbito das redes sem escala.

Redes sem escala, especialmente as redes Barabási-Albert foram escolhidas por sua ocor-
rência freqüente na natureza. A adaptação daquele modelo para as redes sem escala trouxe
desafios quanto à maneira de como se aplicar a diferença de potencial da fonte externa à rede.
A solução desse problema baseou-se em aspectos topológicos da rede, diferenciando duas clas-
ses de nós, os nós periféricos e o nó central, o que definiu três modos de carregamento para a
rede. Esta é uma contribuição original, visto que nas redes regulares, os terminais da fonte já
tinham lugar definido, ligados a dois extremos geométricos opostos da rede, invariavelmente.

Outra contribuição original desse trabalho diz respeito ao entendimento da introdução da
desordem em modelos de rede para fratura. Numa rede regular, é necessário utilizar uma distri-
buição aleatória da lei constitutiva que caracteriza o modelo. No caso da rede de fusíveis, faz-se
uso da distribuição de condutâncias, ou de limiares de queima, segundo alguma distribuição
estatística. Também se usa a remoção aleatória prévia de ligações da rede. De uma forma ou
de outra, o fato é que a desordem é introduzido de forma ad hoc, como tradicionalmente se
faz nos modelos de rede para fratura. Ao utilizar as redes Barabási-Albert, a própria topologia
da rede fornece a desordem, necessária a um modelo de rede para fratura. Por ser obtida por
crescimento e conexão preferencial, essa rede tem o componente aleatório de crescimento, po-
rém resulta numa distribuição de graus de conectividade dos nós que segue uma lei de potência.
Dessa forma, trocou-se aqui fusíveis topológicamente idênticos, constituvamente diversos, por
uma estrutura hierárquica complexa da rede, com fusíveis idênticos.

A utilização das redes Barabási-Albert, com os três modos de carregamento aqui definidos,
puderam revelar o papel da topologia da rede de concentração de tensão nos perfis de quebra
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de materiais compósitos. Cada modo de carregamento teve, para sua curva de resposta I−V ,
um análogo mecânico, tensão-deformação, cada qual com um perfil de concentração de tensão
próprio. Uma correspondência entre queima de fusíveis na periferia da rede e micro-trincas
dispersas na evolução da fratura no material mostrou-se bastante apropriada. Da mesma forma,
pôde-se traçar uma correspondência entre a propagação de uma trinca dominante, característica
de um processo catastrófico de fratura, com uma seqüência de queimas em torno do nó central.

Ao fazer esse tipo de análise, deve-se levar em conta a correspondência, como proposta no
modelo de da rede de fusíveis aleatórios, entre voltagem e deformação e entre corrente e tensão.
Assim, uma trinca concentra tensão (trativa ou compressiva) em sua volta, semelhantemente
à soma de correntes, que confluem para um nó, onde há convergência de ramos num circuito
resistivo. Daí, decorre natural pensar numa rede de concentradores de tensão, numa escala
mesoscópica, no interior do material, à semelhança de uma rede de resistores com topologia
não trivial.

O modo de carregamento I teve sua curva I×V semelhante à curva tensão-deformação do
processo de fratura de um material compósito, de matriz elástica reforçada por fibras elásticas de
um material mais tenaz. Neste processo de fratura tem-se falha catastrófica da matriz atenuada
pela presença das fibras. Trata-se de um regime onde há um concentrador de tensão e uma trinca
dominantes. A correspondência entre o modelo e a fratura, em si, se dá pela existência de um
gargalo de corrente, que é o nó central – o grande concentrador de tensão, em torno do qual se
desenvolve a seqüência de queimas.

O modo de carregamento II encontrou sua curva I×V análoga no processo de fratura de ma-
teriais compósitos, quando regido pelo surgimento de microtrincas dispersas pelo material. Na
simulação pelo nosso modelo, vemos uma seqüência de queimas alternadas nas duas metades
das periferias, ou seja, não correlacionadas. Até que ocorra uma avalanche de queimas numa
das metades até a falha final. Isso equivale ao coalescimento de parte daquelas micro-trincas
iniciais, formando uma trinca de tamanho crítico.

O modo III, como primeiro apresentado na seção 5.1.3, traz a fonte externa de voltagem
ligadas entre a periferia e um conjunto aleatório de nós não periféricos. Sua curva corrente-
tensão achou correspondência no caso de fratura por compressão de um material cerâmico,
altamente poroso, preenchido com material orgânico polimérico. A seqüência de eventos que
os autores na referência [63] usam para descrever o processo de fratura para aquela espuma de
vidro é a seguinte: “A partir da tensão máxima de compressão, ocorre a ruptura da primeira linha
de poros mais susceptíveis à fratura. Após essa ruptura, observa-se um aumento na tensão dado
pelas linhas subseqüentes de poros ainda não fraturados. A tensão volta a diminuir novamente
quando outras camadas de poros são rompidas. Essas fraturas ocorrem sucessivas vezes até
que todo o material é fragmentado, sendo encontrado na forma de pó ao final do ensaio”. Essa
seqüência encontra total similaridade na seqüência de queimas que ocorre em torno de cada
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um dos nós aleatoriamente sorteados. Cada série de queimas corresponderia à próxima camada
poros mais fragilizada.

Tudo isso permite concluir que diferentes perfis de fratura têm sua evolução determinada
por uma rede hierárquica de concentradores de tensão, que pode ser reproduzida em escala
mesoscópica, pelas redes livres de escala. Os modos de carregamento são responsáveis por
definir, dentro dessa rede, qual aspecto define o mecanismo: partindo de micro-trincas de fraca
correlação, ou crescimento de trinca dominante.

Uma segunda classe de rede sem escala, a rede apoloniana, foi também aqui estudada. Por
se tratar de uma rede determinística, fez-se uso da distribuição aleatória de condutâncias para
os fusíveis. Dispondo dessas duas redes sem escala, pudemos levantar propriedades estatísticas
da rede de fusíveis livre de escala. Algumas comparações puderam inclusive ser feitas com o
grafo aleatório, via de regra utilizado como ponto de referência para as redes complexas, na
literatura.

Com técnicas de scaling, leis de potência foram obtidas para a curva constitutiva I ×V

e para o número total de fusíveis queimados. Os expoentes obtidos mostraram-se claramente
determinados pelo modo de carregamento, não havendo influência da função de probabilidade
usada para distribuição das condutâncias (com excessão do expoente associado à voltagem,
quando se usou uma distribuição de condutância fortemente dependente da hierarquia para a
rede apoloniana).

É interessante analisar o conjunto de valores para os expoentes associados à corrente (α),
no colapso das curvas I×V e para o número de fusíveis queimados (γ). Seus valores, caso a
caso, praticamente coincidem. Seus valores podem ser explicados pela lei de escala que define
o tamanho da região associada ao modo de carregamento. Para os Modos I e III, dominados
pelo centro da rede, obteve-se α e γ próximos de 1/2 para a rede BA. O expoente 1/2 para rede
BA define a dependência com o tamanho da rede, do número de de conexões do nó central.
Para a rede AP, essa lei de potência traz o expoente log2/ log3, próximo do encontrado para os
expoentes em questão nas simulações. O modo II, controlado pela periferia da rede, traz α e γ

próximos de 1, para ambas as redes. Isso porque o tamanho da periferia das redes sem escala é
uma fração fixa do tamanho da rede (para redes grandes).

Quanto à distribuição de tamanhos de avalanche, pode-se considerar como bons resultados
apenas os modos II e III, com expoentes variando entre 1,0 e 1,7, o que não difere muito
de resultados obtidos para outras simulações da rede de fusíveis que não se atêm ao modelo
clássico de um meio puramente elástico com alguma forma de desordem, como é o caso da
referência [68]. Resultados experimentais de emissão acústica feitos com materiais reforçados
com fibra também dão relato de leis de potência com expoentes entre 1,0 e 2,0, dependendo do
mecanismo de fratura, que pode variar de micro-trincas na matriz, decoerência e bridging (ver
referência [69] e referências nela citadas).
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O modo de carregamento I traz dificuldades na determinação do expoente η . Isto poderia
significar a mudança de regimes de falha ou, analogamente, mudanças de mecanismos de fra-
tura. Porém, outro aspecto chama a atenção: o fato do tamanho máximo das avalanches não
aumentar com o tamanho da rede. Isso pode ser verificado na figura 5.33 e é mais claro no caso
da rede AP com σ ∼ 2G, onde o tamanho máximo de avalanche simplesmente não muda. O sca-

ling do cut-off com o tamanho da rede seria uma assinatura de atividades livres de escala [68].
Curiosamente, isso não se verifica para o modo I.

Desdobramentos e perspectivas

Os resultados obtidos com a rede BA de fusíveis idênticos e os modos de carregamento aqui
definidos foram muito felizes em revelar a relação da concentração de tensão no modelo e per-
fis de evolução de trincas em casos reais. Certamente, outros modos de carregamento possam
ser acrescentados para descrever outros perfis específicos de fratura. Ou ainda, introduzir con-
dutâncias como função do peso das ligações. Peso, este, definido como o produto do grau de
incidência dos nós nas extremidades da ligação.

Outra lei constitutiva pode ser utilizada, introduzindo plasticidade pelo aumento da condu-
tividade das ligações, em função do dano local[68]. Ou ainda, solicitação sob fadiga pode ser
explorado ainda por esse modelo. A verdade é que não há como esgotar a potencialidade deste
modelo.

O trabalho com redes complexas ao longo do período de elaboração dessa tese teve desdo-
bramentos nas áreas de estudo de robustez de redes e na análise de redes reais. Foi levantada
a estrutura da rede de turismo de Ouro Preto, que na verdade se revelou como a coexistência
de duas redes: uma rede de indicações, livre de escala, e uma rede de fluxo de turistas, esta
aleatória[70, 71]. Um modelo de crescimento de rede com conexão preferencial, alternado com
rodadas de reforços de ligações é proposto para o caso.

76



Referências Bibliográficas

1 LAGARIAS, J. C.; MALLOWS, C. L.; WILKS, A. R. Beyond the descartes circle theorem.
Amer. Math. Monthly, v. 109, p. 338, 2002. Disponível em: <http://www.citebase.org-
/abstract?id=oai:arXiv.org:math/0101066>.

2 HERRMANN, H. J.; ROUX, S. Statistical Models for the Fracture of Disordered Media.
Amsterdam, Holanda: North-Holland, Amsterdam, 1990.

3 ARCANGELIS, L. de; REDNER, S.; HERRMANN, H. A random fuse model for breaking
processes. J. Physique Lett., v. 46, p. L585, 1985.

4 TAKAYASU, H. Simulation of electric breakdown and resulting variant of percolation
fractals. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 54, n. 11, p. 1099–1101, Mar 1985.

5 SAHIMI, M.; GODDARD, J. D. Elastic percolation models for cohesive mechanical failure
in heterogeneous systems. Phys. Rev. B, American Physical Society, v. 33, n. 11, p. 7848–7851,
Jun 1986.

6 HUBERMAN, B.; ADAMIC, L. Growth dynamics of the world-wide web. Nature, v. 401,
p. 131, 1999.

7 ALBERT, R.; JEONG, H.; BARABÁSI, A.-L. The diameter of the world wide web. Nature,
v. 401, p. 130, 1999.

8 ALBERT, R.; BARABÁSI, A.-L. Statistical mechanics of complex networks. Rev. Mod.

Phys., American Physical Society, v. 74, n. 1, p. 47–97, Jan 2002.

9 BARBÁSI, A.-L.; BONABEAU, E. Scale-free networks. Scientific American, v. 288, p.
50–59, 2003.

10 BARABÁSI, A.-L. Linked: The New Science of Networks. E.U.A.: Perseus Publishing,
2002.

11 NEWMAN, M. E. J. The structure and function of complex networks. SIAM Review, v. 45,
p. 167–256, 2003. Disponível em: <http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:cond-
mat/0303516>.

77

http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:math/0101066
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:math/0101066
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:cond-mat/0303516
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:cond-mat/0303516


REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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Apêndice A

Código scilab para gerar redes apolonianas

1 c l e a r
2 s c a l e =100;
3 NG=5;
4 NNG=3+(3^NG−1 ) / 2 ;
5 s e q t ( 1 : 3 , 1 : 3 ) = %t ;
6 s e q t ( 1 , 3 ) = %f ; s e q t ( 2 , 2 ) = %f ; s e q t ( 3 , 1 ) = %f ;
7 seq ( 1 , : ) = [ 1 , 2 , 3 ] ;
8 head = [ 2 , 3 , 1 ] ; t a i l = [ 1 , 2 , 3 ] ; e =3 ;
9 i d x =1; ns =1;

10 b = [ 1 , 1 , 1 ] ;R= [ 1 , 1 , 1 ] ’ ;
11 f o r no =4:NNG,
12 f o r i = 1 : 3 ,
13 i d x = i d x +1;
14 seq ( idx , : ) = [ seq ( ns , s e q t ( i , : ) ) , no ] ;
15 e=e +1; t a i l ( e )= no ; head ( e )= seq ( ns , i ) ;
16 end ;
17 B=b ( seq ( ns , : ) ) ;
18 b ( no )=2∗ s q r t ( ( B( 3 ) +B ( 2 ) ) ∗B( 1 ) +B( 2 )∗B( 3 ) ) +B( 1 ) +B( 3 ) +B ( 2 ) ;
19 R( no ) = 1 / b ( no ) ;
20 ns=ns +1;
21 end ;
22 b=b ’ ;
23 x ( 1 ) = 0 ; y ( 1 ) =R( 1 ) +R ( 4 ) ;
24 x ( 2 ) = y ( 1 )∗ s i n ( %pi / 3 ) ; y (2)=−y ( 1 )∗ cos ( %pi / 3 ) ;
25 x(3)=−x ( 2 ) ; y ( 3 ) = y ( 2 ) ;
26 x=1+x ; y=1+y ;
27 z=x+ imul t ( y ) ; c=z .∗ b ( 1 : 3 ) ;
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28
29 i d x =1; ns =1;
30 f o r no =4:NNG,
31 f o r i = 1 : 3 ,
32 i d x = i d x +1;
33 seq ( idx , : ) = [ seq ( ns , s e q t ( i , : ) ) , no ] ;
34 end ;
35 C=c ( seq ( ns , : ) ) ;
36 c ( no )=2∗ s q r t ( ( C( 3 ) +C ( 2 ) ) ∗C( 1 ) +C( 2 )∗C( 3 ) ) +C( 1 ) +C( 3 ) +C ( 2 ) ;
37 ns=ns +1;
38 end ;
39 z=c . / b ; x= r e a l ( z ) ; y=imag ( z ) ;
40 g=make_graph ( ’ foo ’ , 0 ,NNG, [ 1 ] , [ 1 ] ) ;
41 g . node_x= s c a l e ∗x ’ ;
42 g . node_y= s c a l e ∗y ’ ;
43 g . node_diam =2∗ s c a l e ∗R ’ ;
44 a r c o r = [ 1 , 1 , 1 ] ;
45 n0 =1; l 0 =4;
46 f o r i =0 :NG,
47 n =3+(3^ i −1 ) / 2 ; l = (3+3^( i + 1 ) ) / 2 ;
48 c o r ( n0 : n )= i ; g . n o d e _ b o r d e r ( n0 : n )=R( n0 : n ) ;
49 a r c o r ( l 0 : l )= i ;
50 n0=n +1; l 0 = l +1 ;
51 end ;
52 g . n o d e _ c o l o r =cor ’ ;
53 / / show_graph ( g ) ;

54 g1=g ;
55 g1 . t a i l = t a i l ; g1 . head=head ;
56 g1 . node_diam=ones ( 1 ,NNG) ;
57 g1 . node_number=2∗NNG;
58 g1 . node_diam (NNG+1:2∗NNG)= g . node_diam ;
59 g1 . n o d e _ c o l o r (NNG+1:2∗NNG)= g . n o d e _ c o l o r ;
60 g1 . node_x (NNG+1:2∗NNG)= g . node_x ;
61 g1 . node_y (NNG+1:2∗NNG)= g . node_y ;
62 g1 . n o d e _ b o r d e r (NNG+1:2∗NNG)= g . n o d e _ b o r d e r ;
63 g1 . e d g e _ c o l o r = a r c o r ;
64
65 / / g1 . node_diam=ones ( 1 , 2∗NNG) ;

66
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67 show_graph ( g1 ) ;
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Scale-free fuse network and its robustness
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The robustness and reliability of scale-free networks are tested as a fuse network. The idea is to examine the
robustness of a scale-free network when links are irreversibly removed after failing. Due to inherent charac-
teristics of the fuse network model, the sequence of links removal is deterministic and conditioned to fuse
tolerance and connectivity of its ends. It is a different situation from classical robustness analysis of complex
networks, when they are usually tested under random fails and deliberate attacks of nodes. The use of this
system to study the fracture of elastic material brought some interesting results.

DOI: 10.1103/PhysRevE.72.046709 PACS number�s�: 05.10.�a, 89.75.�k, 02.70.�c

I. INTRODUCTION

Material science and engineering have always been con-
cerned with robustness and durability of materials where a
trade off involving energy consumption, costs, and mechani-
cal reliability is to be optimized. The damage and fracture of
materials always involve economic and human costs. Crack-
ing of glass, corrosion of metallic structures and tools, the
aging of concrete, and the failure of fiber networks are just a
few of many everyday stressing situations leading to material
failure.

Different classes of materials have different mechanical
and thermal properties. Ceramics are incredibly rigid and
thermally resistant, but their failure is catastrophic for their
lack of plasticity. Metals are much softer than ceramics, but
have thermal restrictions and are way too heavy for certain
uses. Weight is not usually a problem with polymers, but
excessive creep under heat and degradation under ultraviolet
radiation often limit their usage. In that scenario, composites
may arise as a solution, combining the best of two materials.
The idea is not new. Wood itself is a fibrous composite:
cellulose fibers in a lignin matrix. The cellulose fibers have
high tensile strength but are very flexible �i.e., low stiffness�,
while the lignin join the fibers and furnishes the stiffness.
Rocks, concrete, Portland cement are all successful examples
of composite materials �1�.

So it seems to be a fact that inhomogeneity in materials is
in many cases desirable. That leads to the problems concern-
ing structures characterized by the lack of conventional geo-
metrical order. Actually, several statistical models for the
fracture of disordered media have been proposed and ex-
plored in the last few decades �see �2� for a good review�.
One of them is the random fuse network �3–8�, described
below, that makes use of the similarity between Hook’s law
and Ohm’s law, trying to apprehend the role of heterogeneity
at a mesoscopic level taking to macroscopic failure in elastic
materials. The network itself is regular, usually square, the
disorder is introduced via dilution �a certain fraction of the
fuses is removed� and/or attributing different characteristics

to each fuse. In the present work, the disorder is introduced
by using a irregular geometry for the network. Not a random
network, but a scale free network �SFN�.

SFN’s have been found to lie behind the structure of many
natural and artificially created networks �9�: www �10,11�,
internet routers �12�, proteins �13�, and scientific collabora-
tions �14�, just to name a few. The main features that distin-
guish these complex networks from “ordinary” ones are their
small-world character �15� and the scale-free degree distri-
bution �16�.

The original model to create SFN’s was proposed by Al-
bert and Barabasi �17� and was based on growth and prefer-
ential attachment. At each time step a new node is added to
the network and attaches itself to m already existing nodes
with probability proportional to their incidence degrees. With
this simple recipe, a scale-free network with degree distribu-
tion of exponent 3 is obtained. Some changes and new mod-
els have also been proposed, allowing a control of the char-
acteristic exponent and catching different dynamics for
growth and even competition between the nodes of the
network �18�.

Given the abundant examples of complex networks in na-
ture, the problem of attacks on complex networks has at-
tracted a lot of attention recently �19–22�. It has been ob-
served that scale-free networks display an exceptional
robustness against random node failure, but show poor per-
formance against preferential node removal �the most con-
nected nodes are preferentially removed�.

The robustness of SFN’s has also been evaluated using
the fiber bundle model �2� as a scenario �23,24�. The nodes
were fibers that broke when the load imposed was greater
than their individual threshold. But, again, the nodes �fibers�
were the entities to be removed. As in the case of the reli-
ability evaluation of power transmission systems �25–27�,
the present work strives to evaluate the robustness of net-
works when the links, and not the nodes, are subjected to
overload. Power systems, however, are not scale-free net-
works. And, as far as the authors know, this is the first time
scale-free networks have their robustness tested under deter-
ministic link failure. If the system is also thought to mimic a
fiber reinforced material, it makes a lot more sense thinking
of fibers as links instead of nodes, for it is hard to imagine
that a single fiber could locally share its load with as many
fibers as a hub in a SFN.

*Electronic address: felipe@iceb.ufop.br
†Electronic address: atb@iceb.ufop.br

PHYSICAL REVIEW E 72, 046709 �2005�

1539-3755/2005/72�4�/046709�6�/$23.00 ©2005 The American Physical Society046709-1



II. MODEL

In the classical random fuse network model, fuses are
placed at random on the bonds of a d-dimensional hypercu-
bic lattice. Figure 1 shows the two-dimensional case. Two
busbars are placed across the top and the bottom rows of the
network and a voltage difference V is applied between the
two bars. The external voltage made sufficiently large will
burn a fuse or a few of them and eventually take the system
to a complete rupture or breakdown, when no current flows.

The fuses may be identical, i.e. have identical conductiv-
ity gj and identical tolerance icj, in which case the disorder is
introduced by diluting the links in the network, respecting
the percolation limit, as in Fig. 1�a�.

A different array may be set with a regular square net-
work, as in Fig. 1�b�. In that case, disorder comes with a
statistical distribution of fuse characteristics �conductivity
and/or tolerance�.

In the present work, the disorder element is simply the
network topology, for SFN’s are marked by a power-law de-
gree distribution and short characteristic length �9,28,29�.
The possibilities concerning the connectivities of both termi-
nals of each fuse are unlimited �actually it is limited by the
maximum connectivity, which, by its turn, is only limited by
the size of the network�.

The fuse network in square lattices clearly establishes two
sets of nodes that are connected to the source terminals via
two bus bars, usually the top and the bottom rows of nodes.
For a complex network, however, this matter is not clear.
What is proposed here is starting from an intuitive notion of
peripheral and central regions in the network; we will study
three different cases of loading.

The peripheral region is now declared to be the set of all
nodes with connectivity k=m. These are the nodes that were

never connected after being added to the network. They cor-
respond to the nodes with the lowest connectivity in the net-
work and, most likely, the last nodes added to it.

On the opposite hand, the the central node is defined as
the most connected one.

Based on these definitions, three different loading cases
are studied:

�1� One terminal of the voltage source is connected to the
central node and the other terminal, to the peripheral nodes.

�2� The peripheral region is divided into two sets with the
same number of nodes �or differing by one� and each set is
connected to a terminal of the voltage source.

�3� A few randomly chosen nonperipheral nodes are con-
nected to one terminal of the voltage source and the periph-
eral region is connected to the other terminal.

The peripheral nodes are actually merged into a single
node, in cases �1� and �3�, or two nodes, in case �2�. These
are sometimes referred as the periphery terminal or the pe-
riphery along the text.

III. METHODS

To deal with the terrifying problem of analyzing the com-
plex circuit created by a scale-free network it was made
broad use of graph theory. The analogy between an electric
circuit and a directed graph with across and through vari-
ables is complete �30�. Kirchhoff’s current and voltage laws
are general postulates regarding incidence and circuit prop-
erties of directed graphs.

The fuse network circuit can be mapped onto a directed
graph, where each link corresponds to a circuit element �a
resistor or a voltage source� and the nodes simply correspond
to circuit nodes. Each link is attributed a conductivity value
Gj and has two variables: the current �through� ij and the
voltage �across� v j. Kirchhoff’s current law is simply stated
as

Ai = 0 �1�

where A is the reduced incidence matrix of the oriented
graph representing the network.

A typical element of a resistive network �30� is shown in
Fig. 2.

The subscript j indicates the jth element of the network
and the subscript s indicates a generator or source. From
Fig. 2, it follows

FIG. 2. A typical resistive network element. If it is a voltage
source, is,j is zero; if it is a current source, vs,j is zero; if it is a fuse
both is,j and vs,j are zero.

FIG. 1. Two-dimensional square fuse network. �a� Diluted. �b�
Regular network.
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ij = Gjv j + is,j − Gjvs,j, j = 1,2, . . . ,e . �2�

e being the number of elements in the circuit or arcs in the
graph. The set of equations �2� may be written in the vector
form

i = Gv + is − Gvs, �3�

where the conductivity matrix G is a diagonal matrix with
each element Gjj corresponding to the conductivity of the jth
circuit element.

The node analysis of the network, corresponding to
Kirchhoff’s current law Eq. �1�, can now be expressed by

AGv + Ais − AGvs = 0 . �4�

Now, if vn denotes the nodes voltages relative to a chosen
datum node, the vector v of voltages across each element
may be written as

v = Atvn. �5�

Using �5� in �4� and considering that our circuit is only fed
by a voltage source �is=0�, it comes

AGAtvn = AGvs. �6�

Defining the node admittance matrix Y=AGAt, the net-
work node analysis results in the expression

Yvn = in �7�

where in=AGvs.
Since Y is invertible, vn can be found by means of Eq.

�7�. Equation �5� will then give v and Eq. �3� will finally
provide i, the vector of currents through each element.

Once created the scale-free network, each one of its e
links is made a fuse, all having the same conductivity Gj
=1 and the same tolerance ic,j =1. An external voltage vs
=1 is then applied to this network, adding an extra element
to the network. The vector vs, corresponding to the voltage
sources, has only one nonzero element, that is its �e+1�th

entry. In order to have Y invertible, the external voltage
source has to be nonideal and its conductivity is also made
unitary.

The test procedure for a single network begins with the
inversion of Y to obtain vn, v and finally i, by means of Eqs.
�7�, �5�, and �3�. The external voltage vs is always set to 1,
but the real voltage at the terminals of the voltage source is
ve+1=vs−Ge+1ie+1=vs− ie+1 �recalling that the index e+1 de-
notes the extra element added, that is, the voltage source�.

The hottest fuse is the one with the maximum ratio �
= ij / ic,j, from now on, called �max. So, the external �real�
voltage to burn the hottest fuse is V=ve+1 /�max, and the total
current I= ie+1 /�max. The burning of a fuse means it is irre-
versibly removed from the network. The currents are recal-
culated and again the hottest fuse is removed for a new value
of V and I, which will define a sequence �Vm , Im�, with m
ranging from 1 to the last burning of a fuse, corresponding to
the network breaking apart and no more current being con-
duced through it.

After the mth fuse connecting node r to node s is burnt
and removed from the network, the new admittance matrix Y
will be given by

Ym+1 = Ym − Grswwt

where w is a vector whose elements are given by

FIG. 3. Typical picture at final failure of network in loading case
1. Heavy lines are the burnt fuses. The central node is at the top
marked by a large arrow departing from it. The periphery terminal
is on the right, marked by a large arrow. The network is made small
only for visualization purposes.

FIG. 4. I-V curve for load mode 1 for a network of 1000 nodes
and 3000 fuses. �a� A single sample, with arrows showing the val-
ues of V and I for the burning sequence. �b� Average over 100
networks.
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wr = 1

ws = − 1

wj = 0, for j � r and j � s .

and Grs is the conductance of the fuse that connects node r to
node s. Significant computational advantages can be gained
if the inverse of Ym is simply updated by the well-known
Shermon-Morrison-Woodbury formula. �31,32�

Ym+1
−1 = Ym

−1 + � frs
uut

�1 − Grsw
tu��

where

u = Ym
−1w .

The whole process is carried out using Scilab, the scien-
tific software package, which has built-in graph tools.

IV. RESULTS AND DISCUSSION

A. Load mode 1

Load mode 1, as described earlier, refers to a central con-
fluence of load, meaning that the links incident to this central
load are the most likely to be overloaded. Figure 3 confirms
that. It shows a small network at the end of simulation, when
no more current is flowing because the system has broken
down.

This is the typical result; all links incident to the central
node failed. Sometimes an extra link would break, as in this
case �the one at the very bottom�.

The plot of current vs voltage for this load mode is shown
in Fig. 4. L, in I /L and V /L, is the number of nodes, set to
1000 in all simulations in this section.

The profile seen in Fig. 4�b� resembles the stress-strain
curve of a elastic material reinforced with fibers made of a
tougher elastic material �like carbon fiber reinforced glass �2�
and carbon fiber in carbonaceous matrix �1��—the fibers pre-
venting the catastrophic one-crack failure.

B. Load mode 2

This mode, described earlier, would suggest escaping the
total confluence toward the central node as seen in case 1.
Nevertheless the rupture will be defined in one of the periph-
eral neighborhoods, as can be seen in Fig. 5.

Any imbalance between the two peripheral halves will
trigger an avalanche in one of the “sides.”

Figure 6 shows the behavior of the I vs V curve during the

FIG. 5. Typical picture at final failure of network in loading case
2. Heavy lines are the burnt fuses. C indicates the central node; P1
and P2 are the two halves of the peripheral region. The network is
made small for easier visualization.

FIG. 6. I-V curve for load mode 2 for a network of 1000 nodes
and 3000 fuses. �a� A single sample, with arrows showing the val-
ues of V and I for the burning sequence. �b� Average over 100
networks. �c� Voltage controlled test: same as �b�, but allowing only
increasing values of V.
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burning sequence for this case. In Fig. 6�a� it is possible to
see significant oscillations observed for a single network.
The arrows explicit the burning sequence. When averaged
over 100 samples, the oscillations are significantly smoothed,
as shown in Fig. 6�b�.

If a voltage controlled test is considered, where V is made
to increase monotonically and never decrease, the curve ob-
tained is the one shown in Fig. 6�c�. The mechanical corre-
spondent would be the strain controlled test. It shows, in this
case, a smooth transition not observed in either two other
load cases. Mechanically it would represent fiber bridging,
after matrix extensive microcracking, followed by fiber
bundle failure �1,33�.

C. Load mode 3

Another situation is described by case 3, also described
earlier. Here the confluence toward the central node is re-
lieved by setting a small fraction ��1% � of nodes to divide
the flow toward the ”central” terminal -as the one opposed to
the periphery. The result is a spread of burned fuses as can be
seen in Fig. 7.

The plot of current versus voltage in this case shows an
interesting oscillation as can be seen in Fig. 8�a� and 8�b�.
For a single sample, it is interesting to note that after the first
burn of a fuse, the three next fuses will burn in a decreasing
sequence of overall tolerance �lower currents� of the net-
work. Next, a significant raise in tolerance is seen, to be
followed again by a decreasing sequence.

Along each lowering tolerance sequence, the overall con-
ductivity of the network seems to remain nearly unchanged,
since the values of I and V, in the sequence, lie on a straight
line that intercepts the V axis next to the origin.

Averaging over 100 samples, I vs V curve still displays
strong oscillations �Fig. 8�b��. When the voltage controlled
test is considered, with monotonically increasing V, the
curve obtained is the one shown in Fig. 8�c�.

V. CONCLUSIONS

The inherent inhomogeneity of scale-free networks has
shown interesting consequences to the robustness of systems

described by this kind of networks when their links are under
load and subject to deterministic failure. Their characteristic
distribution of incidence degrees has proved to be a major
disorder element, with no need of further inhomogeneity dis-
tributions such as different load thresholds or different load
response for the links.

Three different load modes have given place to three dis-
tinct breaking profiles. The distinctions were clear in both the
load concentration geometry and overall load responses.

FIG. 7. Typical picture at final failure of network in loading case
3. Heavy lines are the burnt fuses. C indicates the central node �the
most connected one�. P denotes the periphery and R is the terminal
connected to the randomly chosen nodes. The network is made
small for easier visualization.

FIG. 8. I-V curve for load mode 3 for a network of 1000 nodes
and 3000 fuses. �a� A single sample, with arrows showing the val-
ues of V and I for the burning sequence. �b� Average over 100
networks. �c� Voltage controlled test: same as �b�, but allowing only
increasing values of V.
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Larger scale tests with networks as large as 104 nodes and
3�104 links confirmed the load response profiles.

Although the fuse network may not be a direct mechani-
cal model for the fracture problem it does seem to capture
essential aspects of fracture in disordered media. Two of
three modes shown here display load responses profiles with
clear correspondence in fiber reinforced materials cases. That
could suggest how internal stress fields in matrix and load
share between fibers actually interact.
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60451-970 Fortaleza, Ceará, Brazil.
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We study the failure of various real and artificial scale-free networks by putting fuses on the links
and applying a potential drop. We discover that the critical behaviour is qualitatively completely
different if the external voltage is applied on a hub (mode I), two hubs (mode III) or no hub (mode
II).

PACS numbers: 89.75.Hc, 89.75.Da, 89.20.Hh, 64.60.Ak, 02.50.Cw, 05.50.+q

Transport networks like a system of blood vessels, an
electric power network and a telephone switch-board typ-
ically exhibit a hierarchical branching structure. Their
failure can often lead to catastrophic consequences. If the
external load which is applied exceeds a certain threshold
they will first break at some weakest points, i.e. capillar-
ies will blast under high pressure, cables will melt due to
excessive currents and phone lines will clog overwhelmed
by too large information density. A further increase of
the load will lead to more local failures until the system
entirely collapses. How will this rupture process depend
on the size and the topology of the network? Will the
three above cited examples fail in the same way? These
questions of obvious practical interest will be addressed
in the present Letter.

Rupture processes of heterogeneous solids have suc-
cessfully been described since twenty years by models of
fuse networks [1–3] establishing scaling laws and scaling
exponents. We will use this well established tool to mon-
itor the failure process of various hierarchical networks
considering the specific input and output conditions rel-
evant to the three above cited examples. In particular we
will analyze a real network of the links between web pages
of Notre Dame University [4] and two classical model
networks, the one introduced by Barabási and Albert
(BA) [5] and the Apollonian one [6]. All these networks
have the property of being scale-free, i.e. the fraction
P (k) of nodes having degree k follows a power-law of the
form

P (k) ∼ k−γ . (1)

This law implies the absence of a characteristic degree
and the presence of hubs, i.e. nodes with extremely high
value of k.

Given the network we put on each bond a fuse, i.e. a
resistor which burns irreversibly when the current flowing

∗Permanent address:IfB, HIF E12, ETH Hönggerberg, 8093 Zürich,
Switzerland

through it exceeds a certain threshold Ic where the values
of Ic are chosen randomly out of a given distribution.
Before burning a fuse has resistance unity and after it is
burnt its conductance becomes zero forever. The external
potential V is applied to the networks in three different
ways as illustrated in Fig. 1: In mode I the potential is
applied between a node having maximum degree (hub)
and all the nodes having smallest degree. In mode II
the set of nodes of smallest degree is split in two subsets
of equal size and the potential is applied between these
two subsets. In mode III the potential is applied on the
two nodes having largest degree. In fact for the real web
network [4] we took for mode III the node of highest
degree on one side and the two second most connected
nodes on the other side in order to have about the same
number of links on each side.

(a) (b) (c)

FIG. 1: The modes of applying an external potential drop for
(a) Mode I; (b) Mode II; (c) Mode III.

In order to calculate the values of the potential Vi on
each node i of a network of N nodes we must solve a
system of N linear coupled equation corresponding to
Kirchhoff law at each node. Then we determine the fuse
between nodes i and j with the smallest ratio rij = |Vi−
Vj |/Ic and burn it. After each burning of a fuse the set
of equations must be solved again. To do so efficiently
we use a multifrontal algorithm for first solution of the
sparse system combined with the Woodbury formula for
inverse update [7, 8]. We measure at each time t a fuse is
burnt the external potential V (t) needed to fulfill rij = 1
and the corresponding total current I(t) flowing through
the network.

In Fig. 2 we see the current-voltage characteristic, V (t)



2

against I(t) for networks of different sizes in two different
cases. The size is given by the number L of bonds which
in the Apollonian case is given by

L =
1
2
(3 + 3G+1) , (2)

where is G is the generation. For the BA network we use
eq.(2) to express the size L also in terms of G. In fact
in Fig. 2 we do collapse the curves for different sizes by
using the scaling law

I(L) = LαF (V L−β) , (3)

F being a scaling function. The values obtained for the
exponents α and β are given in Table 1.
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FIG. 2: Voltage-Current characteristics under mode III; (a)
Appolonian network with Ic = [1, 2] and (b) NDU network
with Ic = 1. Different network sizes were rescaled such as to
get data collapse.

The www.nd.edu network [4] (NDU) consists of
325, 729 nodes and 1, 497, 135 links. Different samples
of this real network were extracted from it by randomly
picking seed nodes and performing burning to obtain
subnetworks with the desired exact number L of links.
To avoid having star networks with N ≈ L, (the worst
case consists of one single hub connected to L− 1 nodes
of incidence degree k = 1), only the subnetworks with
2 < (L/N) < 4 were considered.

Random graphs (RG) were also investigated. They
were made the same size the AP and BA networks, so

case α β γ η

AP, I, uniform log 2/ log 3 0.0 0.6321 ± 0.004 4.6± 0.4
BA, I, uniform 0.525 0.0 0.511 ± 0.003 ?
AP, II, uniform 1.0 0.0 1.000 ± 0.001 1.1± 0.2
BA, II, uniform 1.0 0.0 1.003 ± 0.005 1.2± 0.1
RG, II, uniform 1.0 0.0 1.005 ± 0.004 1.6± 0.2
AP, III, uniform 0.56 0.1 0.665 ± 0.007 0.9± 0.1

AP, III, Ic ∝ 2G 0.58 −0.5 0.651 ± 0.003 1.0± 0.2
BA, III, uniform 0.5 0.0 0.516 ± 0.008 1.1± 0.1

AP, II, P (Ic) = c/Ic 0.98± 0.03 1.4± 0.2
BA, II, P (Ic) = c/Ic 1.00± 0.02 1.7± 0.2

BA, I, Ic = 1 0.535 0.0 0.523 ± 0.002 ?
BA, II, Ic = 1 1.0 0.0 1.029 ± 0.008 1.1± 0.1
BA, III, Ic = 1 0.5 0.0 0.517 ± 0.004 ?
ndu, I, Ic = 1 0.9 0.0 0.95± 0.09 0.9± 0.1
ndu, II, Ic = 1 0.9 0.0 0.94± 0.07 0.9± 0.1
ndu, III, Ic = 1 0.9 0.0 0.85± 0.08 1.0± 0.1

TABLE I: Exponents in the different cases; α and β were ob-
tained through the collapse of I×V using eq.(3). γ expresses
the power law dependence between the number of burnt fuses
and the size of network Nb ∝ Lγ . η is the exponent of the
avalanche size distribuition P (s) ∝ s−η.

that any network (RG, AP or BA), of size G had N =
3 + (3G − 1)/2 and L given by eq. 2.

The scaling exponent α is around 0.5 for BA networks
under mode I, despite the treshold distribution. That
comes from the fact that the incidence kmax of the hub
scales as N1/2 [11]. The scaling exponent β is essentially
zero for all cases, exception made to AP network, mode
III and P (Ic) ∝ Ic

−1.
In figure 3 we have the plotting of the number Nb of

burnt fuses versus the size L for all networks studied
here. One can clearly distinguish four groups. The lower
group corresponds to BA modes I and III for all treshold
distributions, with γ ≃ 0.5. With γ ≃ 0.63 we see that
all cases for AP networks, modes I and III superimpose.
In the upper group we see all BA, AP and RG networks
under load mode II, γ ≃ 1.0. The NDU network displays
itself as un intermediate group with γ ≃ 0.9.

The dispersion for the number of burnt fuses in NDU
networks is quite large and all the exponents are quite the
same for the three modes. It is important to say that the
size of the periphery was defined taking into account the
fraction of nodes of degree kmin = m in the BA network,
wich is given by

fp = P (k = m) =
2

(m + 2)
. (4)
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Introdução

Turismo é um elaborado e complexo processo de decisão sobre o que visitar, 
onde, como e a que preço. Nesse processo de decisão intervêm inúmeros fatores e o seu 
consumo se dá por meio de roteiros.

O fenômeno da globalização está  acelerando as  disparidades  existentes  entre 
países e regiões, devido à facilidade de obtenção de informações e serviços, acirrando 
cada vez mais a concorrência. Diante deste fato, assumem um papel de destaque aquelas 
regiões cujo sistema produtivo se encontra articulado internamente e apoiado por uma 
série  de  fatores  externos.  Assim,  o  caráter  global  de  competição  não  elimina  a 
importância da base, a partir do qual os produtos são lançados no mercado.

Este processo concorrencial vem abrindo espaço para políticas de formação de 
agrupamentos,  que se  caracterizam por ser  um conjunto de atrativos com destacado 
diferencial turístico, dotado de equipamentos e serviços de qualidade, com excelência 
gerencial, concentrado num espaço geográfico delimitado.

Em um agrupamento é necessário analisar todos os fatores que influenciam o 
grau  de  satisfação  de  um turista,  afim de  que  além dos  atrativos  naturais,  a  infra-
estrutura e serviços  permitam uma vantagem competitiva sustentável  a  longo prazo. 
Logo, desde o planejamento até a execução de programas de planejamento, deve ser 
considerado o conceito de turismo sustentável.

1Palavras chaves: redes; turismo; interações dos atores.
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O  turismo  planejado  e  organizado  é  poderoso  instrumento  de  aceleração  e 
complementação do processo de desenvolvimento, assim aos moradores da determinada 
região é que competirá conviver e estabelecer as normas sociais, culturais e econômicas 
decorrentes.

O  processo  de  globalização  serviu  também  para  facilitar  a  obtenção  de 
informações pelas pessoas. No caso do turismo, devido a esta circulação de notícias a 
concorrência aumentou e, para superar seus concorrentes, começam a surgir estruturas 
denominadas  clusters, que são locais que oferecem um serviço turístico de qualidade 
diferenciada.

A formação de um agrupamento só é obtida com o empenho de todas as pessoas, 
que de forma direta ou indireta, obtêm benefícios advindos do turismo. Esse empenho 
pode ser alcançado se houver uma conscientização geral  do grau de importância do 
turismo como importante instrumento de desenvolvimento local e regional. Deste modo, 
todos os participantes com o mesmo objetivo e atuação ativa tem a capacidade de dar 
vida a um agrupamento e, assim, fortalecer a sua região.

Ao  acontecer  a  mobilização  das  pessoas,  não  pode  se  pensar  em  aspectos 
somente financeiros. É de suma importância não se esquecer de que a relação sociedade 
e  meio  ambiente  tem  que  ser  bastante  benéfica  para  ambos,  não  somente  para  a 
sociedade.

As cidades, estruturas complexas, ou ecossistemas abertos, têm sido objeto de 
estudo  por  profissionais  de  diferentes  formações,  tanto  por  ecólogos,  como  por 
urbanistas,  ou  filósofos,  que  buscam  compreender  os  processos  que  incidem  na 
dinâmica urbana. A cidade, crisol de caminhos, de cultura e de esforços é como uma 
trama de relações que tem formatação em uma estrutura física determinada, estrutura 
que se constitui em habitat de milhões de seres humanos sobre o planeta. 

Essa  trama  de  relações  constitui-se  como uma rede  de  interações.  Redes  se 
apresentam nas mais variadas formas e contextos, desde as redes sociais, compostas por 
amigos e familiares até as redes metabólicas formadas pelas proteínas nas células. Da 
Internet,  com seu  imenso  número de páginas  e  conexões,  até  as  redes  de  predação 
existentes em nichos ecológicos. Enfim, o mundo se articula em redes. 

Até  pouco  tempo,  acreditava-se  que  essas  redes  eram constituídas  de  forma 
específica, não havendo uma proposição teórica que as descrevessem em seu conjunto. 
Esse  cenário  muda bastante  nos  últimos  anos.  É  hoje,  cada vez  mais  claro,  que os 
diversos tipos de redes podem ser enquadrados num número reduzido de classes.  O 
estudo  das  propriedades  de  cada  classe  pode,  assim,  ser  feito  por  modelos 
significativamente simples. 

Apesar da diversidade de objetivos, de instituições, atores e recursos envolvidos 
nas  diversas  redes  sociais,  em  todos  os  casos  encontramos  elementos  comuns, 
representados  pelos  desafios  de  estabelecer  modalidades  gerenciais  capazes  de 
viabilizar os objetivos pretendidos e preservar a existência da estrutura reticular.

Recentemente, foi apresentada uma proposta conceitual que busca compreender 
os fenômenos relacionados ao Turismo a partir de referenciais da Teoria de Redes e 
Sistemas  Complexos  (Almeida,  2004).  Neste  sentido,  o  presente  trabalho  pretende 
identificar a estrutura de rede existente nas interações entre os atores do setor turístico 
na cidade de Ouro Preto. Pretende-se, ainda, mapear o fluxo turístico dentro de Ouro 
Preto. Este estudo poderá ter aplicações no estudo de fluxos internos, da fragilidade do 
sistema e de técnicas para otimização interna no sistema. 

O estudo das propriedades de redes e de sua aplicação a diversos problemas 
ocorre em diversas áreas do conhecimento, das ciências sociais até a biologia, passando 
pela física, ciências dos materiais, química etc. É um campo de extrema atividade em 



nossos dias. Contudo, apesar da efervescência do tema, seu estudo ainda é embrionário 
no Brasil.

Ao mesmo tempo em que se busca aprofundar o estudo teórico sobre o tema, 
também se busca uma aplicação desses modelos no estudo de interações entre atores de 
uma rede voltada para o turismo. Este artigo articula a pesquisa básica feita na física 
com interesses aplicados no setor do turismo, dando base teórica a discussões nascentes 
para o setor do turismo. Isto contribui para um novo enfoque do tema da relação entre 
turismo,  ambiente  e  desenvolvimento  sustentável,  ao  permitir  a  compreensão  dos 
elementos estruturais das redes de relações entre estes atores.

Redes 

O mundo é formado por redes.  E, neste momento exato,  conexões sinápticas 
atuam, formando uma rede de neurônios em seu cérebro. Em cada célula, as ações são 
executadas por proteínas, elas mesmas formando redes de interações bioquímicas. Ao 
discutir  com colegas  ou  conversar  com amigos,  você  atua  numa  rede  de  conexões 
sociais. A linguagem usada para descrever este projeto também se constitui numa rede 
de palavras com conexões sintáticas. No mundo da tecnologia e das relações comerciais, 
as  redes  estão  também presentes:  a  Internet  e  as  redes  de  transporte;  as  redes  de 
interações comerciais.

Os  sistemas  formados  por  redes  estão  representados  nos  mais  diversos  e 
diferentes lugares, como por exemplo: as redes neurais e as redes sociais. As redes, 
durante quase todo o tempo são estruturas invisíveis, informais, tácitas. As pessoas só a 
vêem quando precisam dela, ou seja, quando ela é acionada. 

O  surgimento  de  uma  rede  ocorre  quando  um  propósito  comum  consegue 
aglutinar diferentes atores e convocá-los para a ação. Muitas redes são organizadas sem 
hierarquia. Assim, seus elementos estão ordenados sem a mediação de qualquer controle 
ou governo. Nesses casos, a ordem é produzida por uma dinâmica de auto-ajuste.

Apesar de sua onipresença e importância em praticamente todos os processos 
que são realizados pelas pessoas, os mecanismos básicos que regem seu funcionamento 
ainda são pouco conhecidos. Até pouco tempo atrás, o estudo de redes e grafos era 
restrito  a  poucas  aplicações,  principalmente  em  áreas  da  matemática  aplicada  e 
tecnologia. Contudo, tem-se hoje a clareza de que sua aplicação se estende muito além 
desses  campos.  Por exemplo:  como interações defeituosas numa rede genética pode 
resultar em câncer? Como ocorre a difusão de epidemias ou vírus de computador numa 
rede de interações sociais  ou na Internet.  Como certas redes  continuam a funcionar 
mesmo depois da falência de vários de seus nós?

A  pesquisa  nesse  campo  floresceu  significativamente  nos  últimos  anos 
(Barabasi, 2002; 2003). Pesquisadores atuando nos mais diversos campos começam a 
observar que regras e comportamentos similares estão presentes nos diversos tipos de 
redes. Redes, de uma maneira geral, são estruturas formadas por nós e ligações. Em 
algumas  delas,  ou  alguns  tipos,  os  nós  podem ter  um número  médio  de  conexões 
descrito por uma distribuição de Poisson. Um exemplo é a malha viária de um país. Em 
outros casos, existe uma distribuição que segue uma lei de potência: como nas Internet 
ou  certas  redes  de  interações  sociais.  Nesse  caso,  têm-se  pouquíssimos  indivíduos 
fazendo um grande número de ligações e uma vasta maioria fracamente conectada.

Por mais de 40 anos, todas as redes complexas foram tratadas pela ciência como 
sendo completamente aleatórias. A origem deste paradigma está no trabalho de Erdos e 
Rényi (Rényi, 1959), que buscavam descrever as redes nas comunicações e nas ciências 
da vida. Eles sugeriram que tais redes poderiam ser modeladas pela adição de ligações 
aleatórias aos nós das redes.



Muitos  anos  mais  tarde,  tornou-se  possível  mapear  grandes  redes  reais  e 
verificar a validade ou não da hipótese das redes aleatórias. Descobriu-se que a rede 
mundial WWW (com nós equivalendo aos documentos e ligações aos  links) (Adamic, 
1999; Barabasi, 1999) segue uma distribuição de conectividade dada por uma lei de 
potência. O mesmo ocorre para a Internet (Pientronero, 2000), a rede de colaboração em 
trabalhos científicos (Newman, 2001), citações de trabalhos científicos (Redner, 1998) e 
inúmeras  outras  redes.  Essas  redes  são  chamadas  redes  invariantes  por  escala  ou 
simplesmente redes sem escala, pelo fato de não apresentarem um tamanho ou uma 
conectividade característicos (como é o caso das redes aleatórias). Elas estão por trás da 
estrutura de muitas redes naturais e artificialmente criadas pelo homem e têm outra 
característica  interessante,  que  é  sua  pequeno-mundidade  (Strogatz,  1998;  Barabasi, 
2002). Essa característica é simplesmente o fato de dois nós dessa rede estarem sempre 
a uma distância pequena, mesmo para redes muito grandes.

A aplicação de modelos de redes em problemas de sociologia e economia tem 
tido  especial  destaque.  Saliente-se  aqui  o  estudo  sobre  a  dinâmica  de  formação  de 
opiniões  em processo  eleitorais  e  o  papel  dos  sistemas  de  inovação tecnológica  na 
diferenciação entre países. Tais modelos permitiram a compreensão de processos que 
até então não eram relacionadas com dinâmicas de sistemas complexos (BERNARDES, 
2002;  ALVES, 2002; RIBEIRO, 2006).

Mas,  na  grande  maioria  dos  casos,  particularmente  nas  ciências  sociais,  o 
processo  de  formação  das  redes  ainda  não  é  claramente  compreendido.  De  fato,  a 
organização e a operação das redes institucionais é uma área da prática social onde o 
planejamento baseado no conhecimento, o crescimento induzido e a gestão sistemática 
parecem estar  ausentes.  Portanto,  uma  questão  que  hoje  ainda  está  sem resposta  é 
quanta  energia  dedicada  à  eficiência,  à  regulamentação  e  à  gestão  está  sendo 
desperdiçada devido ao desconhecimento ou ao mau uso dos conhecimentos científicos, 
tais como são desenvolvidos pelo florescente campo da pesquisa sobre redes. 

Cada  destino  irá  determinar  suas  estratégias,  utilizar  recursos,  definir  seus 
produtos ou implantar seus planos da mesma forma. Independentemente de ser uma 
cidade, região ou país, o destino apresenta uma história, cultura, política e lideranças 
diferentes,  e  sua  própria  maneira  de  lidar  com as  relações  entre  o  setor  público  e 
privado.  Portanto,  os  profissionais  dos  destinos  são  orientados  por  um conjunto  de 
teorias  econômicas,  tendências  demográficas  e  industriais,  previsões  e  opiniões 
políticas, casos e experiências práticas (OMT, 2003).

A aplicação da abordagem de redes para o gerenciamento de destinos pode vir a 
ser um excelente instrumento de desenvolvimento. Tais aplicações, porém, não devem 
apenas ser mais uma "abordagem parcial e limitada", envolvendo somente a substituição 
de  uma  terminologia  da  moda,  que  contenha  suposições  implícitas  e  implicações 
explícitas que mereçam mais atenção do que vêm recebendo, e sim uma ferramenta de 
análise e planejamento que se vale de um corpo considerável de conhecimento formal.

Turismo

A pesquisa no setor do turismo no Brasil é ainda incipiente. O conceito mais 
importante,  que  norteia  o  setor  é  o  da  Organização  Mundial  do  Turismo.  Esta 
organização destaca que ele representa “as atividades que realizam as pessoas durante 
suas viagens e estadas diferentes ao seu entorno habitual, por um período consecutivo 
inferior a um ano, com finalidade de lazer, negócios ou outras” (OMT, 2001). 

Para ser identificado como turista, é necessário que haja deslocamento de um 
território/estado a outro diverso daquele em que tem residência habitual, nele permaneça 
pelo prazo mínimo de 24 horas e máximo de seis meses, no transcorrer de um período 
de 12 meses, com finalidade de turismo, recreio, esporte, saúde, motivos familiares, 



estudos,  peregrinações  religiosas  ou  negócios,  mas  sem  propósito  de  imigração 
(ANDRADE, 1998). 

É importante diferenciar o turista do excursionista, uma vez que o excursionista 
é o visitante temporário que permanece menos de vinte e quatro horas no local visitado. 
Já o turista, visitante temporário, tem como característica permanecer pelo menos vinte 
e  quatro  horas  no  país  ou  localidade  visitada  (Beni,  2001).  Esta  diferenciação  é 
importante por auxiliar na identificação dos gastos com hospedagem, feito pelo turista.

Tanto  o  turista  quanto  o  excursionista  desenvolvem  atividades  durante  suas 
viagens. Estas atividades tem como suporte o serviços de hospedagem, de alimentação, 
de  recreação  e  lazer,  de  caráter  artístico,  cultural  e  social,  que  constituem a  oferta 
turística. 

A oferta  turística  é  compreendida  pelos  meios  de  hospedagem,  alimentação, 
entretenimento,  agenciamento,  informações  e  outros  serviços  voltados  para  o 
atendimento  aos  turistas,  conforme  mostrado  na  Figura  1.  Subdivide-se  em 
equipamentos e serviços turísticos e infra-estrutura de apoio turístico. A infra-estrutura 
de  apoio  turístico  compreende  no  sistema  de  comunicações,  transportes  e  serviços 
urbanos (Oliveira, 2000). Já os atrativos turísticos podem ser subdivididos em culturais 
(arquitetura,  culinária,  monumentos,  museus,  etc.),  naturais  (paisagem,  parques, 
montanhas,  etc.),  eventos  (festivais,  eventos  esportivos  ou  comunitários,  feiras 
comerciais,  etc.),  lazer  (passeios,  trilhas,  ciclismo,  etc.)  e  entretenimento  (parques 
temáticos, cinemas, comércio, etc.) (GOELDNER, 2002). 

Figura 1 – Rede de atores do turismo. Fonte: NUPETUR, 2006. Adaptado de 
(CHON, 2003).

Todos  estes  componentes  do  turismo  estão  inter-relacionados  e  fortemente 
interdependentes, formando um grupo denominado de rede turística (CHON, 2003).



Metodologia

O  turismo  tem  necessidade  de  informação  constante,  uma  vez  que  envolve 
relações humanas que estão sempre propensas a modificações e interagir com diversos 
setores.

Esta pesquisa utilizou técnicas qualitativas quando se apropriou do estudo de 
caso para fazer a análise do comportamento dos atores. A técnica quantitativa utilizada 
foi montagem da freqüência de incidência dos “nós” da rede. 

A pesquisa exploratória procura aprimorar idéias ou descobrir intuições, provê 
ao  pesquisador  um  maior  conhecimento  sobre  o  tema  em  estudo  (Dencker,  2001; 
Mattar, 1998). Assim, nesse estudo, utilizou-se de técnicas exploratórias e bibliográficas 
no momento da identificação dos atores do turismo existentes em Ouro Preto, quando 
foram utilizados  como  fonte  o  Guia  4  Rodas7,  os  dados  disponibilizados  pelo  site 
http://www.ouropreto.com e o Estudo da Oferta Turística do CEDITUR (2005). E esse 
tipo de pesquisa visa proporcionar maior familiaridade com o problema, com vistas a 
torná-lo explícito ou a construir hipóteses (MARCONI, 1999).

A técnica documental é identificada no momento da utilização como universo o 
livro de assinaturas do Museu da Inconfidência. 

É descritiva por focar no tema turismo e procurará compreender o máximo de 
variáveis que esse tema tem com o desenvolvimento local, e a coleta de dados ocorreu 
diretamente com os turistas que freqüentam a cidade. A pesquisa descritiva tem por 
objetivo  traçar  as  características  de  determinada  população  ou  fenômeno,  ou  o 
estabelecimento de relações entre variáveis (Goeldner, 2002), mediante a utilização de 
técnica  de  coleta  de  dados  padronizada,  tais  como  questionários  e  observação 
sistemática.

A técnica mais utilizada foi a de levantamento de dados quando utilizou-se como 
ferramenta o questionário. De acordo com o proposto pelo projeto, essa coleta de dados 
ocorreu através de questionários que foram aplicados por uma semana de cada mês e 
durante quatro meses, totalizando 400 questionários. 

Como todas essas questões estão ligadas e atendendo novamente ao objetivo da 
pesquisa,  o  questionário  foi  construído  para  melhor  colher  as  informações  sobre  a 
relação  entre  as  interações  dos  agentes.  Eles  foram  aplicados  pelos  próprios 
pesquisadores.  Assim,  alguns  autores  não  chamariam  de  questionários  e  sim  de 
formulários.  “O  formulário  é  utilizado  no  controle  da  observação,  devendo  ser 
preenchido pelo pesquisador. O questionário aplicado pelo pesquisador é denominado 
formulário”  (Dencker,  2001).  Este  método  permite  ao  pesquisador  interagir  com as 
respostas dos turistas, colhendo informações extra questionários que podem ser úteis 
posteriormente. 

As questões foram elaboradas a partir de perguntas diretamente relacionadas ao 
fluxo de turistas entre estes atores. Observa-se, então, quais equipamentos turísticos ele 
usou, quem o indicou e a classificação desses equipamentos quanto à qualidade, preço e 
acesso, que dão a informação a respeito do peso e da potência dessas interações.

Foram utilizados filtros para que só atingissem o universo estabelecido (turistas). 
Estes filtros concerniram em conhecer se o entrevistado morava em Ouro Preto, se ele já 
fora entrevistado por algum outro pesquisador dessa pesquisa, além da motivação da sua 
viagem, permitindo a identificação do real turista para a obtenção mais exata dos dados.

7 GUIA 4 RODAS. Atendimento ao leitor. Disponível em http://www.guia4rodas.abril.com.br, acesso 
em 18 de setembro de 2006. 



O pré-teste foi realizado no mês de fevereiro e uma tiragem de 10% do total a 
ser aplicado, dando 40 questionários, no local mais central e de maior movimentação 
turística: a Praça Tiradentes.

O universo considerado nesta pesquisa foi com base no número de assinaturas 
do livro de entrada do Museu da Inconfidência, 94.606 visitantes durante o ano de 2004, 
por ser o registro mais confiável existente em Ouro Preto (NUPETUR , 2005). Durante 
o período de 2004 a 2006 o referido museu ficou fechado para reformas não sendo 
possível a obtenção de dados mais atualizados.

Para garantir a representatividade dos dados colhidos e legitimidade da pesquisa 
científica, é necessário determinar o tamanho da amostra, estatisticamente. O tamanho 
da amostra depende da amplitude do universo, do nível de confiança estabelecido, da 
estimativa de erro permitido e da proporção da característica pesquisada no universo 
(Mattar,  1998).  Foi  definida  uma amostra  de  400 questionários  e,  para  assegurar  a 
representatividade e a confiabilidade do universo pesquisado, adotou-se um erro relativo 
máximo de cinco pontos percentuais - com nível de confiança de 95% - que possibilita 
inferências estatísticas para o universo de turistas da cidade.

O modelo de amostragem utilizado foi a amostra aleatória simples, onde cada 
elemento da população de turistas (universo da pesquisa) teve a mesma probabilidade 
de ser entrevistado e, portanto, de estar incluído na amostra, permitindo a realização de 
inferências representativas para o universo (Yin, 2001). Para garantir a aleatoriedade do 
pesquisador em relação a seleção de um potencial respondente, seguiu-se o seguinte 
critério: o pesquisador define uma área circular imaginária de raio de cerca de cinco 
metros  (sendo o  pesquisador  o  centro  da  área  imaginária)  e  qualquer  passante  que 
eventualmente invadir essa área deve ser obrigatoriamente abordado.

Resultados

Quando  perguntados  sobre  a  finalidade  da  viagem  a  Ouro  Preto,  86,2% 
responderam que vieram a cidade com a finalidade de fazer turismo e 13,8% por outras 
razões. Dentre os entrevistados, 45,5% não se hospedaram em Ouro Preto e 54,5% se 
hospedaram de alguma forma. Dos turistas que se hospedaram em Ouro Preto, 74,8% 
ficaram em hotéis,  pousadas e  em repúblicas,  16,0 % ficaram na casa de amigos e 
parentes, 3,2 % ficaram em casa própria, 1,4 % em casa alugada e 4,6 % em outros 
meios de hospedagens. Os turistas que ficaram em hotéis, pousadas e em repúblicas, 
74,8% , mencionaram 52 estabelecimentos diferentes. Entre os estabelecimentos mais 
conectados têm-se: 7,4% Hotel Mirante, 6,7% Hotel Colonial e Grande Hotel e Pousada 
Ouro Preto, ambos, com 6,1%.

Dos turistas entrevistados, 65,5% foram a algum restaurante, 34,0% não foram e 
0,5%  não  responderam.  Os  turistas  que  utilizaram  restaurantes  mencionaram  24 
estabelecimentos diferentes, sendo os mais mencionados: 11,8% Restaurante Quinto do 
Ouro, 8,0% Restaurante Maximus Colonial, 6,1% Restaurante Casa dos Contos e 5,7% 
Restaurante Casa do Ouvidor. 

Duas  questões  distintas  foram feitas  aos  turistas,  em relação  à  utilização  de 
padarias  e  lanchonetes.  Observou-se,  no  entanto,  que  os  mesmos  estabelecimentos 
foram mencionados nas duas questões. Dos entrevistados, 42,5% não utilizou nenhum 
serviço  de  lanchonete  e  padaria,  25,8% disseram ter  utilizado lanchonetes  e  31,8% 
alguma padaria, sendo citados 14 estabelecimentos diferentes. A Lanchonete e Padaria 
Ouvidor foi a mais citada, sendo apontada por 41,3% dos entrevistados. 

Em relação a  lojas  de artesanatos  280 pessoas  (ou 70,0%) dos  entrevistados 
disseram  ter  ido  a  alguma  loja  de  artesanato.  Entre  os  estabelecimentos  mais 
mencionados, a Feira de Pedra Sabão foi citada por 96 entrevistados (ou 34,3%).



Na questão sobre os atrativos, cada turista podia citar até três estabelecimentos 
diferentes  e  dentre  os  turistas  que  visitaram algum atrativo,  foram mencionados  36 
atrativos diferentes, sendo mencionados 578 vezes. A Igreja São Francisco de Assis foi 
mencionada por 97 vezes ou 16,8%, a Igreja Nossa Senhora do Pilar foi citada por 79 
vezes ou 13,7%, o Museu da Inconfidência por 61 vezes ou 10,6%, a Igreja Nossa 
Senhora do Carmo por 60 vezes ou 10,4% e a Casa dos Contos 43 vezes ou 7,4%.

Todos  os  turistas  entrevistados,  que  se  hospedaram  em  um  dos  meios  de 
hospedagens acima mencionados, vieram à cidade de Ouro Preto com a finalidade de 
fazer  turismo.  Esses  meios  de  hospedagem  são  localizados  no  centro  histórico  da 
cidade, ou seja, estão localizados próximos a praça principal da cidade que é a Praça 
Tiradentes.

A partir  das  respostas  aos  questionários,  montou-se  o  perfil  de  duas  redes 
distintas, a saber, a rede de indicações e a rede de fluxo de turistas.  O questionário 
aplicado permitiu detectar o movimento dos turistas e o que pode ter provocado esse 
movimento.  Os  nós  da  rede  foram os  lugares  visitados  pelos turistas:  restaurantes, 
hotéis, lojas, atrativos etc; assim como também fontes de informação: guias, pessoas 
etc. As ligações entre nós podem se formar de duas maneiras, originando dois tipos de 
redes.

A primeira rede, de indicações, é formada por nós que representam indicadores e 
indicados,  as  conexões  são  feitas  entre  pares  de  nós:  o  indicador  e  o  indicado.  O 
indicador é o agente que fez a indicação a algum ponto (nó) da rede. Indicadores podem 
ser estabelecimentos, guias turísticos (em nosso caso sendo agregados em um único nó), 
pessoas. O indicado é o próprio local visitado pelo turista, que pode ser um restaurante, 
local de hospedagem, atração turística, loja, etc. Assim, temos uma rede direcionada: 
cada ligação tem uma origem e um destino que não podem ser confundidos. É claro que 
podem se formar ligações bidirecionais: um estabelecimento  a indica o  b; e o inverso 
também ocorre: o estabelecimento b indica o ª

Considerando toda a rede de indicações do setor de turismo de Ouro Preto, os 
nós  mais  conectados  (hubs)  e,  respectivamente,  a  quantidade  de  vezes  que  foram 
mencionadas,  estão  demonstrados  no  quadro  abaixo.  Uma  questão  de  fundamental 
importância, inclusive do ponto de vista de planejamento do setor turístico de Ouro 
Preto, é o papel do guia turístico local. Ele é referência para um contingente expressivo 
de turistas, sendo o nó mais mencionado da rede. Chama a atenção também o fato de 
uma Lanchonete estar entre os pontos mais mencionados. A maior parte dos  hubs são 
atrativos  turísticos,  não necessariamente situados no entorno da Praça  Tiradentes.  A 
Lanchonete e Padaria Ouvidor fica na Praça Tiradentes, na esquina da Rua do Ouvidor e 
por essa esquina passa grande parte dos turistas que se dirigem à Feira de Pedra Sabão e 
à Igreja  de São Francisco de Assis.  Assim, fica evidente que,  o fato de estar numa 
posição privilegiada, a torna forçosamente como ponto de visita de muitos turistas

Tabela 01 – Hubs na rede de indicações

Guia 139

Igreja de São Francisco de Assis 97

Feira de Pedra Sabão 96

Lanchonete e Padaria Ouvidor 95

Igreja Nossa Senhora do Pilar 79

Museu da Inconfidência 61



Igreja Nossa Senhora do Carmo 60

Casa dos Contos 43

Fonte: NUPETUR, 2007. 

A segunda rede foi obtida tendo-se o turista como agente das ligações. Se um 
dado turista visitava os nós a,b,c e d da rede, as seguintes ligações eram acrescentadas à 
esta  rede:  a-b,  a-c,  a-d,  b-c,  b-d,  c-d. Como se  vê,  quanto maior  o número de nós 
visitados  por  um dado turista,  maior  será  o  peso de  suas  ligações  na  rede  e  maior 
potência (números de ligação que um nó faz vezes o peso dessas ligações) ele atribui 
aos nós. Isso deve ser traduzido como uma medida do fluxo nesta rede.

Figura 2 – Rede de fluxo de Ouro Preto. Fonte: NUPETUR, 2006

A Figura  2  mostra  a  rede  de  fluxo  de  Ouro  Preto,  levantadas  a  partir  das 
respostas a 400 questionários. O programa que gera o grafo coloca os sítios de maior 
conectividade na região central8. Os nós periféricos são aqueles menos conectados. Os 

8 As figuras 2 e 3 foram geradas com o software GraphViz, disponível em http://www.graphviz.org. Seu 
uso é regido por CPL (Common Public License) e seu download e distribuição são livres. O software 



mais  conectados,  ou  de  maior  fluxo,  são  a  Feira  de  Pedra  Sabão  o  Museu  da 
Inconfidência e a Igreja São Francisco de Assis). Nessa rede, só são conectados nós que 
representam estabelecimentos comerciais ou atrativos. Pessoas, entre elas os guias, não 
aparecem como nós conectados.  Também estão desconectados pontos comerciais  ou 
atrativos que surgiram nas respostas, mas de onde os turistas não tinham se dirigido para 
outro ponto. Não há, nesse caso, fluxo entre dois nós.

Na  Figura  3  temos  a  rede  de  indicação.  Pode-se  destacar,  dentre  os  “nós” 
centrais, os mais indicados, que são a Igreja do Pilar, Feirinha de Pedra Sabão e Igreja 
de São Francisco de Assis. É interessante notar que este último tem o dobro do número 
de indicações das outras duas, embora tenha incidência inferior à elas na rede de fluxo. 
Como já mencionado, o nó de maior peso representa os guias turísticos da cidade de 
Ouro Preto.

Uma comparação entre as duas redes nos leva a entender sua dinâmica mais 
básica. Enquanto na rede de fluxos há uma alta conectividade de muitos nós, na rede de 
indicação aparece  claramente  o fenômeno de crescimento  preferencial.  Esse  tipo de 
fenômeno é observado em redes invariantes por escala, onde a agregação de novos nós, 
em nosso caso proveniente de indicação, se faz em relação a nós já existentes e que já 
contam com preferência prévia.  No caso da rede de fluxos,  muitos nós estão sendo 
visitados, mesmo sem um critério preferencial. Isso significa que muitas escolhas se dão 
ao acaso, talvez sem critério pré-definido. O fato da rede de indicações ter uma estrutura 
invariante por escala, significa que ela é mais robusta a perdas de nós ao acaso, mas é 
mais frágil a perdas de hubs. A perda de um nó fortemente conectado pode significar a 
fragilização da rede ou mesmo a perda de conexão entre pontos da rede. Já a rede de 
fluxos,  por  se  assemelhar  a  uma estrutura construída ao acaso,  é  mais  resistentes  a 
perdas  propositais,  mas  é  mais  frágil  a  perdas  pelo  acaso.  Essa  análise  pode  ter 
implicações importantes no planejamento de ações públicas ou privadas referentes ao 
setor turístico em Ouro Preto.

rodou em computadores com padrão x86, rodando sistema operacional Linux



Figura 3 – Rede de Indicação. Fonte: NUPETUR, 2006

Discussões e conclusões

Este trabalho possui entre seus principais méritos o de ter conduzido um estudo 
de  redes  baseado  em  uma  abordagem  pouco  usual  na  Ciência  do  Turismo,  onde 
pesquisadores da Ciência da Informação, Turismo, Sociologia, Ciência da Computação 
e Física somaram esforços no sentido de implementar um modelo computacional para 
explicar  o  comportamento  de  redes.  Este  trabalho  integrado  vem  reforçar  as 
características interdisciplinares da Ciência do Turismo. 

Este trabalho traz como primeira novidade sua metodologia, em que através da 
aplicação de questionários montou-se a estrutura da rede de interações dos atores da 
atividade turística. Com isso foi possível identificar os atores dessa rede e compreender 
algo de sua interação. 

A  análise  preliminar  dos  dados  sugeriu  a  necessidade  de  se  efetuar  o 
desmembramento da rede de atores em duas redes de naturezas diferentes: rede de fluxo 
e  rede  de  indicações.  Esta  última  faz  parte  de  uma  estrutura  independente,  que  a 
princípio deve  ser  planejada para  atingir  o  turista  da forma mais  eficiente possível. 
Haveria de se esperar que a segunda fosse um reflexo da primeira. Da comparação entre 
as duas, no entanto, ficou evidente uma correlação não linear entre objeto indicado e 
fluxo de turistas. Isso pode sugerir a existência de estruturas de estímulo ineficientes. 

Nossos  resultados  reforçam  o  que  outros  estudos  destacaram  sobre  a 
acessibilidade da fonte, que a despeito da sua credibilidade, determina se a mesma será 
bastante utilizada ou não. Pode-se exemplificar esta situação da seguinte forma: se o 



centro de informações de uma cidade estiver localizado a uma distância considerada 
desconfortável,  isto  será  suficiente  para  que  essa  fonte  seja  pouco  utilizada, 
independente da confiabilidade que ela possa ter entre as pessoas. 

Assim, a localização e o acesso ao posto de informações turísticas da AGTOP 
são determinantes para sua não conectividade na rede detectada por esse estudo. Um 
número  considerável  de  turistas  que  freqüentam a  cidade  chega  de  carro  próprio  e 
prefere se orientar por conta própria. 

Já  o  Posto  de  Informações  na  Praça  Tiradentes  também não  é  mencionado. 
Conforme apontado pela pesquisa de Perfil da Demanda de Ouro Preto, desenvolvida 
pelo NUPETUR (2005), ele carece de sinalização, o que confirma a importância de 
existência dessa sinalização. Da mesma forma, a Secretaria Municipal de Turismo que 
se encontra ao lado da Feira de Pedra Sabão, também não é mencionada. Esses fatos 
evidenciam a ausência de informações na cidade, ou o fato de que esses pontos não se 
encontram  devidamente  sinalizados  e  divulgados,  principal  fator  dos  mesmos  não 
aparecerem nos dados dessa pesquisa. 

O  Centro  Cultural  e  Turístico  do  Sistema  FIEMG,  empreendimento  que  foi 
inaugurado no início do ano, não aparece como um dos pontos mais conectados por esta 
pesquisa ter sido desenvolvida logo no início das suas atividades. 

Observou-se com este  estudo que a  necessidade e a oferta  de informação de 
maneira geral são desarticuladas, valorizando cada vez mais o relacionamento entre as 
pessoas para o desenvolvimento do conhecimento. A rede de relações formada através 
do contato informal entre as pessoas (boca-a-boca),  é provedora e disseminadora de 
informação  de  grande  valor,  o  que  torna  a  informação  em  elemento  crucial  neste 
relacionamento. 

Além disso,  nossos resultados deixam claro que medidas devem ser tomadas 
pelas  autoridades  oficiais,  no  sentido  de  reorientar  suas  ações  e  políticas  de 
disseminação de informações turísticas, uma vez que nem mesmo os órgãos públicos 
oficialmente instituídos, como o AGTOP, têm cumprido a contento os objetivos para os 
quais foram criados. 

A comunicação, como se vê, é uma importante forma de trabalho e o mesmo 
acontece no âmbito das redes. Sugere-se como estratégia a criação de locais e ocasiões 
para que as pessoas interajam informalmente, promovendo intercâmbio entre pessoas 
que nunca tiveram oportunidades de se encontrar. Neste sentido, a Feira de Pedra Sabão, 
além de ser o local mais conectado da cidade (conforme apontam os dados da pesquisa), 
possui um segundo diferencial, pois representa um local propício para trocas informais 
de experiências entre os turistas e também para a troca de informações entre os turistas e 
a população local. 

Ainda, os atores ou nós que representam empreendimentos como: restaurantes, 
hospedagens, mercearias, padarias, etc. não aparecem como mais conectados, indicando 
e fortalecendo o resultado da pesquisa do Perfil da Demanda (NUPETUR, 2005). Nela, 
mostrou-se que a grande maioria dos turistas que freqüentam a cidade caracterizarem-se 
por excursionistas. São pessoas que não pernoitam, não tendo, portanto, demanda de 
diversos desses serviços. 

Uma outra perspectiva importante para dar seguimento e aprofundar o presente 
trabalho,  é  o  estudo  das  razões  que  levam  o  turista  a  freqüentar  ou  escolher 
determinados  nós.  Identificou-se,  durante  a  análise  dos  dados  desse  trabalho,  a 
necessidade  de  desenvolver  pesquisa  que  se  foque  no  preço  dos  serviços,  na 
acessibilidade dos empreendimentos e na qualidade dos mesmos, ou seja, estabelecer 
indicadores para melhor análise dos resultados desta pesquisa.



Finalmente,  pelos  resultados  aqui  apresentados  e  discutidos,  percebe-se  a 
potencialidade de um modelo de rede para o setor de turismo, identificando a existência 
da participação ativa de todos os seus elementos. Entender o funcionamento de redes, 
pode permitir a definição de linhas de ação baseadas em suas propriedades. Redes não 
hierárquicas têm diversas propriedades que se devem à sua não linearidade, como é o 
caso  de  sua  plasticidade.  Compreender  e  aproveitar-se  dessas  propriedades,  pelo 
fomento das interações entre os seus principais nós, é investir na capacidade essencial 
da rede: criar novas possibilidades. 
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