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Ao Professor de Calculo de Varias Variaveis

Caro(a) colega Professor(a) de Célculo,

Este material contém uma sugestdo de atividades exploratérias utilizando o
software GeoGebra 3D para o ensino de Integrais Multiplas em disciplinas de Calculo de
Varias Variaveis.

Ele se constitui num Produto Educacional gerado a partir de nossa Dissertagdo do
Mestrado Profissional em Educacdo Matematica, dentro do programa de Pos-
Graduacdo em Educagdo Matemaética da Universidade Federal de Ouro Preto, intitulada
“Discutindo o Ensino de Integrais Multiplas no Calculo de Varias Variaveis: contribuicdes do
GeoGebra 3D para a aprendizagem”, sob a orientacao do Prof. Dr. Frederico da Silva Reis e
co-orientagdo do Prof. Dr. Edson Crisostomo dos Santos.

As atividades exploratorias aqui apresentadas foram aplicadas e avaliadas por
estudantes de Engenharia Elétrica de uma universidade particular no estado de Minas
Gerais, matriculados na disciplina Calculo Ill, ministrada pelo autor deste produto
educacional.

Nosso objetivo aqui € oferecer a vocé, Professor de Calculo de Vérias Variaveis, um
material que apresenta atividades de exploracdo e conjecturacdo relacionadas aos
conceitos de Superficies Quadricas, Integrais Duplas e Integrais Triplas. Tais atividades
utilizam as Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo em Educacdo Matemaética - TICEM
como uma possibilidade metodoldgica riquissima para a constru¢cdo dos conceitos
trabalhados tradicionalmente na sala de aula.

Inicialmente, apresentamos uma breve discussdo sobre o papel da visualizagdo
proporcionada pelos softwares na aprendizagem do Calculo. A seguir, apresentamos 3
(trés) Atividades Exploratérias relacionadas a Integrais Mdultiplas que podem ser
implementadas utilizando o GeoGebra 3D ou outros softwares gréaficos.
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Esperamos que esse produto possa contribuir para sua pratica pedagdgica de
Célculo de Varias Variaveis e para motivar a utilizacdo das TICEM nos processos de ensino e
aprendizagem do Calculo.

Prof. Ms. Marcio Antonio Cometti
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1. Uma breve histéria do Calculo

Para realizar um estudo completo sobre as origens e desenvolvimento do
Célculo Diferencial e Integral, necessitariamos de uma pesquisa muito extensa, o
que fugiria do nosso propésito deste projeto. Dessa forma, vamos descrever
sucintamente as origens e desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral para
situarmos o projeto em desenvolvimento.

O século XVII foi marcado por enormes avancos da Matematica, mas o que
ganhou maior destaque, aconteceu na sua segunda metade. Foi a descoberta /
criagcdo do Calculo Diferencial e Integral ou Célculo infinitesimal, por Issac Newton e
Gottfried Wilhem Leibniz, de maneira independente um do outro.

As origens do Calculo remontam a mais de dois mil anos, bem antes dos
estudos realizados por Newton e Leibniz. Entre a Grécia Antiga e os meados do
século XVII, muita Matematica foi desenvolvida na busca de respostas. Foi diante
de problemas de quadraduras que surgiram 0s primeiros vestigios da historia do
Calculo. Os antigos gedmetras buscavam encontrar a medida das areas de figuras
planas, relacionando-as com areas de quadrados, por serem figuras mais simples de
manipular. Por volta de 430 aC, Antifon na tentativa de encontrar a quadratura do
circulo, utilizou uma sequéncia finita de poligonos regulares inscritos (iniciando
com um quadrado, octégono, etc), dando origem ao chamado “método da
exaustao”, inicialmente creditado a Eudoxo (370 aC) mas que, posteriormente, ficou
conhecido como método de Arquimedes, como afirma Boyer (2003):

Segundo Arquimedes, foi Eudoxo quem fortaleceu o lema que
hoje tem 0 nome de Arquimedes, as vezes chamado axioma de
Arquimedes e que serviu de base para o método da exaustdo, o
equivalente grego de calculo integral. [...] Arquimedes atribuiu a
Eudoxo a primeira prova satisfatéria de que o volume do cone é
um terco do volume do cilindro de mesma base e altura, o que
parece que o método da Exaustdo vem de Eudoxo (BOYER, 2003,
p.61).
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Os trabalhos de Arquimedes chegaram por volta de 1540 na Europa
Ocidental, através de uma copia feita no século IX, achada em Constantinopla. Com
essa traducdo disponivel e com contribui¢cBes de outros matematicos, o Calculo
Diferencial e Integral se desenvolveu.

Dessa forma, o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral ndo pode
ser considerado um acontecimento isolado, pois muitos matematicos deram sua
contribuicdo. Grande (2013, p.113), diante dessa perspectiva, ressalta em sua fala
gue o Calculo nao foi “atribuido a apenas uma pessoa, mas o resultado de estudos,
métodos e teoremas que foram ao longo do tempo se aperfeicoando e trazendo
contribuigbes significativas”.

Eves (2004) pontua que foi a partir do século XVII que a Matematica
Elementar deu lugar a Matematica Superior e as suas implicacdes possibilitaram
grandes desenvolvimento em outras areas da Matematica. Antes, 0s matematicos
ficavam presos a questdes de contar, medir e descrever formas e, a partir desse
momento, podiam se aventurar em uma Matematica cada vez mais dinamica. Na
realidade, o grande feito de Newton e Leibniz foi elucidar que a Matematica, além
de lidar com grandezas, é capaz de lidar com variacdes das mesmas.

E importante ressaltarmos que o desenvolvimento do Calculo se deu em
ordem inversa a aquela que estamos acostumados no meio académico: o Célculo
Integral veio bem antes do Célculo Diferencial, como destaca Eves (2004):

A ideia da integracdo teve origem em processos somatorios,
ligados ao célculo de certas areas e certos volumes e
comprimentos. A diferenciacéo, criada bem mais tarde, resultou
de problemas sobre tangentes a curvas e de questdes sobre
méaximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a
integracdo e a diferenciacdo estdo relacionadas entre si, sendo
cada uma delas operacéo inversa da outra (EVES, 2004, p.417).

A Fisica inicialmente se apoderou dos desenvolvimentos do Célculo, pois
grande parte dos matematicos desse periodo também eram fisicos. Mas, & medida
que se entendeu o enorme poder do Calculo, varios matematicos comecgaram a dar
suas contribuicbes para seu aprimoramento. Muitos problemas que antes
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aparentemente nao apresentavam solugdo, tornaram-se possiveis de serem
resolvidos.

Contudo, com o passar do tempo, o Calculo Diferencial e Integral passou a
ser disciplina obrigatéria em diversas universidades ao redor do mundo. Segundo
Eves (2004, p.417), os conceitos principais do Cdlculo “tém tanto alcance e tantas
implicacdes no mundo moderno que, talvez seja correto dizer que, sem algum
conhecimento deles, dificilmente hoje uma pessoa poderia considerar-se culta”.

2. A questdo das dificuldades no ensino e aprendizagem
de Calculo

As disciplinas de Célculo estdo presentes em diversos cursos superiores.
Muitas vezes, elas demonstram ser uma pedra no sapato de muitos estudantes que
ingressam nessa modalidade de ensino, como por exemplo, nos cursos de
Matematica, Engenharias e demais cursos que possuem essas disciplinas em suas
grades curriculares. Lachini (2001) confirma esse fato, ainda que considere o
Calculo como a linguagem do paradigma cientifico e como instrumento primordial
de pensamento para as mais variadas areas do conhecimento, sendo dessa forma
colocado como matéria de grande importancia e obrigatoria em variados cursos de
graduacao.

Esse status de importancia que as disciplinas de Calculo possuem dentro
dos cursos onde estdo inseridas, condiciona muitas vezes certo temor por parte dos
estudantes, pois sdo essas disciplinas que irdo dar a eles, as ferramentas necessarias
para seu desenvolvimento durante o desenrolar do curso. Dessa forma, podemos
citar dois objetivos principais nos processos de ensino e aprendizagem de Calculo:
“habituar o estudante a pensar de maneira organizada e com mobilidade; [...]
estabelecer condicdes para que o estudante aprenda a utilizar as ideias do Calculo
como regras e procedimentos na resolugdo de problemas em situa¢Bes concretas”
(LACHINI, 2001, p.147).

Recorrentemente, diversos autores (BARUFI, 1999; LACHINI, 2001; REZENDE,
2003; NASSER, 2007; LAUDARES, 2007; REIS, 2009; BARBOSA, 2009; IGLIORI, 2009) da
comunidade da Educacdo Matematica no Ensino Superior tém se mostrados
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preocupados com 0s problemas de ensino e aprendizagem nas disciplinas de
Célculo; e muito se tém pensado e discutido sobre esse objeto de estudo, a partir
de vérias perspectivas tedricas, gerando contribuicdes significativas para tentar
sanar tais problemas. Essa preocupacédo se justifica segundo Igliori (2009, p.13),
“pelo fato do Célculo constituir-se um dos grandes responsaveis pelo insucesso dos
estudantes quando pela sua condigdo privilegiada na formagdo do pensamento
avancado em Matematica”.

Os indices de reprovacdo e evasdo dos estudantes matriculados nas
disciplinas de Calculo sdo enormes, nos cursos em que elas estdo presentes, tanto
em universidades privadas como publicas. Barufi (1999) e Rezende (2003) sdo
pesquisadores que se preocuparam com O baixo aproveitamento dos estudantes
nas disciplinas de Célculo, mas apontam que ndo é um problema somente das
InstituicGes de Ensino Superior do Brasil. Essa perspectiva tal qual o Célculo é
colocada, leva-nos a pensar no que acarreta tal insucesso dos estudantes nessa
disciplina; e indo um pouco mais além, remete-nos a pensar também o que fazer
para acabar ou atenuar as dificuldades existentes nos processos de ensino e
aprendizagem de Calculo.

Um movimento intitulado Calculus Reform, na década de 1980, mostrou
uma preocupacdo mundial com o fracasso em Calculo e também com a dificuldade
de fazer com que os estudantes compreendam os procedimentos e conceitos
dessa disciplina. Esse movimento procurou reformar o ensino de Calculo,
principalmente em dire¢do ao uso de tecnologias nos processos de ensino e
aprendizagem:

Uma das caracteristicas basicas desse movimento é o uso da
tecnologia, aqui entendida como programas computacionais
especificos e calculadora gréfica, tanto para o aprendizado de
conceitos quanto para resolugbes de problemas. Todas as
atividades sao baseadas na chamada “Regra dos Trés”, isto é,
todos os problemas devem ser abordados numericamente,
geometricamente e analiticamente, estimulando a interlocugdo
das varias representa¢Ges matematicas (LUZ, 2011, p.7).
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Dessa maneira, muitos pesquisadores buscaram entender o insucesso dos
estudantes em Célculo. As causas levantadas sdo as mais variadas possiveis.
Segundo Fonseca (2012):

E fato que, apesar da reconhecida importancia da disciplina de
Calculo nos curriculos, muitos sdo os problemas com o seu ensino:
aulas extremamente expositivas e formais; apresentacdo de uma
Matematica pronta, levando o0s alunos & memorizacdo de
formulas; resolucdo de multiplos exercicios, resultando em um
processo mecanico de aprendizagem; alunos com defasagem na
aprendizagem dos ensinos fundamental e  médio,
comprometendo a habilidade de abstragdo; dificuldade de
operagbes com o infinito; pouco entendimento do conceito de
limite e de convergéncia (FONSECA, 2012, p.43).

Esses problemas levantados pela pesquisadora sdo comumente
identificados por professores de Calculo dentro da sala de aula e também por
outros pesquisadores em seus relatos de pesquisas. Frota (2006, p.2) relata ainda
que “a sala de aula de Calculo tem sido afetada por fatores decorrentes, em parte,
de um ensino universitario de massa: excessivo numero de alunos, grande parte
desmotivada, ou apresentando lacunas na formagao matematica basica”.

Levantamos até o momento problemas apenas relacionados ao perfil dos
alunos, mas ndo podemos deixar de descartar outros condicionantes que agravam
tal situacdo, como “a forma tradicional de ministrar a disciplina até a falta de
motivacdo por parte de professores” (CATAPANI, 2009, p.49). Podemos ainda
destacar Rezende (2003) que aponta um conflito pedagoégico existente entre o que
o professor pede para o aluno e o que o professor de fato faz em sala de aula: “Se
nas aulas propriamente ditas o que prevalece sdo as demonstracdes, nas avaliagbes
0 que se pede em geral é a técnica, os calculos de limites, de derivadas, de
antiderivadas e integrais” (REZENDE, 2003, p.13).

Oportunamente, Reis (2001) defende que muitas dificuldades na disciplina
de Caélculo estdo relacionadas a pratica pedagogica, a qual € um ponto crucial e
gue deve ser levado em consideracdo. Muitos professores abordam o conteudo
dessa disciplina praticamente de forma igual em diferentes cursos, ndo levando em
conta os anseios profissionais dos estudantes:
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A pratica pedagdgica do professor de Calculo deve se pautar,
primeiramente, na reflexdo e compreenséo do papel fundamental
do Calculo Diferencial e Integral na formacdo matematica de seus
alunos. Somente estabelecendo elementos que esclarecam a real
funcdo do Calculo na formagdo matematica do aluno, o professor
tera condicdes de refletir sobre que objetivos tragar, que
conteidos e metodologias estabelecer, enfim, que pratica
pedagogica desenvolver (REIS, 2001, p.23).

Diante desses inimeros problemas relatados, € evidente que alternativas
para sané-los também sdo apontadas por diversos autores que, como ja dissemos,
mostram-se preocupados com a problemética que se apresenta no ambito do
Ensino Superior. Rocha (2010, p.31) identificou algumas possibilidades de
contribuicdes para o ensino de Calculo, tais como: “a modelagem matematica, o
uso da histdria e a informética como algumas dessas perspectivas / possibilidades
de abordagem do Célculo. Alertam também, para as rotinas das aulas e a relagédo
professor-aluno como pontos que precisam ser revistos para a efetivacdo da
proposta”.

Dentre essas alternativas propostas, uma tendéncia que vem ganhado forca
e apresentando inumeras contribuigdes significativas para os problemas
relacionados ao ensino e aprendizagem de Calculo, é o uso das tecnologias. Cada
vez mais se tem discutido as préaticas de ensino voltadas para o uso de tecnologias
para auxiliar a aprendizagem.

3. A questdo do uso de Tecnologias no Ensino de Célculo

E evidente que a sociedade na qual estamos inseridos esta cada dia mais
dependente dos recursos tecnoldgicos. Dessa forma, € inevitavel que a Educacao
sofra a influéncia desses recursos. Silva (2010, p.267) aponta que as mais variadas
formas de tecnologias destinadas & informacdo e a comunicagdo sao um ponto
importante de transformacao, “fazendo com que sejam alteradas as mais diversas
culturas sociais, as maneiras de viver de cada um, relacionamentos, aprendizagem
e principalmente o ato de ensinar”.
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Diante desse fato, cada vez mais se tem observado inUmeras pesquisas
envolvendo as Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo especificamente em
Educacdo Matematica. SAo as chamadas TICEM - Tecnologias de Informacédo e
Comunicagdo em Educagdo Matematica. A tendéncia é que as essas tecnologias se
tornem uma realidade no meio escolar. Villarreal (1999) explicita que, diante da
necessidade de novas atividades, a introducdo de tecnologias no meio escolar é
evidente; e, consequentemente, a constante evolucdo e crescimento dessas
ferramentas tecnoldgicas possibilitam aos professores, novas perspectivas de
ensino. Marim (2011) destaca que:

A capacidade técnica das maquinas possibilita planejar atividades
de ensino antes impensaveis com 0 uso de lousa e giz. Para o
ensino de Matematica, por exemplo, ha véarios softwares que
permitem explorar 0s conceitos de Matematica de uma forma
mais dindmica e detalhada (MARIN, 2011, p.527).

Por outro lado, Zhuchi (2009) destaca que essa integracdo das TICEM com o
ambiente escolar ndo é um trabalho facil, apontando a complexidade dessa
interacdo, principalmente em encontrar e organizar sequéncias didaticas que
auxiliem o professor em sala de aula, diante da constante modernizagdo desses
recursos.

Nas disciplinas especificas de Calculo, essas tecnologias disponiveis podem
se tornar ferramentas potencializadoras nos processos de ensino e aprendizagem.
Cunha (2014, p.55) relata que “o uso da tecnologia no ensino de Calculo amplia as
possibilidades de trabalhar atividades por diferentes representacdes, tais como
tabelas, gréaficos, expressées algébricas de forma rapida e articulada”. Dessa forma,
a presenca de tecnologias oferece a oportunidade de observar processos de
construcdo de conhecimento que ndo sdo vistos em outros ambientes de
aprendizagem (VILLAREAL, 1999). Ainda se observa que muitas questfes sdo
levantadas pela comunidade de Educacdo Matematica quanto a sua utilizacéo:
Como essas tecnologias podem contribuir de forma positiva para o ensino e a
aprendizagem de Matematica? E especificamente para o ensino de
Calculo? Como deve ser a utilizacdo desses recursos? Qual é o melhor caminho
pedagogico para utilizar essas ferramentas?
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Essas questbes fomentam inumeros debates no meio académico.
Recorrentemente, muitas opinides sdo apresentadas sobre o uso desses recursos
tecnolégicos em prol de uma aprendizagem realmente significativa. Dessas
discussdes, observa-se que cabe a comunidade académica repensar suas praticas
de ensino, incorporando esses instrumentos tecnologicos, mirando o professor
como alvo central para uma mudanca de atitude perante as TICEM e fazendo com
gue essas sejam parte integrante dos processos de ensino e aprendizagem.

Os softwares disponiveis para auxiliar o ensino de Célculo despertam
interesses tanto de professores quanto de alunos, pois sdo objetos de ensino que
potencialmente podem romper a barreira existente entre as praticas tradicionais de
ensinar Célculo e o uso da tecnologia. Observa-se que esses recursos tecnolégicos
objetivam investigar e construir conceitos, fazer Matematica e, principalmente,
compreender as solugbes numéricas. Ricaldoni (2014) levanta aspectos importantes
em relacdo ao uso de softwarese a préatica do professor:

O computador, em particular, deve ser utilizado como uma
ferramenta na construgdo do conhecimento matematico, um
facilitador no entendimento e construcdo de conceitos. Entéo,
cabe ao professor, a sua propria formacéao na area e, certamente, 0
desenvolvimento de novas habilidades, além do conhecimento
de softwares que possibilitem uma boa utilizagdo das TICEM
(RICALDONI, 2014, p.45).

Assim, acredita-se que as tecnologias disponiveis, principalmente para o
ensino de Calculo, ajudam na transformac@o do modo de pensar, pois reorganizam
0s processos de ensino e aprendizagem. Os estudantes, quando direcionados de
maneira correta diante do uso de tecnologias em praticas educativas, atuam de
forma consistente, possibilitando novos desafios cognitivos estabelecidos por
processos de investigacdo. Borba e Penteado (2012) destacam:

Os computadores [..] reorganizam o pensamento. A visdo de
pensamento aqui adotada inclui a formulagdo e resolugdo de
problemas e o julgamento de valor de como se usa um dado
conhecimento. Entendemos que ndo ha apenas uma justaposi¢ao
de técnica e seres humanos, como se a primeira apenas se
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juntasse aos ultimos. Ha& uma interacdo entre humanos e ndo
humanos de forma que aquilo que é um problema com uma
determinada tecnologia passa a ser uma mera questdo na
presenca de outra (BORBA e PENTEADO, 2012, p.49).

Os softwares disponiveis para utilizacdo nas disciplinas de Calculo sao
muitos e cada um possibilita atingir objetivos variados nos processos de ensino e
aprendizagem. Um deles é o GeoGebra, sobre o qual discutiremos suas
potencialidades a seguir.

O GeoGebra é um software gratuito, com premiacBes internacionais pela
sua contribuicho no estudo da Matematica. Criado pelo Prof. Dr. Markus
Hohenwarter da Florida Atlantic University, em 2001, o GeoGebra € um software de
Matematica dindmica para ser utilizado em escolas de Educagdo Basica e no Ensino
Superior, que retine Geometria, Algebra e Calculo. Segundo Hohenwarter (2007),
idealizador do software, “a caracteristica mais destacavel do GeoGebra é a
percepcio dupla dos objetos: cada expressdo na janela de Algebra corresponde a
um objeto na zona de gréficos e vice-versa”.

Especificamente em disciplinas de Célculo, o GeoGebra tem sido objeto de
muitas pesquisas em varios contetados. Podemos verificar esse fato em pesquisas
envolvendo Limites e Continuidades (ROCHA, 2010; ALVES, 2010; MOURA, 2014),
Séries e Sequéncias (FONSECA, 2012), Derivadas (GONCALVES, 2012; GRANDE,
2013; PINTO, 2014; CUNHA, 2014; MARTINS JUNIOR, 2014; RICALDONI, 2014; ALVES,
2014; LOPES, 2015), Integrais (VOGADO, 2014; NASSARELA, 2014; REIS, 2015;
BEZERRA, 2015).

Assim, o GeoGebra 3D se credencia como uma ferramenta tecnolégica com
enormes potencialidades para os processos de ensino e aprendizagem de
conteudos de Célculo.

Assim, em nossa pesquisa (COMETTI, 2018), assumimos como hip6tese de
trabalho que a utilizagcdo de softwares matematicos pode contribuir para o ensino
de Célculo Diferencial e Integral, a partir da visualizagdo de regifes de integragéo,
de superficies e de solidos relacionados a Integrais Multiplas e buscamos identificar
e analisar as possiveis contribui¢cdes de sequéncias didaticas utilizando o GeoGebra
3D para a aprendizagem de Integrais Mdltiplas no Calculo de Varias Variaveis.
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4. A questdo da visualiza¢do proporcionada pelas TICEM no
ensino de Célculo de Varias Variaveis

As TICEM, principalmente o uso de softwares no ensino de Calculo em geral,
tém proporcionado inUmeros aspectos benéficos nos processos de ensino e
aprendizagem. A visualizacdo talvez seja um aspecto de grande relevancia e, por
isso, achamos importante tecer algumas consideracdes e discutir tal assunto ao
abordar o ensino de Calculo de Varias Variaveis. Outro fato que nos propulsiona é a
constante evidéncia da visualizacdo na literatura existente sobre o ensino de
Célculo.

O conceito de visualizagdo abrange vérias areas do conhecimento, como por
exemplo a Psicologia, a Pedagogia e a Matematica. Com essa perspectiva, podemos
definir visualizagdo de uma maneira mais abrangente, segundo Flores et al (2012,
p.32) como “habilidades visuais que os individuos possuem e podem desenvolver
para interpretar imagens”.

No campo da Educacdo Matematica, o conceito de visualizacdo sé comecgou
a ser explorado por volta dos anos 1990. Presmeg (2006) aponta que a énfase no
meio social e cultural e as ideias construtivistas incorporadas na Educacdo deram
importancia aos aspectos visuais, levando ao reconhecimento das suas
manifestacdes e transformacdes diante dos conhecimentos matematicos. Dessa
forma, Flores et al (2012) afirmam que:

[.] somente nos anos 1990, com o reconhecimento da
visualizagdo na Educacdo Matemdtica, as pesquisas passam a
problematizar aspectos antes ndo considerados, tais como, 0
desenvolvimento curricular; a eficacia da visualizagdo para a
aprendizagem matematica; a imagem e a representacao (FLORES
etal, 2012, p.36).

Assim, podemos definir visualizagdo dentro do campo da Educacgédo
Matematica, de acordo com Presmeg (1986), como sendo um processo de
construcdo e transformacéo de imagens mentais ou qualquer tipo de apontamento
de natureza espacial, ambos usados na Matematica. Flores (2012) apresenta uma
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definicdo que vai ao encontro das ideias de Presmeg, definindo visualizagdo como
a capacidade do individuo para lidar com aspectos visuais para que o
entendimento matematico seja alcancado.

O interesse pelos conceitos ligados a visualizagdo para a construgdo do
conhecimento matematico ultrapassou a margem do simples entendimento e
atingiu o campo dos processos de ensino e aprendizagem. Dessa maneira, muitas
pesquisas ligadas a Educacdo Matematica, apoiadas aos conceitos de visualizacao,
surgiram nos ultimos anos. Uma linha que nos interessa nessa discussao esta
relacionada ao uso de tecnologias e softwares aliada aos processos de visualizagéo.

Alguns autores (NEMIROWSKY & NOBLE, 1997; BORBA & VILLAREAL, 2005)
defendem que esses recursos digitais possuem papel fundamental nesse contexto
de \visualizacdo e, conseguentemente, contribuem amplamente para o
desenvolvimento e aprendizagem dos alunos.

Arcavi (2003) apresenta uma definicdo para a visualizacdo que abrange
aspectos desse contexto. O autor aponta o uso de tecnologias como uma
possibilidade de potencializacdo do processo de visualizacao:

Visualizagcdo é a habilidade, o processo e o produto da criacao,
interpretacdo, uso de reflexdo sobre figuras, imagens, diagramas,
em nossas mentes, no papel ou com ferramentas tecnolégicas,
com a finalidade de descrever e comunicar informagdes, pensar
sobre e desenvolver ideias previamente desconhecidas e
entendimentos avancados' (ARCAVI, 2003, p. 217, traducao
nossa).

O Calculo de Vérias Variaveis € um conteudo que se apoia demasiadamente
em estruturas gréaficas, geralmente no sistema tridimensional, para apresentar
conceitos importantes relativos a sua natureza. Ja dissemos em outros momentos e
voltamos a frisar que, caminhar por essas representacdes graficas nem sempre é

! visualization is the ability, the process and the product of creation, interpretation, use of
and reflection upon pictures, images, diagrams, in our minds, on paper or with technological
tools, with the purpose of depicting and communicating information, thinking about and
developing previously unknown ideas and advancing understandings.

21| Pagina




"

,"" Mestrado Profissional
_ em Educag¢do Matematica

tarefa facil para o professor e muito menos para o aluno. A utilizagcdo de recursos
computacionais para 0s processos de ensino e aprendizagem de contetdos do
Célculo de Varias Variaveis, principalmente os softwares de maneira exploratoria,
sdo ferramentas que possibilitam um réapido feedback quanto se tratam de
aspectos relativos a visualizagdo (BORBA & VILLARREAL, 2005).

E claro que as representacdes graficas podem ser feitas 8 mao, desde que se
tenha habilidades necessarias, utilizando lapis e papel, mas a capacidade que 0s
softwares possuem para agilizar e fornecer componentes visuais sdo muito
maiores. Esse fato possibilita alcancar uma nova dimensdo para 0s processos de
ensino e aprendizagem, alavancando os softwares como um objeto de
aprendizagem importante. (BORBA, 2010, p.3) argumenta que “é possivel dizer que
0 Software torna-se ator no processo de fazer Matematica”. Dessa forma, muitas
possibilidades podem ser criadas a partir desses recursos tecnolégicos que
enfatizam os processos de visualizacéo:

e Visualizacdo constitui um meio alternativo de acesso ao
conhecimento matematico.

e A compreensdo de conceitos matematicos requer multiplas
representacdes, e representacdes visuais podem transformar
o entendimento deles.

e Visualizacdo é parte da atividade matematica e uma maneira
de resolver problemas. Tecnologias com poderosas interfaces
visuais estdo presentes nas escolas, e a sua utilizacdo para o
ensino e aprendizagem da matematica exige a compreensao
dos processos visuais.

e Se 0 conteudo de matematica pode mudar devido aos
computadores, € claro neste ponto que a matematica nas
escolas passardo por pelo menos algum tipo de mudanca [...]
(BORBA; VILLARREAL, 2005, p.96).

Mesmo nas concepgdes iniciais do Calculo, como por exemplo, conceitos de
fungdes, limites, continuidades e outros conceitos relacionados, a visualizagdo se
mostra de suma importancia, destacando-se como um componente crucial para o
desenvolvimento dessas ideias (TALL, 1991). Dessa forma, nédo seria diferente para
o0s conceitos do Céalculo de Varias Variaveis. E nitido que a utilizacio de softwares
pode melhorar e agilizar as representacgdes gréaficas existentes no Célculo de Varias
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Variéveis, o que pode proporcionar ganhos consideraveis. Villarreal (1999) enfatiza
a importancia do uso dos computadores como um fator que privilegia os aspectos
visuais relativos aos conceitos do Célculo:

Dentre as multiplas potencialidades que o computador oferece
para a Educacdo Matematica, poder-se-ia dizer que o processo de
visualizagdo por ela favorecido ocupa um lugar privilegiado. Ao
mesmo tempo, a importancia da visualizagdo no ensino,
aprendizagem e construgdo dos conceitos de Célculo € indicada
como fundamental por muitos autores. Assim, a visualizagéo se
transforma em um denominador comum nas pesquisas que
relacionam Calculo e computadores (VILLARREAL, 1999, p.43).

Podemos, de maneira conveniente, explorar um exemplo especifico dentro
do Célculo de Varias Variaveis, o caso das Integrais Multiplas. Quando estamos
abordando questdes que envolvem esse tipo de integral, tanto em integrais duplas
guanto em integrais triplas, a questdo da visualizacdo é primordial. Problemas
envolvendo calculos de areas, de volumes, centro de massa e outros, requerem o
uso desses tipos de integrais. Assim, 0 uso de representacdes geomeétricas se faz
necessario para o seu desenvolvimento, no que se refere as chamadas regides de
integracdo. Essas regides nem sempre sdo tdo simples de se esbocar e a utilizacdo
de recursos computacionais se apresenta como uma boa solucéo, ja que a questao
da visualizacdo e, consequentemente, interpretacdo dessas regifes sao 0 ponto
principal no que tange as Integrais Multiplas. Alves (2011) salienta que o uso de
recursos como softwares podem permitir um controle sobre as variaveis visuais na
interpretacdo geral das propriedades geométricas.

Sem duvida, o uso de softwares potencializa a capacidade de visualizagao.
Podemos observar esse fato no seguinte exemplo:

- Calcular o volume do solido limitado pelos paraboloidesx®+y’=ze

—2x* —2y? +4 =1z usando integrais triplas.

Podemos visualizar o sélido limitado e a regido de integragdo a partir das
superficies dadas utilizando-se o software GeoGebra 3D, como vemos na figura a
seguir:
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Figura 1 - Regido de integracdo

Fonte: Dados do pesquisador.

A construcdo da regido de integracdo acima com o auxilio do software
GeoGebra evidencia como 0s aspectos visuais facilitam a construgdo da integral
tripla para o céalculo do volume do solido compreendido entre os paraboloides.
Notamos também que essa regido de integracdo néo é tao facil de ser esbocada
com 0S recursos que temos a nossa disposicdo costumeiramente, como papel e
lapis. O software proporcionou o esboco de forma simples e com a possibilidade de
mover a regido no espaco tridimensional, explorando a visualizacdo do objeto em
varias posicoes diferentes. Segundo Borba (2010, p.4) tudo isso leva os estudantes a
“criarem conjecturas, a descoberta de resultados matematicos desconhecidos, a
possibilidade de testar modos alternativos de coletar resultados e a chance de
proporcionar novos experimentos”.

E claro que existem muitos aspectos ligados & Educacido Matematica que
estdo presentes em um simples problema, como o levantado no exemplo dado
acima. A questdo da visualizacdo e 0 uso de softwares sao apenas a ponta do
iceberg dos assuntos relativos aos processos de ensino e aprendizagem de
contetidos de Célculo.
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5. As Atividades Exploratérias a partir de Sequéncias
Didaticas

Dentro das perspectivas levantadas anteriormente, acreditamos no
potencial didatico-pedagdgico das atividades exploratorias, ou seja, de atividades a
partir de sequéncias didaticas envolvendo os conteudos de Integrais Multiplas.
Embora as atividades tenham uma sequéncia e sejam guiadas, o termo exploratério
remete a possibilidade de conjecturar situagbes matematicas que podem
apresentar processos de ensino e aprendizagem ndo convencionais.

J& as sequéncias didaticas, segundo Zaballa (1999), devem se apresentar
estruturadas, organizadas e com uma ordem ldégica a fim de articular
conhecimentos para um determinado conteudo:

O conjunto ordenado de atividades estruturadas e articuladas
para a consecucdo de um objetivo educacional em relagdo a um
conteldo concreto. Esta unidade de analise, como as sequéncias
didéaticas, esta inserida num contexto em que se devera
identificar, além dos objetos didaticos e do contetido objeto da
sequéncia, as outras variaveis metodoldgicas: relagdes interativas,
organizagdo social, materiais curriculares, etc (ZABALA, 1999, p.
78).

As sequencias didaticas sdo ferramentas que se mostram de grande
importancia para auxiliar o trabalho do professor. Elas permitem que o0s
conhecimentos que se apresentam em fase de construcdo sejam muitas vezes
consolidados quando abordados por sequéncias didaticas, pois a disposicdo
organizacional das atividades privilegia uma progressdo em fases, a partir do
levantamento do conhecimento do que os alunos ja possuem.

Para isso, o professor deve ter um dominio pedagdgico do contetdo
agucado e ndo somente um simples dominio do contetddo, que obviamente,
também ndo deixa de ser importante. O conhecimento desses dois aspectos pode
levar o professor a perceber que uma lista de estratégia conecta os alunos a uma
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melhor compreensdo do contetdo e a constru¢do do conhecimento (SCHULMAN,
1986).

Diante dessa perspectiva, as atividades caracterizadas como sequéncias
didaticas visam buscar de forma ordenada e organizada articular conceitos dos
Calculo de Vérias Variaveis, como por exemplo, os gréaficos de fun¢cbes de uma e
duas variaveis, para explorar o contetdo de Integrais Multiplas.

Utilizamos o software GeoGebra 3D para facilitar a construcéo e visualizagdo
desses gréaficos gerados por tais fun¢des. Durante o processo de exploracdo desse
conteudo através das sequencias didaticas podemos levar os participantes da
pesquisa a fazer conjecturas, consideragdes, rever conceitos e propriedades. Para
Zaballa (1988, p.20), “as sequéncias podem indicar a funcao que tem cada uma das
atividades na construcdo do conhecimento ou da aprendizagem de diferentes
conteudos e, portanto, avaliar a pertinéncia ou nao de cada uma delas, a falta de
outras ou a énfase que devemos lhes atribuir”.

6. Apresentando as Atividades Exploratérias
A seguir, apresentamos as 3 (trés) Atividades Exploratorias, elaboradas com
0s seguintes temas:

Atividade 1: Construindo & Explorando as “Quadricas” no GeoGebra 3D

Atividade 2: Explorando e Construindo Integrais Duplas através de regides de
integracdo construidas no GeoGebra

Atividade 3. Explorando e Construindo Integrais Triplas através de regides de
integracgédo construidas no GeoGebra
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6.1 ATIVIDADE 1: Construindo & Explorando as “Quadricas”
no GeaGebra 3D

1.1. Construindo Paraboloides

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as intersecdes entre os planos
perpendiculares e o Paraboloide, a partir das representacdes gréaficas e algébricas
no software GeoGebra 3D.

Sequéncia Didatica:
1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualiza¢édo 3D.

2) Vamos plotar o Paraboloide

=2
4

+§=zno GeoGebra. Digite no campo de

entrada;
XN2/4+y"2/9=z

3) Vamos criar planos paralelos aos planos coordenados. Clique na janela 3D e no
campo de entrada crie o plano x = K, y = L, z = M, Automaticamente, na janela 2D

controles deslizantes serdo criados. Clique em OK.

4) Observe que a0 movermos os controles deslizantes, os planos mostram suas
intersecdes com o Paraboloide.
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5) Use a ferramenta Intersecdo entre duas superficie e responda:
Geometricamente, 0 que € cada intersecdo? (se necessario, clique com o botéo
direito sobre o objeto de intersecdo e mude sua espessura e cor na opcao
propriedades. Isso o deixard mais visivel). Responda as perguntas abaixo,
justificando algebricamente:

a) Intersecdes do Paraboloide com o plano x = K

b) IntersecBes do Paraboloide com o plano y = L:

c¢) Intersecdes do Paraboloide com o plano z = M:

1.2. Construindo Elipsoides

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as interse¢cdes entre os planos
perpendiculares e o Elipsoide, a partir das representacfes graficas e algébricas no
software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualizag¢édo 3D.

2) Vamos plotar o Elipsoide =~ +%-+- = 1 no Geogebra 3D. Digite no campo de

entrada;

XN2/16+y"2/4+272/25=1
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3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique na janela 3D e em
campo de entrada crie os planos x = D, v = E, z = F. Veja que automaticamente na

janela 2D controle deslizantes séo criados. Clique em OK.

4) Observe que ao movermos 0s controles deslizantes, os planos mostram as
intersecdes dos mesmos com o Elipsoide.

5 Use a ferramenta interse¢do entre duas superficie e responda:
Geometricamente, 0 que é cada intersecdo? (se necessario clique com o botdo
direito sobre o objeto de intersecdo e mude sua espessura e cor, na opc¢ao
propriedade. Isso o deixara mais visivel. Responda as perguntas abaixo, justificando
algebricamente.

a) Intersecéo do Elipsoide com o plano x = D:

b) Intersecdo do Elipsoide com o plano y = E:

c) Intersecdo do Elipsoide com o plano z = F:

1.3. Construindo Hiperboloides

Ojetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as interse¢cdes entre os planos
perpendiculares e o hiperboloides, a partir das representag6es graficas e algébricas
no software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualiza¢édo 3D.
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2) Vamos plotar o Hiperboloide % +y? —z% = 1 no Geogebra 3D. Digite no campo

de entrada;
XN2/4+yn2-z27"2=1

3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique a janela 3D e em
campo de entrada crie os planos x = I, v = E, z = F. Veja que automaticamente na

janela 2D controles deslizantes sao criados. Clique em OK.

4) Observe que ao movermos o0s controles deslizantes, os planos mostram as
intersecdes dos mesmos com o hiperboloide criado.

5 Use a ferramenta intersecdo entre duas superficie e responda:
Geometricamente, o que é cada intersecao? (se necessario cligue com o botéo
direito sobre o objeto de interse¢do e mude sua espessura e cor, na opc¢ao
propriedade. Isso o deixard mais visivel. Responda as perguntas abaixo, justificando
algebricamente.

a) Intersecdo do Elipsoide com o plano x = D:

b) Intersecdo do Elipsoide com o plano y = E:

c) Intersecdo do Elipsoide com o plano z = F:
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1.4. Construindo Cones

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as interse¢cdes entre os planos
perpendiculares e o Cone, a partir das representacfes graficas e algébricas no
software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualizag¢édo 3D.

2) Vamos plotar o cone x? + v* = z? no Geogebra 3D. Digite no campo de entrada:

XN2+yN2=2"2

3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique a janela 3D e em
campo de entrada crie os planos x = D, v = E, z = F. Veja que automaticamente na

janela 2D controle deslizantes séo criados.

4) Observe que a0 movermos o0s controles deslizantes, os planos mostram as
intersecdes dos mesmos com o cone.

5 Use a ferramenta intersecdo entre duas superficie e responda:
Geometricamente, 0 que é cada intersecdo? (se necessario clique com o botdo
direito sobre o objeto de intersecdo e mude sua espessura e cor, na opc¢ao
propriedade. Isso o deixara mais visivel. Responda as perguntas abaixo, justificando
algebricamente;
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a) Intersecéo do cone como plano x = D:

b) Intersecdo do cone com o plano x = 0:

c) Intersecdo do cone como plano y = E:

d) Intersecdo do cone com o plano x = e:

e) Intersecdo do cone como planoz =F:

1.5. Construindo Esferas

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as intersecGes entre os planos
perpendiculares e a esfera, a partir das representacfes graficas e algébricas no
software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualiza¢éo 3D.

2) Vamos plotar o cone x? +y? +z* = 4no Geogebra 3D. Digite no campo de
entrada:

XN2+yN2+27N2=4

3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique a janela 3D e em
campo de entrada crie os planos x = I, v = E, z = F. Veja que automaticamente na

janela 2D controle deslizantes sdo criados.

4) Observe que ao movermos 0s controles deslizantes, os planos mostram as
intersecdes dos mesmos com a esfera.
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5 Use a ferramenta intersecdo entre duas superficie e responda:
Geometricamente o que € cada interse¢do? (se necessario clique com o botéo
direito sobre o objeto de interse¢do e mude sua espessura e cor, na 0pgao
propriedade. Isso o deixard mais visivel. Responda as perguntas abaixo, justificando
algebricamente.

a) Intersecéo da esferacom o plano x = D:

b) Intersecdo da esferacom o plano y = E:

c) Intersecdo da esferacom o plano z = F:

6.1.1. Algumas figuras relacionadas a Atividade 1

Figura 2 — Construcdo de um Paraboloide e planos paralelos aos planos coordenados
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Figura 3 - Construcdo de um cone e planos paralelos aos planos coordenados
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6.2._ATIVIDADE 2. Explorando e Construindo Integrais
Duplas através de regides de integracdo construidas no
GeoGebra

2.1. Construindo Integrais duplas sobre regides no plano (IR?)

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcdo de integrais duplas
sobre regides no plano, tanto para regides de integragdo do tipo | (dyvdx) quanto do

tipo Il (dxedy).

Sequéncia Didatica:
1) Vamos plotar a regido R limitada pela curva x = y* e pela reta x =4 no

GeoGebra e faca um esbogo abaixo.

2) Vamos agora, encontrar os pontos de intersecdo entre a pardbola e a reta.
V& até o icone Ponto (segundo icone na barra de ferramentas) e procure a
ferramenta Interse¢do de dois Objetos. Clique sobre a parabola e sobre a
reta, automaticamente os pontos de intersecao entre eles serdo criados. Na
janela de visualizacdo, os mesmos estdo representados algebricamente.
Quais sdo esses pontos? Justifique algebricamente sua resposta.

3) Aregido R limitada pela parabola e pela reta pode ter sua area calculada por
uma integral dupla. Para isso responda as perguntas abaixo:

3.1. Observando a regido R, qual curva limita essa regido superiormente?
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3.2. E qual curva limita a regido R inferiormente?

3.3.Emrelacdo ao eixo x, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto
aregido termina?

3.4. Essa regido admite uma integral dupla do tipo | (dvdx)? Construa a
integral dupla que calcula a area dessa regiéo.

4) Agora vamos analisar se a regido R admite uma integral dupla do tipo I
(dxdy). Para isso vamos manipular as fun¢des que limitam essa regido. Na

area de entrada digite o comando Girar. Ira aparecer algumas opcoes,
escolha Girar [<objeto>, <dngulo>]. Digite no campo objeto x = y* e no

campo angulo pi/2. Observe que a parabola ird girar 90 graus no sentido
anti-horario. Faca o mesmo para areta y = 4. Faca um esboc¢o dessa regido.

5) Observando essaregido R, responda:

5.1. Quais os pontos de intersecdo entre a reta e a pardbola. Repita o
procedimento do Item 2 dessa atividade para encontra-los. Justifique
algebricamente a sua resposta.
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52. Qual curva limita essa regido R superiormente? Justifique
algebricamente.

5.3. E qual curva limita a regido R inferiormente? Justifique algebricamente.

5.4.Em relacdo ao eixo y, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto
aregiao termina?

5.5. Essa regido admite uma integral dupla do tipo Il (dxdy)? Construa a

integral dupla que calcula a &rea dessa regido. Determine o valor da area da
regidoR.
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2.2. Construindo integrais para célculo de volumes

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construgdo de integrais duplas para
célculo de volumes de solidos em R3.

Sequéncia Didética:

1) Abraajanela 3D (clique em Exibir e Janela de Visualiza¢édo 3D)

2) Considere um solido S formado por uma superficie cilindrica, por planos
perpendiculares ao plano xy e o proprio plano xy cujas equacdes Sao:

z=—x2+3,y=2ey=-2

3) Por meio do GeoGebra, vocé plotou todas as superficies do solido S. Abaixo,

faca um esboco desse sélido S.

4) Determine as interse¢des das superficies com o plano xy. Para isso va até a

ferramenta Interse¢cdo de Duas Superficies e clique sobre as superficies
gue vocé deseja encontrar a intersecdo. Na janela 2D (plano xy) as

intersecOes serdo determinadas. Faca isso para todas as intersecoes
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possiveis. (Superficie cilindrica e plano xv, plano ¥y =2 e plano xy e

plano v = —2 e o plano xy.). Faga um esboco para essa regido R.

5) Agora observando o sélido S e a regido R. Construa uma integral para o
calculo do volume do sélido. Resolva essa integral.

2.3. Construindo regides de integracdo através de Integrais duplas

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcdo de regides de
integracdo através de integrais duplas.

Sequéncia Didatica:

Dada a integral dupla abaixo:
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2 avd—xl
j j (—x%?—v?+4) dydx
0 S

Sabemos que um sdlido S originou a integral acima. Dessa forma, vamos esbogar o
solido S, com o auxilio do GeoGebra.

1) Qual fungdo da integral dada, limita o soOlido S superiormente?

O que essa superficie representa?

Plote a superficie no GeoGebra e verifique sua resposta.

2) Com relacdo a regido de integracdo no plano xy, 0 que representa essa
regiao?

Justifique sua reposta algebricamente.

40| Pagina



Agora, use a ferramenta Interse¢do entre Duas Superficies, para verificar
sua resposta.

3) Faca um esboc¢o do sélido S e diga o que a integral dupla acima pode
representar.
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6.2.1. Algumas figuras relacionadas a Atividade 2

Figura 4 - Regido de integracdo e pontos de intersecao
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Fonte: Dados de Pesquisa (2017)
Figura 5 - Regido de integragdo na janela de visualizagao 2D
,,,,,,, 3 S L L L
vl e
Reqijo de Integratdo
=2 1 D 1 2 3 4 5 3

1

Fonte: Dados de Pesquisa (2017)
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6.3. ATIVIDADE 3: Explorando e Construindo Integrais
Triplas através de regides de integracdo construidas no
GeoGebra

3.1. Construindo Integrais Triplas sobre regides no plano (IR?)

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcdo de integrais triplas
sobre superficies em R3,

Sequéncia Didatica:

1) Vamos plotar na janela 3D as seguintes superficies:

x4+ =4
z+xi+yi=4
z=06

Essas superficies formam em R® um sélido que iremos denominé-lo de S. Se
a escala dos eixos coordenados ndo estiver compativel com o sélido S,
cligue com o botdo direito na janela 3D e clique em exibir todos os
objetos.

2) Vamos agora, montar uma integral tripla para o célculo do volume do sélido

S. Para isso, responda as seguintes perguntas:
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2.1. Observando o sélido S, qual é a superficie que o limita superiormente,
ou seja, limita o sélido “por cima”? Justifique algebricamente.

2.2. Qual superficie limita o sélido inferiormente, ou seja, limita o sélido “por
baixo”? Justifique algebricamente.

Use a ferramenta intersecdo de duas superficies entre o plano xy e o
cilindro ou entre o plano xy e o paraboloide, para encontrarmos a regido R
de integracdo no plano xy. Observando a regiao R na janela 2D, responda:
2.3. Qual curva limita a regido R superiormente? Justifique algebricamente.

2.4. Qual curva limita a regido R inferiormente? Justifique algebricamente.

2.5. Emrelacdo ao eixo x, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto
a regido termina? Clique na janela de visualizagcdo 2D e use a ferramenta
intersecdo de dois objetos. Clique sobre o eixo x e o curva. Justifique
algebricamente.
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2.6. Agora, com todas essas informacdes obtidas, monte uma integral tripla
para o célculo do volume do sélido S.

3.2. Construindo Integrais Triplas sobre regiées no plano (IR3)

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcdo de integrais triplas
sobre superficies em R3,

Sequéncia Didatica:

1) Vamos plotar na janela 3D as seguintes superficies:

=
Z=x-ty

z2+x2+y2 =8

45| Pagina



e

r 4 \ Mestrado Profissional
_ em Educagao Matematica

Essas superficies formam em R® um sélido que iremos denomina-lo de S. Se
a escala dos eixos coordenados ndo estiver compativel com o soélido S,
cligue com o botéo direito na janela 3D e clique em exibir todos os objetos.

2) Vamos agora, montar uma integral tripla para o calculo do volume do s6lido
S. Para isso responda as perguntas abaixo:

2.1. Observando o sélido S, qual é a superficie que o limita superiormente,
ou seja, limita o sélido “por cima”? Justifique algebricamente.

2.2. Qual superficie limita o solido inferiormente, ou seja, limita o sélido “por
baixo”? Justifique algebricamente.

Use a ferramenta interse¢do de duas superficies entre o cone e a esfera,
para encontrarmos a regido de integracao no plano xy.

2.3. Qual curva limita a regido R superiormente? Justifique algebricamente.

2.4. Qual curva limita a regido R inferiormente? Justifique algebricamente.

2.5. Em relacdo ao eixo x, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto
aregiao termina? Justifique algebricamente.
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2.6. Agora, com todas essas informagdes obtidas, monte uma integral tripla
para o célculo do volume do sélido S.

3.3. Construindo regides de integracao através de Integrais Triplas

Obijetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construgdo de regides de
integracdo através de integrais triplas.

Sequéncia Didatica:

Dada a integral tripla abaixo:

2 4 cx—4
j j j dzdydx
—2Jx2 0
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1) Qual funcdo da integral tripla acima limita o sélido S superiormente?

O que essa superficie representa?

Plote a superficie no GeoGebra e verifique sua resposta.

2) Qual funcdo da integral tripla acima limita o solido S inferiormente?

O que essa superficie representa?

Plote a superficie no GeoGebra e verifique sua resposta.

3) Com relacdo a regido R no plano xy, quais sdo as funcdes que limitam essa

regido superiormente e inferiormente em relagdo a y? e onde a regido
comega e termina em relagdo ao eixo x? Faca um esboco dessa regiao.

Agora, plote as superficies no GeoGebra. Se necessario use a ferramenta
Intersecdo entre Duas Superficies, para verificar sua resposta.

4) Com a ajuda do GeoGebra e das suas respostas até aqui, faca um esboc¢o do

s6lido S que originou a integral tripla acima.

5) Vamos usar o arquivo Integraltripla.ggb que esta na area de trabalho do
seu computador para verificar se suas respostas e se seu solido esta correto.

Nesse arquivo, vocé ird entrar com as fung¢des que limitam a integral tripla

48 |Pagina



dada e automaticamente o soélido S, sera plotado na janela 3D. Veja as

informag0des abaixo:

I—rk-a fix)= 2x
' am=le ¢ L—Limites superiores e
. . . ¥i= -
Limites superiores e inferiores em relagdo ay.
inferiores em relagdo a x. Zsup(x )= x +
¢ ] <
zinfixy)= x + 4
EscalaZ=1
. Limites superiores e
inferiores em relacdo
Desigualdades gue
descrevem o Solido az.
—3<r<=0
fey<2x
r+d4<z<xc+6

5.1. O solido que vocé desenhou no item 4 é o mesmo que foi plotado no
item 5.2. Em caso de algo diferente, o que de diferente existe entre o0s
sélidos?
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6.3.1. Algumas figuras relacionadas a Atividade 2
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Figura 6 — Sélido S e regido de integracdo no plano xy
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Fonte: dados de pesquisa (2017)

Figura 7 - Solido e regido no plano xv obtido através da Integral Tripla
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7. Considerac¢des para Professores de Calculo de Vérias
Variaveis

A partir de nossa pesquisa (COMETTI, 2018) e das atividades exploratorias
aqui apresentadas, que foram aplicadas para estudantes de Calculo Il de um curso
de Engenharia Elétrica, tecemos algumas considera¢des que achamos relevantes e
gue gostariamos de compartilhar com Professores de Calculo de Varias Variaveis.

7.1. O papel da visualizagdo com o auxilio do GeoGebra na
aprendizagem de Integrais Multiplas

Em nossa pesquisa, a visualizagéo proporcionada pelo GeoGebra se mostrou
um componente indispensavel para os processos de construcdo dos principais
conceitos e propriedades de Integrais Multiplas. Ficou evidente que as
propriedades que o GeoGebra possui, como a facilidade de manuseio e as suas
inlmeras ferramentas, ajudaram muito para que pudéssemos observar e explorar
conceitos visuais. Possibilitaram também que aspectos contidos na construcdo de
gréficos no plano e no espaco pudessem ser melhor compreendidos. As chamadas
regides de integracdo essenciais na construcdo de Integrais Multiplas ganharam
dinamicidade, o que acarretou na possibilidade de explorar caracteristicas visuais
inacessiveis em desenhos feitos por meio de papel e lapis. Diante desse fato,
acenamos para a perspectiva de explorar regides de integracdo muito mais
complexas do que as que abordamos na pesquisa.

Observamos durante a aplicacdo das Atividades Exploratérias e também
durante a analise dos dados colhidos, que aspectos ligados a visualizagdo
favoreceram a aprendizagem de Integrais Multiplas, pois viabilizaram o processo de
criacdo, interpretacdo e reflexdo sobre os graficos criados no GeoGebra, permitindo
descrever e analisar informac6es e ideias antes desconhecidas. E importante frisar
que tal concepcdo ndo garante uma aprendizagem em sua totalidade, mas
acreditamos que potencializa os processos, tanto de ensino como de
aprendizagem.
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Outro aspecto importante foi que as atividades ligadas a exploracdo de
caracteristicas visuais sao melhor aproveitadas e adquirem maiores potencialidades
quando guiadas pelo professor ou por uma sequéncia didatica. Em nosso caso,
usamos sequéncias didaticas para construir e interpretar regides graficas usadas
em Integrais Multiplas. Dessa forma, foi possivel guiar os estudantes durante as
atividades, levando-os a explorar recursos do software, destacando as
especificidades visuais dos graficos criados.

Contudo, o uso do GeoGebra nessa pesquisa oportunizou momentos
relevantes aos processos de ensino e aprendizagem de Integrais Multiplas,
apoiados em aspectos ligados a visualizacdo. Defendemos que essa experiéncia
possa se tornar uma opc¢do pedagogica frente as praticas tradicionais dos
professores de Calculo, principalmente, no ensino de Célculo de Varias Variaveis.

7.2. Teoria dos Registros de Representagfes Semidticas

Nossa pesquisa apresentou a possibilidade de aliar o uso do software
GeoGebra a construcdo de registros de representacdo semidtica, principalmente
registros graficos, indispensaveis na construcdo das Integrais Multiplas. Novamente
0 GeoGebra se mostrou eficiente na criacdo desses graficos, exibindo caracteristicas
importantes e bastante usuais, que viabilizaram o processo de construcdo desses
registros.

Muitas representacfes gréaficas usadas para desenvolver Integrais Multiplas
podem ser feitas a mao no papel, sem perder especificidades e informacoes
importantes; mas, entendemos que o0 GeoGebra, exibindo as mesmas
representacdes feitas no papel para uma compreensdo visual, permitiu exibi-las
com maior facilidade e com maior clareza de detalhes. O recurso computacional
utilizado possibilitou sair de uma representacdo estatica (papel e lapis) para um
tipo de representacdo dindmica 0 que, em nossO caso, permitiu explorar as
representacdes de outras maneiras, apresentando bons resultados em termos de
aprendizagem.
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Salientamos também a capacidade do GeoGebra de proporcionar uma
desconstru¢do dimensional, muitas vezes necessaria para o entendimento de
Integrais Mdltiplas. Essa desconstrucdo dimensional leva a uma mobilizacdo de
informacdes contidas nas regides de integracdo, importantes para a construgdo das
Integrais Multiplas. Verificamos que as ferramentas do GeoGebra possibilitaram
plotar registros, tanto nas janelas 2D como 3D e, o mais interessante, poder
transitar entre essas janelas. Acreditamos que tal fato proporciona explorar
aspectos cognitivos importantes para o processo de aprendizagem.

Nossa pesquisa explorou conceitos importantes da Teoria dos Registros de
Representacdes Semidticas, como as operacdes de tratamento e conversdo. Em
nossas Atividades Exploratorias, destacaram-se o0 intenso uso das operacdes de
tratamento, tanto no ambito algébrico quanto no ambito gréafico. Observamos que
as atividades, em forma de sequéncia didatica, e também o préprio contetudo de
Integrais Multiplas favoreceram a mobilizacdo de representacdes dentro de um
mesmo tipo de registro, além do software que utilizamos, que permitiu o trabalho
com esse tipo de operacdo. Evidenciamos a capacidade do GeoGebra em produzir
inUmeros registros graficos e uma poténcia de tratamentos ilimitada. Quanto ao
uso de softwares e as operagOes de tratamento, compartilhamos os apontamentos
de Duval (2011) ao argumentar que esses possuem a capacidade de acelerar estas
operacOes. Acreditamos que a possibilidade de dinamizar as atividades de
tratamento, principalmente para o0s registros graficos, acarretou ganhos
importantes na aprendizagem e também, possivelmente, para a pratica de ensino.

Para o estudo de Integrais Multiplas, consideramos que as transi¢cdes entre
as representacdes nos registros graficos e os registros algébricos sdo primordiais. A
tarefa de realizagdo da conversdo entre estes registros de representa¢cdes nem
sempre € facil, principalmente da representacdo no registro grafico para o
algébrico (escrito analiticamente, e vice-versa. Este fato vai ao encontro das ideias
de Duval (2009, p. 63) o qual assegura que “a conversao das representacoes
semidticas constitui a atividade cognitiva menos espontanea e mais dificil de
adquirir para a grande maioria dos alunos”. Assim, observamos que a atividade
cognitiva de conversdo, ligada as representacBes semioticas, pode ser mais
explorada devido ao formato das atividades que aplicamos. As sequéncias
didaticas, com seu passo a passo, propiciaram a oportunidade de explorar a
operacdo de conversdo, atentando para os detalhes e informagdes contidas em
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cada registro usado. Isso possibilitou percorrer um caminho entre os registros
(conversao) de modo que os estudantes tivessem a possibilidade de compreender
0s aspectos cognitivos gerados em cada tipo de representacao.
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