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RESUMO

Esta pesquisa objetiva investigar as possiveis contribuicfes de sequéncias didaticas utilizando
0 GeoGebra 3D para 0s processos de ensino e aprendizagem de Integrais Multiplas no Célculo
de Vérias Variaveis. Especificamente, buscou-se identificar as possiveis contribui¢bes da
utilizacdo do software GeoGebra 3D relacionando-as aos registros de representa¢es semidticas
que comumente surgem no processo de aprendizagem dessa disciplina. O trabalhou
fundamenta-se, teoricamente, em pesquisas sobre o Ensino de Célculo de Vérias Variaveis,
mais precisamente, o ensino de Integrais Multiplas, no contexto da Educacdo Matematica no
Ensino Superior, apoiado no uso das tecnologias disponiveis e na Teoria dos Registros das
Representacdes Semioticas. A pesquisa é de cunho qualitativo, tendo sido realizada com alunos
da disciplina Célculo Il de uma universidade particular da regido metropolitana de Belo
Horizonte — MG. Integrando a metodologia da pesquisa, elaboramos, aplicamos e avaliamos
sequéncias didaticas com o software GeoGebra 3D, relacionadas a construcéo de superficies e
solidos para o ensino de Integrais Multiplas no Calculo de Varias Variaveis, implementadas
sob a forma de Atividades Exploratérias em laboratorio de informatica. Os resultados
apontaram que a visualizacdo proporcionada pelo GeoGebra 3D se mostrou um componente
indispensavel para os processos de construgdo dos principais conceitos e propriedades de
Integrais Multiplas, apresentaram a possibilidade de aliar o uso do software GeoGebra 3D a
construcdo de registros de representacdo semidtica, principalmente registros graficos, usados
na construcdo das Integrais Mdltiplas, destacaram o intenso uso das opera¢des de tratamento,
tanto no ambito algébrico quanto no ambito grafico e, finalmente, explicitaram que as
sequéncias didaticas propiciaram a oportunidade de explorar a operacdo de conversdo,
atentando para os detalhes e informacgfes contidas em cada registro usado. Concluimos,
buscando levantar reflexdes importantes para professores-pesquisadores de Célculo de Varias

Variéveis, comprometidos com um ensino voltado para a aprendizagem.

Palavras-chave: GeoGebra 3D. Ensino de Célculo de Vérias Variaveis. Ensino de Integrais
Mdltiplas. Teoria dos Registros das RepresentacGes Semidticas. Educacdo Matematica no

Ensino Superior.



ABSTRACT

This paper aims at investigating the possible contributions of didactic sequences while using
GeoGebra 3D for teaching and learning Multiple Integrals in Multivariable Calculus. We
sought to identify the possible contributions of the use of GeoGebra 3D, linking them to
registers of semiotic representations which often come into view during the learning process.
Whereas the study’s theory is based on researches on teaching Multivariable Calculus, it is
fundamentally based on teaching Multiple Integrals in Higher Education, while supported by
both the available technology and the theory of Registers of Semiotic Representation. Inasmuch
as this research is qualitative, it was carried out with Calculus 111 students of a private university
in the metropolitan area of Belo Horizonte/MG. With respect to the study methodology, we
created, carried out and analyzed didactic sequences via GeoGebra 3D, regarding the
construction of surface areas and solids for teaching Multiple Integrals in Multivariable
Calculus, put through by means of exploratory activities in a computer lab. Results signal that
GeoGebra 3D’s graph presents as invaluable component for the development of the key
concepts and properties of Multiple Integrals. Furthermore, the software provides the possibility
of constructing graphic registers of semiotic representation, used in the construction of Multiple
Integrals. The results also emphasize the intense use of mathematical treatment operations,
either in algebraic or in graphic scale, as well as explaining that the didactic sequences offered
opportunity to explore the conversion, paying mind to details and information in each register
used. We, thus, sought to raise relevant matters of discussion for teachers-researchers of

Multivariable Calculus which are committed to a learning-focused teaching.

Keywords: GeoGebra 3D. Teaching Multivariable Calculus. Teaching Multiple Integrals.

Theory of Registers of Semiotic Representation. Teaching Math in Higher Education.
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Capitulo 1

INICIANDO A DISCUSSAO

A prética pedagdgica do professor de Calculo deve se pautar, primeiramente,
na reflexdo e compreensdo do papel fundamental do Célculo Diferencial e
Integral na formacéo matematica de seus alunos.

Reis (2001)

1.1. A pedra no caminho

Quando terminei o Ensino Médio, em 1999, tinha certeza que cursaria Engenharia
Mecénica, pois acabara de concluir o curso Técnico de Mecénica pelo Centro Federal de
Educacao Tecnoldgica de Minas Gerais — CEFET/MG, localizado em Belo Horizonte. Estava
muito empolgado, ja que era uma étima escola e também um excelente curso. Ao findar trés
anos de curso técnico, feitos concomitantemente com o Ensino Médio, fui selecionado para
fazer estagio na Companhia Vale do Rio Doce. Diante desse fato, fui morar em Itabira,
residindo na cidade por de um ano.

O periodo de estagio foi muito proveitoso. Desenvolvia atividades que estavam
relacionadas as minhas expectativas e, assim, confirmavam meus anseios em tentar vestibular
para Engenharia Mecénica quando regressasse a Belo Horizonte. Com esse pensamento, voltei
e me preparei para prestar vestibular na Universidade Federal de Minas Gerais — UFMG, no
final de 2001. O vestibular da UFMG era bastante concorrido e isso demandava bom preparo.
Nessa mesma época fui contratado como técnico em Mecénica por uma empresa de manutencao
de elevadores, restando-me somente a noite para os estudos. Diante do tempo escasso,
matriculei-me em um curso pré-vestibular no periodo da noite.

Foi nesse periodo preparatdrio para o vestibular que uma centelha pela Matematica se
acendeu em mim. Sempre gostei muito de Matematica e o Ensino Médio no CEFET/MG foi
crucial para confirmar essa aptiddo, pois 14 a Matemética era trabalhada com muito
aprofundamento dos conteddos, incluindo estudo dos limites, derivadas e integrais. Dessa
forma, a ideia de dar aulas de Matematica comecou a passar pela minha cabeca, mas acho
prudente confessar que, naquele momento, eu s6 pensava em fazer Matematica depois que

terminasse o curso de Engenharia. A Matematica e as aulas seriam como uma espécie de hobby.
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Com o tempo passando e o vestibular chegando, a davida sobre qual curso fazer
comecou a ficar mais aparente. O ambiente escolar e a possibilidade de ensinar eram fatores
gue me faziam tender para o lado da Matematica. Mas o lado econémico pesava quando pensava
na Engenharia. Diante desse panorama, me inscrevi em dois vestibulares: Engenharia Mecéanica
na UFMG e Matemaética na PUC-MG.

Passei na primeira etapa do vestibular da UFMG, mas a segunda etapa foi adiada devido
a greve existente na instituicao naquele ano. Assim, fiquei aguardando uma nova data. Por outro
lado, o resultado do vestibular da PUC-MG ja havia sido divulgado e eu havia sido aprovado.
Confesso que fiquei muito feliz com a possibilidade de fazer o curso de Matematica e isso me
levou a fazer a matricula nesse curso até que a situacdo do vestibular na UFMG se resolvesse.

Durante o periodo que fiquei aguardando a segunda etapa do vestibular para Engenharia,
pude refletir sobre 0 que eu realmente queria em relacdo a minha vida profissional, pois era
uma escolha importante e direcionaria toda a minha vida daquele momento em diante. Percebi
que fazer o curso de Matematica e, posteriormente, comecar a lecionar, poderia me realizar
profissional e pessoalmente. Ainda hoje, acredito que ser professor é uma profissdo gratificante,
mesmo com todas as dificuldades existentes em nosso pais.

Assim, em fevereiro de 2002, ingressei no curso de Licenciatura em Matematica da
Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais, em Betim — MG e deixei de lado a segunda
etapa do vestibular de Engenharia. A cada dia de aula, a cada matéria que cursava, eu me
interessava mais e sentia que tinha feito a escolha certa. Nesse passo, ndo demorou muito para
comecar a lecionar e, quando estava cursando o sexto periodo no ano de 2004, pedi demissao
do meu emprego e comecei a lecionar na Rede Estadual de Educagdo de Minas Gerais, pelo
regime de designacdo. Era minha primeira experiéncia em sala de aula e me senti extremamente
a vontade e com a plena certeza de que era aquilo que eu queria. E claro que faltava experiéncia,
mas, aos poucos, fui me ambientando com o cotidiano escolar.

Ainda em 2004, prestei concurso publico para professor de Matemética da Rede
Estadual de Minas Gerais. Fui aprovado e, por sorte, s6 fui convocado assim que terminei o
curso de Licenciatura em Matematica, no final de 2005. Logo, no inicio de 2006, comecei a
lecionar Matematica como professor efetivo na Escola Estadual Engenheiro Francisco Bicalho,
em Belo Horizonte na qual trabalho até hoje.

Também dei aula em varios cursinhos preparatorios para vestibular em Belo Horizonte
e Contagem e em uma escola particular por 4 (quatro) anos. Vale ressaltar que atuei como Vice-

Diretor na escola estadual em que atuo por 7 (sete) anos, tendo tido a oportunidade de trabalhar
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com aspectos relacionados a gestdo escolar. Essas experiéncias foram extremamente validas
para minha formacdo como profissional da educacdo, possibilitando-me comecar a
compreender as relacBes existentes dentro do ambito escolar, tanto nas relacGes pessoais como
nos processos de ensino e aprendizagem.

Nessa mesma época, fiz uma pds-graduacdo em Educacdo Tecnoldgica no CEFET/MG,
que me possibilitou ampliar meus conhecimentos e ficar a par de um assunto que, a0 comecar
a lecionar, me despertou o interesse: Tecnologia e Educacdo. As discussdes durante as aulas
eram bem motivadoras e pude refletir bastante sobre esse assunto durante essa especializacao.
Terminado esse curso, em maio de 2009, tive a oportunidade de substituir, por uma semana,
uma professora na Faculdade Pitagoras, Unidade Betim. Fiquei bastante empolgado com essa
possibilidade. A disciplina era Calculo Diferencial e Integral 1l e, diante do meu desempenho,
fui convidado para participar de um processo seletivo, tendo sido aprovado. Comecei, entéo, a
lecionar Geometria Analitica para alunos de Engenharias. Foi um inicio um pouco complicado,
pois tive que revisar todo o contetdo do Célculo e da Geometria Analitica, para me preparar
bem para as aulas. Foram muitas horas de estudo e dedicacdo que, no final, valeram muito a
pena.

O tempo foi passando e comecei a lecionar Algebra Linear, Calculo I, Calculo I,
Calculo 111, Equacdes Diferenciais Ordinarias e Célculo Avancado, sempre para cursos de
Engenharias, principalmente Engenharia Elétrica e Engenharia de Controle e Automagcéo.
Dentre essas disciplinas, o Calculo 11, no qual se aborda o Calculo com FuncGes de Varias
Variaveis dando énfase nas Integrais Multiplas é a disciplina que mais vezes lecionei na
faculdade. S&o 12 semestres de muitas aulas, muitos alunos e inimeras inquietacGes que
surgiram durante todo esse tempo. Calculo 11 foi a disciplina que mais me levou a reflexdo,
pois seu conteddo é muito extenso, demandando um bom conhecimento prévio de Matematica
basica, além de pré-requisitos oriundos dos contetdos de Geometria Analitica, Célculo I e
Calculo Il. Sem contar que essa disciplina apresenta um nimero elevado de evasdo e
reprovacao.

As inquietacBes eram (e ainda sdo) muitas, mas uma das questdes centrais se dava em
relacdo aos “contetdos graficos” presentes na abordagem de Integrais Multiplas. Essa
perturbacdo gerou um desconforto em relacdo a que caminho seguir. A cada semestre notava a
enorme dificuldade apresentada pelos alunos com relagdo a representacdo gréafica, tanto no
plano como no espago. Existia ali um enorme problema que levava ao insucesso de muitos

alunos. Inimeras indagac0es relativas a esses problemas povoavam minha cabeca sempre que
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me deparava com tais dificuldades em sala de aula. Esse fato era, para mim, uma enorme pedra
no meio do caminho. Qual pratica de ensino seria capaz de melhorar a aprendizagem e,
consequentemente, o desempenho dos alunos? Onde buscar alternativas que pudessem
solucionar / amenizar as dificuldades? Como pensar em aulas mais dindmicas, deixando de
lado, nem que temporariamente, o tradicional quadro e giz, para melhorar os processos de
ensino e aprendizagem? Sera que o uso de recursos tecnoldgicos era uma boa saida? Mas como
usa-los? Sera que essas perturbac@es eram s6 minhas ou de muitos professores? Enfim, como
retirar essa pedra do caminho?

Essas eram apenas algumas das perguntas que permeavam minha rotina como professor
de Calculo I11. Posso dizer que, a partir dessas indagaces e da reflexdo da minha pratica de
ensino, foi dado um pontapé inicial e motivador para essa pesquisa. Assim, optei por

desenvolver a presente pesquisa na area da Educacdo Matematica no Ensino Superior.

1.2. Uma breve histéria do Calculo

Para realizar um estudo completo sobre as origens e desenvolvimento do Célculo
Diferencial e Integral, necessitariamos de uma pesquisa muito extensa, o que fugiria do nosso
proposito deste projeto. Dessa forma, vamos descrever sucintamente as origens e
desenvolvimento do Caélculo Diferencial e Integral para situarmos o projeto em
desenvolvimento.

O seculo XVII foi marcado por enormes avancos da Matematica, mas o que ganhou
maior destaque, aconteceu na sua segunda metade. Foi a descoberta / criagdo do Célculo
Diferencial e Integral ou Calculo infinitesimal, por Issac Newton e Gottfried Wilhem Leibniz,
de maneira independente um do outro.

As origens do Calculo remontam a mais de dois mil anos, bem antes dos estudos
realizados por Newton e Leibniz. Entre a Grécia Antiga e os meados do século XVII, muita
Matematica foi desenvolvida na busca de respostas. Foi diante de problemas de quadraduras
que surgiram os primeiros vestigios da historia do Calculo. Os antigos gedmetras buscavam
encontrar a medida das areas de figuras planas, relacionando-as com areas de quadrados, por
serem figuras mais simples de manipular. Por volta de 430 aC, Antifon na tentativa de encontrar
a quadratura do circulo, utilizou uma sequéncia finita de poligonos regulares inscritos

(iniciando com um quadrado, octégono, etc), dando origem ao chamado “método da exaustao”,
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inicialmente creditado a Eudoxo (370 aC) mas que, posteriormente, ficou conhecido como

método de Arquimedes, como afirma Boyer (2003):

Segundo Arquimedes, foi Eudoxo quem fortaleceu o lema que hoje tem o
nome de Arquimedes, as vezes chamado axioma de Argquimedes e que serviu
de base para 0 método da exaustdo, o equivalente grego de calculo integral.
[...] Arquimedes atribuiu a Eudoxo a primeira prova satisfatéria de que o
volume do cone é um ter¢o do volume do cilindro de mesma base e altura, o
gue parece que o método da Exaustdo vem de Eudoxo (BOYER, 2003, p.61).

Os trabalhos de Arquimedes chegaram por volta de 1540 na Europa Ocidental, através
de uma cdpia feita no século IX, achada em Constantinopla. Com essa traducdo disponivel e
com contribuicdes de outros matematicos, o Calculo Diferencial e Integral se desenvolveu.

Dessa forma, o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral ndo pode ser
considerado um acontecimento isolado, pois muitos matematicos deram sua contribuicao.
Grande (2013, p.113), diante dessa perspectiva, ressalta em sua fala que o Célculo nédo foi
“atribuido a apenas uma pessoa, mas o resultado de estudos, métodos e teoremas que foram ao
longo do tempo se aperfeigoando e trazendo contribui¢des significativas”.

Eves (2004) pontua que foi a partir do século XVII que a Matematica Elementar deu
lugar @ Matematica Superior e as suas implicacdes possibilitaram grandes desenvolvimento em
outras areas da Matematica. Antes, 0s matematicos ficavam presos a questdes de contar, medir
e descrever formas e, a partir desse momento, podiam se aventurar em uma Matematica cada
vez mais dinamica. Na realidade, o grande feito de Newton e Leibniz foi elucidar que a
Matematica, além de lidar com grandezas, é capaz de lidar com varia¢des das mesmas.

E importante ressaltarmos que o desenvolvimento do Calculo se deu em ordem inversa
a aquela que estamos acostumados no meio académico: o Céalculo Integral veio bem antes do

Calculo Diferencial, como destaca Eves (2004):

A ideia da integracdo teve origem em processos somatorios, ligados ao célculo
de certas &reas e certos volumes e comprimentos. A diferenciagdo, criada bem
mais tarde, resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de questdes sobre
maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a integracdo e a
diferenciacdo estdo relacionadas entre si, sendo cada uma delas operagdo
inversa da outra (EVES, 2004, p.417).

A Fisica inicialmente se apoderou dos desenvolvimentos do Calculo, pois grande parte
dos matematicos desse periodo tambem eram fisicos. Mas, & medida que se entendeu o enorme

poder do Calculo, varios mateméticos comecaram a dar suas contribuicBes para seu
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aprimoramento. Muitos problemas que antes aparentemente ndo apresentavam solucéo,
tornaram-se possiveis de serem resolvidos.

Contudo, com o passar do tempo, o Calculo Diferencial e Integral passou a ser disciplina
obrigatoria em diversas universidades ao redor do mundo. Segundo Eves (2004, p.417), os
conceitos principais do Calculo “tém tanto alcance e tantas implica¢cbes no mundo moderno
que, talvez seja correto dizer que, sem algum conhecimento deles, dificilmente hoje uma pessoa
poderia considerar-se culta”.

Na proxima secdo, vamos langar nosso olhar inicial sobre o ensino de Célculo
Diferencial e Integral, argumentando sobre algumas dificuldades no ensino e aprendizagem

desse conteldo.

1.3. A questdo das dificuldades no ensino e aprendizagem de Calculo

As disciplinas de Calculo estdo presentes em diversos cursos superiores. Muitas vezes,
elas demonstram ser uma pedra no sapato de muitos estudantes que ingressam nessa modalidade
de ensino, como por exemplo, nos cursos de Matematica, Engenharias e demais cursos que
possuem essas disciplinas em suas grades curriculares. Lachini (2001) confirma esse fato, ainda
que considere o Célculo como a linguagem do paradigma cientifico e como instrumento
primordial de pensamento para as mais variadas areas do conhecimento, sendo dessa forma
colocado como matéria de grande importancia e obrigatoria em variados cursos de graduacao.

Esse status de importancia que as disciplinas de Céalculo possuem dentro dos cursos
onde estdo inseridas, condiciona muitas vezes certo temor por parte dos estudantes, pois séo
essas disciplinas que irdo dar a eles, as ferramentas necessarias para seu desenvolvimento
durante o desenrolar do curso. Dessa forma, podemos citar dois objetivos principais nos
processos de ensino e aprendizagem de Calculo: “habituar o estudante a pensar de maneira
organizada e com mobilidade; [...] estabelecer condicGes para que o estudante aprenda a utilizar
as ideias do Célculo como regras e procedimentos na resolucdo de problemas em situacGes
concretas” (LACHINI, 2001, p.147).

Recorrentemente, diversos autores (BARUFI, 1999; LACHINI, 2001; REZENDE,
2003; NASSER, 2007; LAUDARES, 2001; REIS, 2009; BARBOSA, 2004; IGLIORI, 2009)
da comunidade da Educacdo Matematica no Ensino Superior tém se mostrados preocupados
com os problemas de ensino e aprendizagem nas disciplinas de Calculo; e muito se tém pensado

e discutido sobre esse objeto de estudo, a partir de varias perspectivas tedricas, gerando
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contribuigdes significativas para tentar sanar tais problemas. Essa preocupagdo se justifica
segundo Igliori (2009, p.13), “pelo fato do Calculo constituir-se um dos grandes responsaveis
pelo insucesso dos estudantes quando pela sua condicdo privilegiada na formacdo do
pensamento avancado em Matematica”.

Os indices de reprovacdo e evasdo dos estudantes matriculados nas disciplinas de
Calculo sdo enormes, nos cursos em gue elas estdo presentes, tanto em universidades privadas
como publicas. Barufi (1999) e Rezende (2003) sdo pesquisadores que se preocuparam com 0
baixo aproveitamento dos estudantes nas disciplinas de Calculo, mas apontam que nao é um
problema somente das Instituicbes de Ensino Superior do Brasil. Essa perspectiva tal qual o
Calculo é colocada, leva-nos a pensar no que acarreta tal insucesso dos estudantes nessa
disciplina; e indo um pouco mais além, remete-nos a pensar também o que fazer para acabar ou
atenuar as dificuldades existentes nos processos de ensino e aprendizagem de Calculo.

Um movimento intitulado Calculus Reform, na deécada de 1980, mostrou uma
preocupacao mundial com o fracasso em Calculo e também com a dificuldade de fazer com que
0s estudantes compreendam os procedimentos e conceitos dessa disciplina. Esse movimento
procurou reformar o ensino de Célculo, principalmente em direcdo ao uso de tecnologias nos

processos de ensino e aprendizagem:

Uma das caracteristicas basicas desse movimento é o uso da tecnologia, aqui
entendida como programas computacionais especificos e calculadora grafica,
tanto para o aprendizado de conceitos quanto para resolucbes de problemas.
Todas as atividades sdo baseadas na chamada “Regra dos Trés”, isto ¢é, todos
0s problemas devem ser abordados numericamente, geometricamente e
analiticamente, estimulando a interlocucdo das varias representacdes
matematicas (LUZ, 2011, p.7).

Dessa maneira, muitos pesquisadores buscaram entender o insucesso dos estudantes em

Célculo. As causas levantadas séo as mais variadas possiveis. Segundo Fonseca (2012):

E fato que, apesar da reconhecida importancia da disciplina de Calculo nos
curriculos, muitos sdo o0s problemas com o seu ensino: aulas extremamente
expositivas e formais; apresentacdo de uma Matematica pronta, levando os
alunos a memorizacdo de formulas; resolucdo de multiplos exercicios,
resultando em um processo mecénico de aprendizagem; alunos com
defasagem na aprendizagem dos ensinos fundamental e médio,
comprometendo a habilidade de abstracéo; dificuldade de operagdes com o
infinito; pouco entendimento do conceito de limite e de convergéncia
(FONSECA, 2012, p.43).
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Esses problemas levantados pela pesquisadora sdo comumente identificados por
professores de Célculo dentro da sala de aula e também por outros pesquisadores em seus
relatos de pesquisas. Frota (2006, p.2) relata ainda que “a sala de aula de Calculo tem sido
afetada por fatores decorrentes, em parte, de um ensino universitario de massa: excessivo
numero de alunos, grande parte desmotivada, ou apresentando lacunas na formagao matematica
basica”.

Levantamos até o momento problemas apenas relacionados ao perfil dos alunos, mas
nao podemos deixar de descartar outros condicionantes que agravam tal situacdo, como “a
forma tradicional de ministrar a disciplina até a falta de motivacéo por parte de professores”
(CATAPANI, 2001, p.49). Podemos ainda destacar Rezende (2003) que aponta um conflito
pedagdgico existente entre o que o professor pede para o aluno e o que o professor de fato faz
em sala de aula: “Se nas aulas propriamente ditas o que prevalece sdo as demonstragdes, nas
avaliacBes o que se pede em geral é a técnica, os calculos de limites, de derivadas, de
antiderivadas e integrais” (REZENDE, 2003, p.13).

Oportunamente, Reis (2001) defende que muitas dificuldades na disciplina de Célculo
estdo relacionadas a pratica pedagogica, a qual € um ponto crucial e que deve ser levado em
consideracdo. Muitos professores abordam o contetdo dessa disciplina praticamente de forma

igual em diferentes cursos, ndo levando em conta os anseios profissionais dos estudantes:

A prética pedagdgica do professor de Calculo deve se pautar, primeiramente,
na reflexdo e compreensdo do papel fundamental do Célculo Diferencial e
Integral na formacdo matemaética de seus alunos. Somente estabelecendo
elementos que esclarecam a real fun¢éo do Célculo na formagdo matemaética
do aluno, o professor terd condicdes de refletir sobre que objetivos tracar, que
conteidos e metodologias estabelecer, enfim, que pratica pedagdgica
desenvolver (REIS, 2001, p.23).

Diante desses inimeros problemas relatados, é evidente que alternativas para sana-los
também sdo apontadas por diversos autores que, como ja dissemos, mostram-se preocupados
com a probleméatica que se apresenta no d&mbito do Ensino Superior. Rocha (2010, p.31)
identificou algumas possibilidades de contribui¢des para o ensino de Calculo, tais como: “a
modelagem matematica, o uso da historia e a informatica como algumas dessas perspectivas /
possibilidades de abordagem do Calculo. Alertam também, para as rotinas das aulas e a relacédo
professor-aluno como pontos que precisam ser revistos para a efetivacdo da proposta”.

Dentre essas alternativas propostas, uma tendéncia que vem ganhado forca e

apresentando inumeras contribui¢des significativas para os problemas relacionados ao ensino e
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aprendizagem de Célculo, é o uso das tecnologias. Cada vez mais se tem discutido as préaticas
de ensino voltadas para o uso de tecnologias para auxiliar a aprendizagem. Diante dessa
perspectiva, faz-se importante analisarmos e compreendermos essa abordagem como uma

possivel tentativa de resolver alguns problemas.

1.4. A questdo do uso de Tecnologias no Ensino de Calculo

E evidente que a sociedade na qual estamos inseridos esta cada dia mais dependente dos
recursos tecnoldgicos. Dessa forma, € inevitavel que a Educacdo sofra a influéncia desses
recursos. Silva (2010, p.267) aponta que as mais variadas formas de tecnologias destinadas a
informacdo e a comunicacdo sdo um ponto importante de transformacéo, “fazendo com que
sejam alteradas as mais diversas culturas sociais, as maneiras de viver de cada um,
relacionamentos, aprendizagem e principalmente o ato de ensinar”.

Diante desse fato, cada vez mais se tem observado inimeras pesquisas envolvendo as
Tecnologias de Informacdo e Comunicacao especificamente em Educacdo Matematica. So as
chamadas TICEM — Tecnologias de Informagdo e Comunicacdo em Educacdo Matematica. A
tendéncia € que as essas tecnologias se tornem uma realidade no meio escolar. Villarreal (1999)
explicita que, diante da necessidade de novas atividades, a introdugdo de tecnologias no meio
escolar é evidente; e, consequentemente, a constante evolucao e crescimento dessas ferramentas
tecnologicas possibilitam aos professores, novas perspectivas de ensino. Marim (2011) destaca

que:

A capacidade técnica das maquinas possibilita planejar atividades de ensino
antes impensaveis com o uso de lousa e giz. Para o ensino de Matematica, por
exemplo, ha varios softwares que permitem explorar 0s conceitos de
Matematica de uma forma mais dindmica e detalhada (MARIN, 2011, p.527).

Por outro lado, Zhuchi (2009) destaca que essa integracao das TICEM com o ambiente
escolar ndo é um trabalho facil, apontando a complexidade dessa interacao, principalmente em
encontrar e organizar sequéncias didaticas que auxiliem o professor em sala de aula, diante da
constante modernizagao desses recursos.

Nas disciplinas especificas de Calculo, essas tecnologias disponiveis podem se tornar
ferramentas potencializadoras nos processos de ensino e aprendizagem. Cunha (2014, p.55)
relata que “o uso da tecnologia no ensino de Calculo amplia as possibilidades de trabalhar

atividades por diferentes representagdes, tais como tabelas, graficos, expressdes algébricas de



24

forma répida e articulada”. Dessa forma, a presenga de tecnologias oferece a oportunidade de
observar processos de construcdo de conhecimento que nao sdo vistos em outros ambientes de
aprendizagem (VILLAREAL, 1999). Ainda se observa que muitas questdes sdo levantadas pela
comunidade de Educacdo Matematica quanto a sua utilizacdo: Como essas tecnologias podem
contribuir de forma positiva para o ensino e a aprendizagem de Matematica? E especificamente
para o ensino de Calculo? Como deve ser a utilizagdo desses recursos? Qual é o melhor caminho
pedagdgico para utilizar essas ferramentas?

Essas questdes fomentam inimeros debates no meio académico. Recorrentemente,
muitas opinides sdo apresentadas sobre 0 uso desses recursos tecnolégicos em prol de uma
aprendizagem realmente significativa. Dessas discussdes, observa-se que cabe a comunidade
académica repensar suas praticas de ensino, incorporando esses instrumentos tecnolégicos,
mirando o professor como alvo central para uma mudanca de atitude perante as TICEM e
fazendo com que essas sejam parte integrante dos processos de ensino e aprendizagem.

Os softwares disponiveis para auxiliar o ensino de Calculo despertam interesses tanto
de professores quanto de alunos, pois sdo objetos de ensino que potencialmente podem romper
a barreira existente entre as praticas tradicionais de ensinar Calculo e o uso da tecnologia.
Observa-se que esses recursos tecnologicos objetivam investigar e construir conceitos, fazer
Matematica e, principalmente, compreender as solu¢Ges numéricas. Ricaldoni (2014) levanta

aspectos importantes em relacdo ao uso de softwares e a pratica do professor:

O computador, em particular, deve ser utilizado como uma ferramenta na
construcdo do conhecimento matematico, um facilitador no entendimento e
construcdo de conceitos. Entdo, cabe ao professor, a sua propria formacéo na
area e, certamente, o desenvolvimento de novas habilidades, além do
conhecimento de softwares que possibilitem uma boa utilizacdo das TICEM
(RICALDONI, 2014, p.45).

Assim, acredita-se que as tecnologias disponiveis, principalmente para o ensino de
Calculo, ajudam na transformacdo do modo de pensar, pois reorganizam 0s processos de ensino
e aprendizagem. Os estudantes, quando direcionados de maneira correta diante do uso de
tecnologias em préticas educativas, atuam de forma consistente, possibilitando novos desafios

cognitivos estabelecidos por processos de investigacdo. Borba e Penteado (2012) destacam:

Os computadores [...] reorganizam o pensamento. A visdo de pensamento aqui
adotada inclui a formulagdo e resolugéo de problemas e o julgamento de valor
de como se usa um dado conhecimento. Entendemos que ndo ha apenas uma
justaposicdo de técnica e seres humanos, como se a primeira apenas se
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juntasse aos ultimos. H& uma interacdo entre humanos e ndo humanos de
forma que aquilo que é um problema com uma determinada tecnologia passa
a ser uma mera questdo na presenca de outra (BORBA e PENTEADO, 2012,
p.49).

Os softwares disponiveis para utilizacdo nas disciplinas de Calculo sdo muitos e cada
um possibilita atingir objetivos variados nos processos de ensino e aprendizagem. Um deles é
0 GeoGebra, sobre o qual discutiremos suas potencialidades a seguir.

O GeoGebra é um software gratuito, com premiacGes internacionais pela sua
contribuicdo no estudo da Matematica. Criado pelo Prof. Dr. Markus Hohenwarter da Florida
Atlantic University, em 2001, o GeoGebra é um software de Matematica dindmica para ser
utilizado em escolas de Educacio Basica e no Ensino Superior, que retine Geometria, Algebra
e Célculo. Segundo Hohenwarter (2007), idealizador do software, “a caracteristica mais
destacavel do GeoGebra é a percepcéo dupla dos objetos: cada expressdo na janela de Algebra
corresponde a um objeto na zona de graficos e vice-versa”.

Especificamente em disciplinas de Calculo, 0 GeoGebra tem sido objeto de muitas
pesquisas em varios contetdos. Podemos verificar esse fato em pesquisas envolvendo Limites
e Continuidades (ROCHA, 2010; ALVES, 2010; MOURA, 2014), Séries e Sequéncias
(FONSECA, 2012), Derivadas (GONCALVES, 2012; GRANDE, 2013; PINTO, 2014;
CUNHA, 2014; MARTINS JUNIOR, 2014; RICALDONI, 2014; ALVES, 2014; LOPES,
2015), Integrais (VOGADO, 2014; NASSARELA, 2014; REIS, 2015; BEZERRA, 2015).

Assim, o GeoGebra 3D se credencia como uma ferramenta tecnoldgica com enormes

potencialidades para os processos de ensino e aprendizagem de contetidos de Calculo.

1.5. Apresentando nossa pesquisa

A pesquisa desenvolvida foi delineada da seguinte forma:

1.5.1. Questdo de Investigacao

A partir de nossas leituras e, principalmente, da motivacdo advinda de nossas

experiéncias discente e docente, elaboramos a seguinte questdo passivel de investigacao:
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Quais sdo as possiveis contribuicdes de sequéncias didaticas com a
utilizacé@o do software GeoGebra 3D para a aprendizagem de

Integrais Multiplas no Célculo de Varias Variaveis?

Tal questdo de investigacdo se enquadra na linha de pesquisa de Educacdo Matematica
no Ensino Superior, desenvolvida no Mestrado Profissional em Educacdo Matemaética da
Universidade Federal de Ouro Preto — Linha de Pesquisa 1: Educacdo Matematica Superior,

Informatica Educacional e Modelagem Matematica.

1.5.2. Objetivos

Em nossa pesquisa, assumiremos como hipotese de trabalho que a utilizacdo de
softwares matematicos pode contribuir para o ensino de Célculo Diferencial e Integral, a partir
da visualizacdo de regides de integracdo, de superficies e de sélidos relacionados a Integrais
Multiplas.

Como objetivo geral, estabelecemos:

- Identificar e analisar as possiveis contribui¢des de sequéncias didaticas utilizando o GeoGebra

3D para a aprendizagem de Integrais Multiplas no Calculo de Varias Variaveis.

Como objetivos especificos, estabelecemos:

- Investigar o Ensino de Calculo de Varias Variaveis, mais precisamente, o ensino de Integrais
Multiplas, no contexto da Educacdo Matematica no Ensino Superior, apoiado no uso das

tecnologias disponiveis;

- Elaborar, aplicar e avaliar sequéncias didaticas com o software GeoGebra 3D, relacionadas a
construcdo de superficies e solidos, para o ensino de Integrais Multiplas no Célculo de Vérias

Variaveis;

- Apresentar um conjunto de sequéncias didaticas com o software GeoGebra 3D, sob a forma
de Produto Educacional do Mestrado Profissional em Educacdo Matematica, que possa

contribuir para a pratica docente de professores de Calculo Diferencial e Integral.
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1.5.3. Metodologia de Pesquisa

A metodologia prevé a realizacdo de uma Pesquisa Tedrico-bibliografica analisando
livros, artigos publicados em congressos e em revistas da &rea de Educacdo Matemaética, teses
e dissertacdes do banco de dados da CAPES, relacionados a Educacdo Matematica no Ensino
Superior, com foco nas Tecnologias da Informagdo e Comunicacgdo na Educagdo Matematica —
TICEM no Ensino de Célculo.

A metodologia também prevé a realizacdo de uma Pesquisa de Campo, no 1° semestre
letivo de 2017, com alunos de Engenharia Elétrica, matriculados na disciplina Calculo 111, em
uma faculdade particular da regido metropolitana de Belo Horizonte — MG, a partir da
elaboracdo, implementacdo e avaliacdo de sequéncias didaticas utilizando o GeoGebra 3D

relacionadas a diversos conceitos de Integrais Multiplas.

1.5.4. Tarefas de Pesquisa

A partir da metodologia de pesquisa delineada anteriormente, estabelecemos as

seguintes tarefas:

- Elaboragdo de atividades de sequéncias didaticas relacionadas a conceitos de Integrais

Multiplas, com a utilizacao do software GeoGebra 3D;

- Desenvolvimento e avaliagdo das sequéncias didaticas com os alunos de Engenharia Elétrica
de uma faculdade particular da regido metropolitana de Belo Horizonte — MG.

1.6. Estrutura da Dissertacéao

Apos este Capitulo 1, no qual apresentamos uma discussdo inicial e também algumas
das principais motivacdes de nosso trabalho, caminhamos para o Capitulo 2, no qual discutimos
a utilizacdo de TICEM e aprofundamos a discussao sobre seu papel na formacdo de conceitos
matematicos, em geral e, mais especificamente, conceitos do Calculo de Varias Variaveis.

Construindo nosso referencial tedrico-bibliogréafico, no Capitulo 3 discutimos a Teoria
das RepresentacBes Semioéticas, concluindo com sua implicagdo no ensino de Integrais

Multiplas.
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No Capitulo 4, retomamos a contextualizacdo de nossa pesquisa, bem como fazemos
um detalhamento da metodologia e dos instrumentos de pesquisa.

Ja no Capitulo 5, descrevemos e analisamos os dados obtidos a partir dos instrumentos
de pesquisa adotados.

Nas Consideracfes Finais, apresentamos um conjunto de respostas a questdo de
investigacdo que propulsionou essa pesquisa e algumas recomendagOes a Professores de

Calculo de Varias Variaveis.



29

Capitulo 2

SOBRE O ENSINO DE MATEMATICA NA PERSPECTIVA
DAS TECNOLOGIAS DA INFORMACAO E COMUNICACAO

Ensinar é um exercicio de imortalidade. De alguma forma, continuamos a
viver naqueles cujos olhos aprenderam a ver o mundo pela magia da nossa
palavra. O professor, assim, ndo morre jamais...

Rubem Alves

2.1. Um panorama historico das Tecnologias no cenario da Educacao

Quando pensamos em tecnologias, é inevitavel ndo nos remetermos a pensar em algo
relacionado a computadores ou algo ligado as inovacdes tecnologicas do nosso mundo
contemporaneo. Quando o homem passou a utilizar a pedra ou um pedaco de madeira para
melhorar seu trabalho, podemos dizer que ai teve inicio a tecnologia. Podemos definir
tecnologia como qualquer instrumento ou processo usado para alcangar melhorias no resultado
de algum trabalho ou também, segundo Kenski (2008, p. 24), como o ‘“conjunto de
conhecimentos e principios cientificos que se aplicam ao planejamento, a construcdo e a
utilizagdo de um equipamento em um determinado tipo de atividade”.

A partir do momento em que estamos nos referindo ao &mbito escolar, em qualquer nivel
de ensino, 0 uso das tecnologias esta sempre presente e ndo ha como ignora-las. A tecnologia
seja qual for, ao longo dos tempos, sempre esteve atrelada a processos educacionais e, assim,

ditou os caminhos a serem seguidos por ela. Bitencourt e Santos (2013) afirmam que:

E importante observar que, quando reconhecemos o lugar central das
tecnologias na organizacdo das sociedades contemporaneas, entendemos que
sdo elas, por consequéncia, um dos principais agentes transformadores dessas
mesmas sociedades. Em relagdo a utilizacdo de recursos tecnoldgicos no
ambiente escolar ndo é diferente, ela (tecnologia) evolui junto com as
necessidades e mudancas da sociedade. Desta forma, por ser a tecnologia
imprescindivel a educacdo — principalmente se considerarmos que seu
emaranhado € constituido, dentre outros elementos, de comunicag&o,
informac&o, conhecimento e criatividade (BITENCOURT e SANTOS, 2013,

p.2).


https://pensador.uol.com.br/autor/rubem_alves/
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Embora seja prudente dizer que os progressos tecnoldgicos foram estimulantes e
ajudaram de certa forma os processos pedagogicos ao longo do tempo, a velocidade na qual os
dois caminharam nédo foi a mesma. Filho (2012) afirma que as relacdes educacionais nem
sempre acompanham as transformacdes tecnoldgicas introduzidas em nossa sociedade. 1sso
acontece mesmo observando que existe uma necessidade no meio educacional de se apropriar
das tecnologias disponiveis, principalmente as de comunicagdo e informacao, dando um novo
sentido as praticas pedagogicas. Dessa forma, seria conveniente tracarmos um caminho,
associando Tecnologia e Educacdo historicamente ao longo do tempo, mas pensando no termo
tecnologia como a definicdo que tecemos a priori no primeiro paragrafo e levando em conta as
consideracdes feitas até 0 momento.

Antigamente, todo conhecimento era transmitido por narrativas orais e 0 advento da
escrita talvez seja o primeiro passo tecnologico que veio auxiliar o ensino. Aquilo que
geralmente necessitava da presenca de um mestre e de um aprendiz, com a invencao da escrita,
passou a proporcionar a possibilidade dos dois ndo estarem simultaneamente juntos, mas
compartilharem do mesmo conhecimento. As placas de argilas feitas pelos Sumérios por volta
de 4000 a.C. e quase que simultaneamente a escrita egipcia, muitas delas encontradas nas
piramides, historicamente foram o pontapé inicial para o desenvolvimento da escrita. O
volumen uma espécie de folhas de papiro coladas e enroladas em um cilindro de madeira e 0
codex feito também com vérias folhas de papiro ou de pele de animal costuradas (parecido com
0 que conhecemos como os livros atuais) sdo 0s objetos que podemos classificar como
precursores dos livros.

Sabemos que muitas copias a mdo de inumeros documentos eram feitas e disseminadas
mundo a fora e, com isso, grande quantidade de conhecimento era passado de geracdo para
geracdo e, consequentemente, de culturas para outras culturas; mas foi somente no século XV,
com a invencdo da imprensa, que os livros puderam ser produzidos e distribuidos em larga

escala:

[...] € no século 15, com a invencdo da imprensa com o0s tipos maéveis de
Gutenberg que a producdo de livros se estabeleceu criando uma nova
dimensdo para a humanidade: a cultura letrada. Os livros deixam de ser
copiados & mao e passam a ser produzidos em série (PAIVA, 2009, p.17).

Esses acontecimentos revolucionaram os processos de informagdo e comunicacao e,

principalmente, os processos educacionais. Podemos notar isso pela afirmacdo de Kenski
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(2008, p.10) que “com a escrita feita a mao e, depois, o livro, 0s processos interativos e
comunicativos de ensino se ampliam no espaco e no tempo”.

Talvez, por um longo tempo, nada de interessante tecnologicamente tenha afetado a
educacao de maneira significativa até a invencdo tecnolégica da gravacao e da reproducdo de
som, onde foi possivel levar para dentro da sala de aula gravacfes de audio. Essa invencéo
também possibilitou que o conhecimento ultrapassasse 0s muros das escolas, guiando o ensino
por outros caminhos ndo tradicionais. Dalmolin e Maronez (2015) destacam que, na primeira
tecnologia de gravacdo desenvolvida por Thomas Edison, ja existia o intuito de usar a gravacao
para reproducdo de livros. O radio foi o principal instrumento potencializador para esse fato:

A utilizacdo do 4udio na sala de aula, como elemento motivador do
aprendizado, é recurso conhecido em todo 0 mundo e explorado de diversas
formas, desde a década de 1930, quando seu veiculo propulsor, o radio, teve
franco desenvolvimento (FILHO, 2005, p.165).

Outro artefato tecnoldgico que nao poderiamos deixar de citar nesse percurso historico,
aliando a Tecnologia a Educacdo ¢é a televisdo, ou seja, o desenvolvimento da imagem audio
visual. Desde sua criagdo, por volta 1920, a televisdo é um dos meios de comunicacdo mais
populares do mundo e, dessa forma, foi inevitavel que esse aparelho nao fosse aproveitado para
fins educacionais, mesmo sabendo que sua expansdo e exploracdo comercial s6 se deu apos a
2% guerra mundial. Contudo, ndo podemos deixar de ressaltar que, antes da sua consolidacao
como um meio de comunicacgédo e informagdo extremamente potente, a televisdo teve suas

primeiras experiéncias nos meios educacionais. Silva (2009) nos relata que:

Havia uma forte tendéncia para a propagacdo das emissoras educativas. Varias
experiéncias foram feitas pelas universidades americanas com aplicabilidades
na esfera educativa. Em menos de dez anos, mais de 60 emissoras de televisdo
educativa estavam em operagdo e, entre 200 e 300 sistemas de televisao
educativa em circuito fechado, foram instalados no sistema de ensino.
Propagava-se 0 amplo uso da tecnologia, mais especificamente a televisdo
(SILVA, 2009, p.62).

O uso da televisdo para fins educativos trouxe um debate relevante nos Estados Unidos
na década de 1940, que vale a pena destacar. Depois que a televisdo passou a ter 0 seu uso
comercial regulamentado, um grande debate se criou em torno dos objetivos da sua utilizacao.
Muitos defendiam que a televisdo deveria ter uma programacao livre, proporcionando um
servico de entretenimento e lazer. Outro grupo, composto por professores e lideres civis,

apoiava uma programacéo educativa abrangente, planejada e coerente. Diante desse impasse, 0
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Conselho Norte Americano interveio e optou por uma televisédo educativa sem lucro e ndo
comercial. Mas esse modelo ndo foi a frente, pois como sustentar a estrutura televisiva sem
lucro? Isso era impraticavel. Dessa forma, o apoio de grandes corporacdes e fundos nacionais
propiciou a criagdo de programas televisivos com o intuito de diminuir caréncias no ensino,
tanto formal como informal. Silva (2009) atenta que todo esse imbrdglio envolvendo a televisao
e a educacdo nos Estados Unidos, serviu para demonstrar que a qualidade é um fator que deve
ser mais relevante no ensino do que apenas a quantidade e, principalmente, que a tecnologia em
questdo era um meio e ndo um fim. Essa discussdo € importante pois, pela primeira vez na
historia, pode-se observar uma preocupacao em como a tecnologia estava sendo usada para fins

educativos. Silva (2009) ressalta essa preocupagéo da seguinte forma:

Para a utilizacdo das tecnologias da educagdo como instrumentos educativos,
eram necessarios cuidados basicos, com propositos claros, visando atender
objetivos como: onde, quanto, quantas vezes e com que propésito se pode
utilizar o equipamento na educacdo (SILVA, 2009, p.64).

Depois de falarmos de todas essas tecnologias e relaciona-las aos processos
educacionais ao longo do tempo, devemos nos ater agora em um dos principais artefatos
tecnoldgicos da era moderna, o computador. Um longo caminho através do tempo foi percorrido
até chegarmos a essa maquina que conhecemos e chamamos de computador nos dias atuais.
Diante da necessidade humana de realizar calculos de forma rapida e precisa, muitos
pesquisadores apontam o abaco (4000 a.C.) como ponto de partida desse caminho historico.
Depois de muito tempo, mas com o mesmo intuito, Blaise Pascal criou a La Pascaline, em
1642, primeira calculadora que era uma maquina automatica, capaz de realizar calculos de
forma rapida e precisa, mesmo que somente opera¢des de soma e subtracdo. Charles Babbage,
em 1822, criou a chamada Maquina de Diferencas capaz, segundo o criador, de calcular funcdes
de diversas naturezas (inclusive trigopnomeétricas e logaritmicas). O mesmo inventor, anos mais
tarde, projetou uma maquina analitica com uso de cartdes perfurados para processamentos dos
dados, mas devido a incapacidade tecnoldgica da época, ela ndo foi construida, embora esse
projeto tenha servido de base para 0os computadores atuais.

Dessa forma, foi Alan Mathison Turing (1912-1954) que, em suas pesquisas, concluiu
que seria possivel criar uma maquina automatizada que possibilitasse materializar fisicamente
a logica humana e determinar a solucdo de qualquer célculo representado em formato de um
algoritmo, “baseando-se nos passos que um ser humano da quando executa um determinado

calculo ou computo” (FILHO, 2007, p.75). Tais algoritmos seriam apresentados em forma de
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instrucdes que deveriam ser processadas de forma mecanica dentro da propria maquina, no que
se tornou a primeira visdo de um computador, um sistema que, de forma autbnoma, realiza
tarefas determinadas pelo programa (algoritmo) com o qual esta equipado.

Somente durante a Segunda Guerra Mundial (1939-1945), com avancos tecnoldgicos
consideraveis, com intuito de revelar mensagens criptografadas e de criar armas mais
inteligentes, que tais maquinas comecaram a se desenvolver e passaram a ser chamadas de
computadores. Assim, Von Neumann, em 1945, apoiado na Idgica booleana e com a tecnologia
desenvolvida até o momento, definiu a arquitetura dos computadores utilizada até os dias de
hoje. Muito se passou e muito mais tecnologias foram criadas e utilizadas para que o primeiro
computador portatil e que podia ser usado por pessoas comuns chegasse a nossas maos.
Somente em 1976 isso aconteceu, com o Apple I. Anos depois, 0os computadores Lisa (1983) e
Macintosh (1984) foram o0s primeiros a usar 0 mouse e possuir a interface grafica como
conhecemos hoje em dia, com pastas, menus e area de trabalho. Diante disso, ndo foi tao dificil
dar outros passos para alcancar a tecnologia necessaria até 0s nossos computadores atuais.

Entretanto, podemos nos perguntar: quando os computadores comegaram a ser usados
nas escolas e puderam contribuir para os processos educacionais? Segundo Borba e Penteado

(2012), o computador:

[...] se torna um fendbmeno cultural da segunda metade do século XX depois
de permear 0 mundo da ciéncia, da guerra e dos negOcios empresariais e se
espalhar por praticamente todas nossas atividades, direta ou indiretamente. E
apenas tardiamente que a informatica na educacéo se faz presente na escola
(BORBA e PENTEADO, 2012, p.17).

O uso dos computadores em sala de aula, com certeza foi uma revolucdo nas praticas
pedagogicas de todo 0 mundo. Para nossa surpresa e em contrapartida a citacdo acima, sua
utilizacdo na educacdo é tdo remota quanto sua fabricacdo e comercializacdo em massa. Nos
Estados Unidos, j& na década de 1950, ha relatos de experiéncias do seu uso na educacao.
Valente (1999, p.1) relata que “em 1955, foi usado na resolugdo de problemas em cursos de
po6s-graduacdo e, em 1958, como maquina de ensinar, no Centro de Pesquisa Watson da IBM e
na Universidade de Illinois — Coordinated Science Laboratory”.

E importante deixar claro que, inicialmente, os objetivos da utilizagdo dos computadores
nas escolas naquela época ndo eram 0s mesmos de hoje. A ideia de utiliza-los estava ligada em
armazenar informacdo e, simplesmente, transmiti-la ao aprendiz. Segundo Valente (1999):
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Hoje, a utilizacdo de computadores na educacao é muito mais diversificada,
interessante e desafiadora, do que simplesmente a de transmitir informacéao ao
aprendiz. O computador pode ser também utilizado para enriquecer ambientes
de aprendizagem e auxiliar o aprendiz no processo de construgdo do seu
conhecimento (VALENTE, 1999, p.1).

Somente com o advento dos computadores portateis é que foi possivel uma
disseminacdo do seu uso nas instituicbes de ensino. A presenca dessa tecnologia,
principalmente nas escolas americanas, propiciou uma abordagem diferente frente as praticas
escolares, pois 0 computador passou a assumir um papel importante e enriquecedor nos
processos de ensino e aprendizagem. Programas de computador voltados para 0 ensino
comecaram a aparecer em larga escala nas escolas e pode-se notar que, a partir desse momento,

as praticas desenvolvidas ja comecavam a ter o mesmo intuito que possuem atualmente:

De acordo com estudos feitos por The Educational Products Information
Exchange (EPIE) Institute, uma organizacdo do Teachers College, da
Universidade de Columbia, foram identificados em 1983 - trés anos apés a
comercializacdo dos primeiros microcomputadores - mais de 7.000 pacotes de
softwares educacionais no mercado, sendo que 125 eram adicionados a cada
més (VALENTE, 1999, p.4).

Vale ressaltar que, no final da década de 1960, a Franca também foi um pais que investiu
na implantacdo da informatica na educacdo. O interessante € que, antes do inicio, houve uma
preocupacao latente dos envolvidos sobre os objetivos da implantacdo dessas tecnologias no
ensino. Note que essa foi uma grande diferenca em relagdo aos Estados Unidos, que nao
discutiram antecipadamente os propdésitos do uso dos computadores na educacgdo. Educar para
dominar a informatica ou educar através da informatica? (VALENTE, 1999). Essa ainda hoje
é uma reflexdo muito interessante e sobre a qual devemos sempre estar atentos.

O uso dos computadores nos meios de ensino ganhou ainda mais énfase e se tornou mais
popular, qguando a internet passou a ser oferecida com maior facilidade. Sendo atualmente uma
das Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo mais populares do planeta, ela foi criada
basicamente pelos militares americanos durante a Guerra Fria, na década de 1960. Quando a
Guerra Fria terminou, ela foi cedida aos cientistas que, mais tarde, repassaram-na para as
universidades. Com o seu desenvolvimento para www (world wide web), muitas possibilidades
de conteudo foram trazidas para a rede, tornando-a mais atraente e popular. “Intensificando o0s
avancos obtidos, a Internet adentra no campo académico, passando a se constituir como
importante elo entre equipamentos e, 0 que € mais relevante, contribuido para intensificar a
producdo do conhecimento cientifico” (COSTA e OLIVEIRA, 2004, p.10).
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Fica evidente que, com a internet, as relagcbes entre Educacdo e Tecnologias da
Informacdo e Comunicacdo ficaram mais estreitas e estdo se consolidando cada vez mais. A
internet permitiu uma maior dindmica nessas relacdes, facilitando com que essas tecnologias
adentrassem as salas de aula e principalmente, que a sala de aula chegasse em nossas casas,
como no caso que denominamos Educacdo a Distancia. Embora a Educacédo a Distancia seja
uma pratica bem mais antiga como se pensa, a tecnologia possibilitou que ela se tornasse mais
popular e também acessivel. O uso da internet também possibilitou a professores e alunos
usarem recursos que antes nao eram tao acessiveis e disponiveis com a facilidade usual de hoje,
principalmente, recursos disponiveis online e softwares educacionais livres. Filho (2012)

argumenta que toda essa perspectiva acarreta uma:

[...] forma diferenciada de apropriagdo do saber, englobando formas de obter
informacdes a partir de uma fonte inovadora de transmisséo das informacdes,
provocando uma revolucdo na forma de aprender, devido a rede de
informacbes e conhecimentos colocados & disposi¢do do aluno, com acesso
facil e rapido, infinitamente maior do que o acesso no ambito da escola
tradicional (FILHO, 2012, p.36).

Até esse ponto da nossa discussao, estamos nos remetendo ao uso das tecnologias no
ambito educacional, na medida em que as essas se tornavam acessiveis e, de alguma forma,
eram incorporadas pelos processos de ensino. Agora, seria de grande valia comegcarmos a
discutir sobre 0 uso das tecnologias para a formacéo de conceitos especificos, no caso, conceitos

voltados para o ensino da Matematica, o que serd feito a seguir.

2.2. Um olhar sobre as Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo na Educacéo

Matematica

Nesse topico, vamos nos ater principalmente a discussdo sobre o uso das tecnologias
disponiveis e sua relacdo com o0s processos de ensino e aprendizagem de conteddos
relacionados a Matematica. Na literatura disponivel, muitos autores e pesquisadores preferem
chamar esses recursos de TIC — Tecnologias da Informacao e Comunicagdo, mas por uma opg¢ao
metodoldgica e pertinente, principalmente por estarmos pisando no solo da Educacdo
Matematica, achamos melhor usarmos o termo TICEM - Tecnologias da Informacdo e
Comunicacdo na Educacdo Matematica, mais abrangente e mais adequado ao que vamos

discutir.
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As discussdes sobre 0 uso das TICEM estdo cada vez mais presentes na literatura atual
e vem despertando o interesse de muitos pesquisadores nessa area, embora, segundo Fiorentini
e Lorenzatto (2006), a incorporacéo das tecnologias no ensino e aprendizagem de Matematica
tenha se dado a partir do interesse de pesquisadores em Educacdo Matematica, ja na década de
1970.

O ensino da Matematica possui suas especificidades e seus habitos proprios.
Tradicionalmente, o que observamos em sala de aula sdo praticas que privilegiam o quadro, o
giz, as aulas expositivas e o livro didatico, com atividades que muitas vezes ndo sao
motivadoras e que realmente ndo agregam valor aos processos de ensino e aprendizagem. Calil
(2011, p.47) descreve que “a Matematica como é ensinada nas escolas, por mais que se fale em
transformacao, ainda possui um carater ‘tradicional’, ou seja, 0 professor detém o conhecimento
e ‘passa’ para o aluno que é o aprendiz”.

Apesar dessa realidade ser evidente em inumeras escolas, muitos professores,
percebendo a necessidade de ultrapassar as barreiras tradicionais do ensino, principalmente no
ensino da Matematica, estdo buscando outros recursos para nao serem engolidos por préaticas
educacionais que se mostram sem um objetivo claro e sem atratividade na escola
contemporanea. Talvez um dos principais recursos que vem sendo utilizado, seja o uso da
tecnologia nas suas praticas pedagdgicas, ndo importando o nivel de ensino, do infantil ao

ensino superior. Oliveira, Costa e Moreira (2004) evidenciam essa situagao:

A sala de aula ndo pode ser percebida hoje do mesmo modo como a percebia
quem aprendia 0 mundo basicamente atraves dos livros e da tradi¢do oral. A
captacdo da realidade através das novas tecnologias potencializa o
envolvimento multissensorial, afetivo e intelectual dos individuos inseridos
nos sistemas de informagdes, 0 que demanda novas pesquisas relativas ao
fendmeno educativo (OLIVEIRA et. al, 2004, p.112).

As tecnologias que estdo disponiveis ja invadiram a escola e entraram sem bater na porta
da sala de aula, principalmente, pelos alunos que estdo a cada dia, mais inseridos e dominados
por elas. Esse fato inevitavelmente modifica as relacbes com o saber, com 0 ensino e 0 com
aprendizado, indo muito mais além do que podemos imaginar. Com elas, os alunos podem
explorar novas situacdes, além de fazer novas conjecturas, desde que o0 uso dessas tecnologias
seja bem definido e com propositos claramente voltados para 0s processos de ensino e
aprendizagem. Essa perspectiva é caracterizada pelas novas maneiras de perceber e reconhecer
0 mundo, o que pode favorecer a producdo do conhecimento e, principalmente, a aprendizagem.

Segundo Oliveira et al (2004), toda essa conjuntura gera:
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[...] novas interfaces, que tem influenciado os mecanismos de interagdo com
0 saber, distintas daquelas tradicionalmente observaveis e que vinham
servindo como balizas para o processo didatico pedag6gico. O surgimento
dessas interfaces exige ajustes nas diferentes estratégias utilizadas pelos
professores na condugéo do processo de ensino/aprendizagem (OLIVEIRA et
al, 2004, p.112).

Até aqui, estamos nos referindo as tecnologias no ensino de Matematica de modo geral,
principalmente, as digitais. E importante ponderar nesse momento o que vamos considerar
tecnologia, j& que no tdpico anterior nos apropriamos de um conceito de tecnologia mais
abrangente para descrever um longo processo histérico tangente as relagdes educacionais. Aqui,
ndo iremos Nnos apegar a um recurso qualquer, mas vamos direcionar nossas reflexdes nas
relacdes entre 0s processos educativos e 0 uso de computadores.

Continuando nossa discussdo, utilizar recursos computacionais no ensino de
Matematica, ndo é apenas soma-los a educagdo de maneira simples e pragmatica. N&o é somente
seguir regras e determinacdes ja pré-estabelecidas; é preciso que haja intera¢cdes, buscando uma
transformacéo das relacdes de ensino e aprendizagem. Borba e Villarreal (2005) destacam que
ndo h& mudancas boas ou ruins para o ensino com a informatica, mas sim uma transformacéo
na forma de ensinar.

Dessa maneira, pensar em préaticas educativas que privilegiem essa interacdo se faz
necessario, diante do crescente uso das TICEM. Préaticas educativas que envolvem o uso de
tecnologias verdadeiramente coerentes, com propoésitos bem definidos e que possam gerar
resultados satisfatorios aos processos de ensino e aprendizagem, ndo sdo tdo simples de se

pensar:

Quando nos propomos a introduzir as TIC na educacdo, faz-se necessario
pensarmos cuidadosamente sobre a escolha da tecnologia e,
consequentemente, do software a ser utilizado na sala de aula, devendo
também esta escolha atender e contemplar os objetivos projetados pelo
professor ao mediar o processo educativo (ESCHER, 2011, p.30).

Devemos nos ater a um ponto importantissimo no que tange ao uso das tecnologias.
Muitas vezes, escutamos a afirmacéo de que simplesmente ao usarmos os recursos tecnolégicos
disponiveis, estaremos resolvendo muitos problemas criados pela educacéo tradicional. Essa
afirmacdo é errbnea. Embora possamos até amenizar alguns problemas, essa pratica ndo pode
ser pensada como salvadora do grande nimero de problemas existentes, principalmente no
ensino de Matematica. Guimardes et al (1987), diante dos primeiros passos do uso do

computador nas escolas, ja deixavam bem claro que:
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O computador, em si, como tecnologia, ndo resolvera os grandes problemas
educacionais hoje enfrentados no Brasil. O que ele pode, isto sim, é se tornar
agente de substantiva mudanga no processo de ensino/aprendizagem, quando
usado de maneira adequada (GUIMARAES et al, 1987, p .42)

Na verdade, temos que entender que o uso de tecnologias no ensino de Matematica deve
ser percebido como uma ferramenta para auxiliar 0s processos de ensino e de aprendizagem. O
que se espera é que as praticas de ensino se apoiem nas tecnologias disponiveis, ndo como uma
solucdo definitiva, mas sim como uma alternativa, que vem a cada dia se tornando uma

realidade dentro das escolas. Cunha (2014) reforca o que estamos discutindo, pois, segundo ele:

No ensino da Matematica, a utilizacdo das tecnologias é considerada como
uma pratica alternativa que visa dar novos rumos as relac@es entre professor e
aluno. Seu uso vem aumentando sensivelmente e é de suma importancia a
reflexdo acerca da forma como estdo sendo utilizadas (CUNHA, 2014, p.46).

Outro ponto no qual devemos e queremos focar é a questdo do professor. Para que tais
praticas de ensino apoiadas em recursos tecnoldgicos sejam possiveis, € necessario que haja
uma mudanca de postura do professor. E necessario que ele esteja aberto a mudancas, esteja
disposto a buscar novas praticas para a sua sala de aula. Essas mudancas, tdo esperadas no
processo de ensino e aprendizagem com o uso das TICEM, s6 acontecem quando o professor
entende o real sentindo do uso dessas tecnologias no ambito escolar. Entretanto, sabemos que
todos nos que atuamos como educadores, somos tomados por crencas e valores, por vezes tao
enraizados que se tornam um dificultador para a busca de novas praticas de ensino,
principalmente aquelas que se conectam com as tecnologias. Referente a esse papel do professor

como um agente passivo frente a possibilidade de mudanga, Mesquita et al (2010) afirma que:

As concepgdes do professor podem determinar o estilo do ensino, suas
praticas, apontar caminhos fundamentando decisfes, sendo interagidas e
filtradas pelos valores e crencas pessoais, constituindo, assim, um saber que
orienta a pratica profissional (MESQUITA et al, 2010, p.5).

Outra questdo € que muitos professores de Matematica ndo aderem ao uso das
tecnologias, pelo simples fato de ndo terem o0 dominio necessario a0 manusear esses recursos.
Entdo, € muito mais conveniente ficar situado na sua zona de conforto do que sair e se arriscar
em algo diferente e que ndo domina plenamente. Obviamente, alcancar algo diferente e se
manter numa zona de risco, como o0 uso de tecnologias nas praticas de ensino, torna-se

impossivel sem a busca constante por novos conhecimentos, segundo Borba e Penteado (2012).
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Por outro lado, quando os professores realmente entendem o verdadeiro sentido e
relevancia da busca por novas praticas apoiadas no uso da tecnologia para o ensino da
Matematica, todos acabam ganhando, tanto o professor, quanto o aluno. Segundo Fiorentini
(2013), quando a Matemaética se apropria do uso de tecnologias se faz algo inovador,
possibilitando uma interacdo entre 0s agentes educacionais. A0 mesmo tempo, essas novas
praticas viabilizam ressignificagcfes constantes na concepcdo e na maneira de abordar a
Matematica pelos professores. Assim, eles podem experimentar novas maneiras de ensinar e
apresentar aos alunos novas perspectivas de aprendizagem. Kenski (2008, p.103) aponta que “a
tecnologia utilizada com criatividade, pode alterar a rotina existente dentro de sala de aula,
transformando-a em interesse e colaboragdo, tornando os alunos em cidadaos participativos”.

O uso do computador ou qualquer outro recurso das TICEM, desde que conscientes e
objetivando o que discutimos até agora, pode acarretar muitos beneficios aos processos de
ensino e aprendizagem. O ensino da Matematica em si, diante dos mais variados contetidos que
essa disciplina aborda, ja traz inUmeras possibilidades para que essas praticas de ensino sejam
introduzidas no cotidiano escolar. Muitas pesquisas apontam que o uso de tecnologias em
contetidos especificos como tabelas, graficos, Geometria, Algebra e outros, favorecem de forma
real o ensino e, consequentemente, a aprendizagem. Essa abordagem dos conteudos da
Matematica a partir de recursos computacionais pode fazer uma conex&o entre o que o aluno
geralmente vé em sala ou nos livros numa linguagem formal e abstrata, com 0s conhecimentos
ja existentes que ele carrega na sua estrutura cognitiva; mas apenas inserir o computador nas
aulas de Matematica ndo dara sentido aos processos de ensino e aprendizagem e nem
possibilitara essa conexao acima apontada; é necessario que haja uma interacdo entre o sujeito,

no caso, o aluno e o objeto em estudo:

A construcgdo do conhecimento depende da a¢éo do sujeito sobre a informacao
disponivel, de modo a atribuir-lhe significado. Essa a¢éo constitui, portanto,
0 processo de apropriacdo da informacdo pelo sujeito, o que se da numa
relacdo dialética, estabelecida entre sujeito e objeto do conhecimento
(COSTA e OLIVEIRA , 2004, p.20).

As perspectivas para 0 uso dos recursos tecnoldgicos, em especial os computadores, sao
inUmeras. A propria Matematica permite diversas abordagens. Diante desse fato, pensar em
como usa-lo, cabe ao professor, que deve levar em conta muitos fatores, dentre aqueles que

discutimos até aqui. Pensar em boas praticas de ensino aparadas nas TICEM demanda do
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professor, antes de mais nada, uma reflex&o antecipada que deve continuar ao longo do processo
de utilizacdo das TICEM em sua préatica pedagdgica.

Até o presente momento, discutimos assuntos relacionados as TICEM e ao ensino e
aprendizagem da Matematica de forma geral, sem nos atermos em um conteudo ou nivel de
ensino especifico. Queriamos com essa discussao debater alguns pontos que acreditamos ser
relevantes e que, geralmente, sdo levados a tona quando se toca no assunto Tecnologias no
Ensino de Matematica. A seguir, vamos discutir o uso das TICEM especificamente no Ensino

Superior e, mais precisamente, no ensino de Célculo de Varias Variaveis.

2.3. As TICEM no ensino de Calculo de Varias Variaveis

N&o diferentemente do que discutimos até esse ponto, o uso das TICEM na esfera
educacional superior também vem gerando intensas e acirradas discussdes entre os interessados
no assunto. Muitas pesquisas foram desenvolvidas ao longo dos anos, o que vem
proporcionando ao meio académico, principalmente entre professores de Matematica de cursos
superiores, a busca por novas praticas educacionais para modificar os processos de ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral.

Particularmente, o ensino de Célculo tem se mostrado um ponto crucial nesses debates
envolvendo as TICEM no ambito da Educagdo Superior, talvez por se configurar numa
disciplina importante em muitos cursos de graduacéo e demandar aos alunos, uma grande gama
de conhecimentos prévios, aliado ao tradicional ensino com uma caracteristica demasiadamente
formal e abstrata. Diante desse cenario, 0 uso de recursos tecnoldgicos aparece como uma saida
interessante para o trabalho pedagdgico do professor, o que vem produzindo bons resultados
nos processos de ensino, segundo muitas pesquisas. Barufi (1999) evidencia a importancia do

uso de recursos tecnoldgicos, principalmente, o computador no ensino de Calculo:

Ferramenta extremamente Gtil para propiciar a formulacdo de inimeros
guestionamentos, reflexdes e analises que fazem com que a sala de aula se
torne um ambiente onde relagdes podem ser estabelecidas, possibilitando
articulagBes diversas e, portanto, a constru¢do do conhecimento (BARUFI,
1999, p.176).

Devido aos nossos interesses de pesquisa, iremos focar nossa discusséo no ensino de
Calculo de Vérias Variaveis. Quando buscamos na literatura, encontramos poucas pesquisas

relacionadas ao uso das TICEM voltadas ao Calculo de Vérias Variaveis, com destaque para
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algumas poucas pesquisas como Henriques (2006), Imafuku (2008), Miranda (2010), Alves
(2011) e Oliveira (2014). Por mais que esse conteldo permeie poucas pesquisas, ele
desempenha papel primordial nos estudos e compreensao de conteddos do Ensino Superior,
como por exemplo, as derivadas de funcdes de duas variaveis, os gréaficos de funcdes de duas
variaveis e, especialmente, as Integrais Multiplas, que é o objeto de estudo dessa pesquisa.
Dessa forma, pensar e buscar novas alternativas de abordagem de tal conteddo em sala de aula
se faz necessario, para que possamos fugir do rotineiro ensino de “Célculo II e/ou III”
tradicional nas universidades brasileiras.

O Calculo de Varias Variaveis situa-se em R3, ou seja, no espaco tridimensional.
Observa-se, dentro de sala de aula, que muitos alunos demonstram enormes dificuldades em
trabalhar com func¢Bes no ambito tridimensional, principalmente, quando se faz necessario
esbocar graficos de superficies e, a partir deles, obter e interpretar informagdes importantes que
serdo usadas nas resolugdes de problemas propostos. E notéavel que a utilizacdo de papel e lapis
para a aprendizagem desses conteldos apresenta enormes barreiras, tanto para quem ensina
como para quem aprende. Henriques, Attie e Farias (2007, p.78) reforca essa concepcao quando
afirma que “em muitos casos, a representacdo grafica no espaco tridimensional € dificil de fazer
no ambiente papel/lapis, que s6 tem como base o plano de duas dimenses (o papel)”. Oliveira
(2014) ainda aponta outros problemas que influenciam no aprendizado do Célculo de Varias
Variaveis, como a ndo consolidacdo de conceitos basicos relativos ao contetido de fungdes de

uma variavel:

Sabemos que muitas das dificuldades com o ensino e a aprendizagem do
Célculo de varias varidveis aparecem em decorréncia de deficiéncias na
aprendizagem de conceitos da Matematica da Educagdo Bésica. Outras se
referem aos conceitos relativos ao Célculo de uma variavel e as caracteristicas
do pensamento matematico avancado. Porém, muitas delas sdo especificas do
Célculo de vérias varidveis (OLIVEIRA, 2014, p.22).

Até mesmo para o professor lidar em suas aulas com conteudos tais como graficos de
funcdes de mais de uma variavel, torna-se um grande desafio, o que pode indicar uma tarefa
ndo muito simples, mesmo no caso de professores experientes e acostumados a lecionar essas
disciplinas. O uso de recursos tecnolégicos como softwares para esbogar tais graficos, pode
ajudar durante as aulas, contribuindo para a didatica do professor e para a visualizagdo por parte
dos alunos. De acordo com Henriques, Attie e Farias (2007), a representacao tridimensional em
um ambiente bidimensional, como o papel, depende exclusivamente da capacidade do
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individuo de realizar o desenho. Sabemos que ndo séo todos que possuem essa capacidade e,
assim, podemos considerar essa uma boa razéo para se utilizar recursos computacionais.

Os softwares sdo ferramentas que potencializam e melhoram a dindmica das aulas,
proporcionando ganhos consideraveis nos processos de ensino e de aprendizagem. Wilges
(2006, p.25) enfatiza que os “ambientes informatizados surgem para que 0 educador e educando
explorem um espaco alternativo para trocar saberes e para a construgéo de conhecimento”. S&0
varios os softwares disponiveis que podem ser empregados para auxiliar o ensino do Calculo
de Varias Variaveis. Algumas pesquisas indicam o uso do Maple, Maxima, Winplot, GeoGebra,
além de calculadoras graficas. Entretanto, antes de qualquer utilizacdo de tecnologias nas

praticas pedagdgicas, é necessario que o professor:

[...] saiba avaliar a situacdo problema e identificar a abrangéncia do campo
conceitual. Essa avaliagdo deve levar em consideragdo as caracteristicas do
software e a classificacdo centrada no contetdo e também o que professor
julgar de qualidade de aprendizagem do aluno no processo (WILGES, 2006,
p.25).

Usar 0s recursos computacionais disponiveis requer do professor, preparo, critérios e
atencdo para direcionar sua pratica de acordo com as necessidades dos processos de ensino e
aprendizagem. Quando nos referimos ao Célculo de Vérias Variaveis, o cuidado deve ser
redobrado, uma vez que os objetos matematicos que sao manipulados e estudados se apresentam
propicios a utilizacdo desses recursos. A escolha do software a se utilizar, como sera utilizado
e com quais objetivos deve ser utilizado, sempre séo questdes que devem prevalecer, para que

as contribuicdes a aprendizagem sejam as mais significativas possiveis.

2.3.1. Algumas pesquisas sobre as TICEM no ensino de Calculo de Varias

Variaveis

Algumas pesquisas apresentam propostas e alternativas para se trabalhar com o Célculo
de Vaérias Variaveis, aliando as tecnologias disponiveis as praticas de ensino. Como ja
mencionamos, existem poucas pesquisas neste recorte, quando comparamos com as pesquisas
relacionadas as tecnologias no ensino de Calculo de Uma Variavel. Vamos delinear,
brevemente, o que desenvolveram e discutiram alguns desses trabalhos.

Henriques (2006), em sua Tese de Doutorado desenvolvida na Franga, com foco de

pesquisa nas universidades brasileiras e francesas, trata do ensino e aprendizagem de Integrais
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Multiplas, as quais sdo utilizadas geralmente para o calculo de areas e volumes. Seu principal
objetivo foi compreender as dificuldades apresentadas por alunos na aprendizagem desse
conteddo e, consequentemente, entender como o software Maple pode ajuda-los a superar tais
dificuldades. Sua abordagem a partir do Maple busca favorecer interacdes entre representacdes
analiticas e graficas das Integrais Multiplas. O autor desenvolveu uma técnica chamada “crivo
geométrico”, amparado pelo software Maple para representar graficamente as regides de
integracdes tanto para integrais duplas como para integrais triplas. Henriques (2006) aponta em
sua pesquisa que o uso de softwares no Calculo de Vérias Varidveis para esbocar regides de
integracdes e, consequentemente, montagens e solucGes de Integrais Mdltiplas pode se tornar:

[...] um meio de aliviar o estudante dessa tarefa que é ardua, mas essencial a
ele no tratamento do problema. Em outras palavras, se os alunos precisam de
uma representacdo grafica que parece ser onerosa, 0 Maple pode desempenhar
papel fundamental, porque pode permitir uma melhor cobertura desta
representacdo grafica (HENRIQUES, 2006, p.267, tradugdo nossa).

Imafuku (2008) desenvolveu sua Dissertacdo de Mestrado com o objetivo de verificar
as dificuldades e conceitos que alunos do 4° e 5° periodo de um curso de Licenciatura em
Matematica possuem na transicdo da abordagem das funcdes de uma variavel para duas
variaveis. O trabalho ndo utilizou recursos computacionais, mas trouxe contribuigdes relevantes
que permitem refletir sobre o panorama existente nos processos de ensino e aprendizagem de
Célculo de Varias Variaveis, reflexdo essa que nos direciona para 0 uso de recursos

computacionais no ensino desses contetdos. Imafuku (2008) aponta em sua pesquisa que:

[...] muitas dificuldades sd@o manifestadas j& no inicio do estudo das fungdes
de duas variaveis, pois grande parte dos estudantes ndo compreende o sistema
tridimensional, ou seja, a representacdo grafica do R3. Constamos esse fato
nas questdes que envolviam conversdo do registro numérico para o grafico,
em relagdo a representacdo de pontos no sistema 3D (IMAFUKU, 2008,
p.156).

Dentre as pesquisas que destacam 0 uso de recursos computacionais inseridos nos
contetdos do Célculo de Varias Variaveis, podemos citar também, Miranda (2010), que em sua

Dissertacdo de Mestrado, utilizou o software Winplot para desenvolver atividades relacionadas

11...] peut étre un moyen pour décharger I’étudiant de cette tiche qui lui est cotiteuse, mais indispensable
pour le traitement du probléme. Autrement dit, si les étudiants ont besoin d’une représentation graphique
qui parait colteuse, alors Maple peut jouer un réle capital, car ce logiciel peut permettre une meilleure
prise en charge de cette représentation graphique.
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ao eshoco de gréficos de duas e trés variaveis. O software Winplot se apresentou como uma
ferramenta importante para tracar graficos de superficies em R3, juntamente com suas curvas
de nivel. O pesquisador apontou que o0 uso do recurso computacional, aliado as atividades
propostas, contribuiu para a aprendizagem de graficos em trés dimensdes, tanto na perspectiva
metodoldgica quanto na perspectiva do recurso se mostrar importante e necessario para que 0S
alunos compreendessem as formas das superficies e curvas de niveis. Miranda (2010, p.127)
ainda destacou que o uso do “software auxiliou o processo de construgdo, visualizagéo,
comparacdo e comprovagdo das conjecturas dos aprendizes, contribuindo de maneira
significativa para a sua aprendizagem dos contetidos pretendidos”.

Alves (2011) também desenvolveu uma pesquisa relacionada ao ensino e aprendizagem
do Célculo de Varias Variaveis. O objetivo do trabalho foi descrever e identificar as categorias
do raciocinio intuitivo ao longo das fases de ensino utilizando uma sequéncia de aprendizagem.
A priori, 0 autor levantou quest@es relacionadas ao Calculo de Uma Variavel e, posteriormente,
discutiu a transicao interna para o Céalculo de Varias Variaveis, dando énfase ao fato de que
existem poucas pesquisas sobre o contetdo. Os softwares utilizados na pesquisa (GeoGebra e
Maple) mostraram-se consistentes para as atividades aplicadas aos alunos, evidenciando
elementos significativos no que diz respeito a transicdo interna do Céalculo de Uma Variavel

para o de Varias Variaveis. Alves (2011) aponta que o uso de softwares em sala de aula:

[...] serve para quebrar parte da rotina constante que o professor desenvolve
diante do quadro branco, escrevendo e demonstrando cadeias gigantescas de
inferéncias usuais no CVV, pois, perto do final, o estudante ndo se recorda
mais de onde se partiu e muito menos onde o professor tenciona chegar
(ALVES, 2011, p. 328).

Outra pesquisa a ser destacada é a Dissertagdo de Mestrado de Oliveira (2014) que teve
como intencdo investigar a producdo de ideias matematicas em relacdo a funcbes de duas
variaveis em um ambiente coletivo de seres humanos com midias, apoiando-se teoricamente
nas ideias de Borba e Villarreal (2005). No ambito do Calculo de Vérias Variaveis, o
pesquisador centrou suas atividades, principalmente, em graficos e dominios de funcdes de duas
variaveis, curvas de nivel e derivadas parciais. O software Maxima foi explorado para essas
atividades considerando suas possibilidades e limitacbes. Com relacdo ao uso de recursos
tecnoldgicos para representar gréaficos referentes ao Calculo de Vérias Varidveis, Oliveira
(2014) entende que as:
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[...] facilidades de obtencdo das imagens, as possibilidades de movimentar
essas imagens, as possibilidades de experimentar modificacdes de pardmetros,
de usar os recursos algébricos e gréaficos [...], assim como as possibilidades de
explorar conceitos transitando entre as midias informaticas, oralidade e escrita
contribuiram para a producdo de ideias mateméticas acerca dos temas
estudados (OLIVEIRA, 2014, p.120).

Podemos notar que as pesquisas descritas se apoiam em diferentes softwares e que 0s
resultados para o ensino e aprendizagem dos conteudos do Célculo de Vérias Variaveis com o
auxilio desses recursos sdo inovadores. E claro que existem limitagdes, mas nota-se que as
possibilidades de éxito sdo enormes e que, portanto, cabe aos professores explorarem as
potencialidades desses softwares da melhor maneira possivel. Nessa direcdo Giraldo e
Carvalho (2003, p.9) reitera que “os beneficios’ ou ‘maleficios’ do uso de tecnologias no ensino

ndo sdo intrinsecos a maquina, mas determinados pelo seu emprego em sala de aula”.

2.3.2. A questdo da visualizacéo proporcionada pelas TICEM no ensino de Célculo

de Vérias Variaveis

As TICEM, principalmente o uso de softwares no ensino de Célculo em geral, tém
proporcionado indmeros aspectos benéficos nos processos de ensino e aprendizagem. A
visualizacao talvez seja um aspecto de grande relevancia e, por isso, achamos importante tecer
algumas consideragdes e discutir tal assunto ao abordar o ensino de Célculo de Vaérias
Variaveis. Outro fato que nos propulsiona é a constante evidéncia da visualizag&o na literatura
existente sobre o ensino de Calculo.

O conceito de visualizacao abrange varias areas do conhecimento, como por exemplo a
Psicologia, a Pedagogia e a Matematica. Com essa perspectiva, podemos definir visualizacédo
de uma maneira mais abrangente, segundo Flores, Wagner e Buratto (2012, p.32) como
“habilidades visuais que os individuos possuem e podem desenvolver para interpretar
imagens”.

No campo da Educacdo Matematica, o conceito de visualizacdo s6 comecou a ser
explorado por volta dos anos 1990. Presmeg (2006) aponta que a énfase no meio social e
cultural e as ideias construtivistas incorporadas na Educacdo deram importancia aos aspectos
visuais, levando ao reconhecimento das suas manifestacdes e transformacGes diante dos

conhecimentos matematicos. Dessa forma, Flores et al (2012) afirmam que:



46

[...] somente nos anos 1990, com o reconhecimento da visualizacdo na
Educacdo Matematica, as pesquisas passam a problematizar aspectos antes
ndo considerados, tais como, o desenvolvimento curricular; a eficacia da
visualizagdo para a aprendizagem matematica; a imagem e a representacdo
(FLORES et al, 2012, p.36).

Assim, podemos definir visualizacdo dentro do campo da Educagdo Matematica, de
acordo com Presmeg (1986), como sendo um processo de construcdo e transformacéo de
imagens mentais ou qualquer tipo de apontamento de natureza espacial, ambos usados na
Matematica. Flores et al (2012) apresenta uma definicdo que vai ao encontro das ideias de
Presmeg, definindo visualizagdo como a capacidade do individuo para lidar com aspectos
visuais para que o entendimento matematico seja alcancado.

O interesse pelos conceitos ligados a visualizacdo para a construcdo do conhecimento
matematico ultrapassou a margem do simples entendimento e atingiu 0 campo dos processos
de ensino e aprendizagem. Dessa maneira, muitas pesquisas ligadas a Educacdo Matematica,
apoiadas aos conceitos de visualizagdo, surgiram nos ultimos anos. Uma linha que nos interessa
nessa discussdo esta relacionada ao uso de tecnologias e softwares aliada aos processos de
visualizacao.

Alguns autores (NEMIROWSKY e NOBLE, 1997; BORBA e VILLAREAL, 2005)
defendem que esses recursos digitais possuem papel fundamental nesse contexto de
visualizagdo e, consequentemente, contribuem amplamente para o desenvolvimento e
aprendizagem dos alunos.

Arcavi (2003) apresenta uma defini¢ao para a visualizacdo que abrange aspectos desse
contexto. O autor aponta 0 uso de tecnologias como uma possibilidade de potencializagdo do

processo de visualizagéo:

Visualizacdo é a habilidade, o processo e o produto da criacdo, interpretacéo,
uso de reflexdo sobre figuras, imagens, diagramas, em nossas mentes, no papel
ou com ferramentas tecnolégicas, com a finalidade de descrever e comunicar
informacdes, pensar sobre e desenvolver ideias previamente desconhecidas e
entendimentos avancados? (ARCAVI, 2003, p. 217, tradugdo nossa).

O Calculo de Varias Variaveis € um conteddo que se apoia demasiadamente em

estruturas graficas, geralmente no sistema tridimensional, para apresentar conceitos importantes

2 Visualization is the ability, the process and the product of creation, interpretation, use of and reflection
upon pictures, images, diagrams, in our minds, on paper or with technological tools, with the purpose
of depicting and communicating information, thinking about and developing previously unknown ideas
and advancing understandings.
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relativos a sua natureza. J& dissemos em outros momentos e voltamos a frisar que, caminhar
por essas representacdes graficas nem sempre € tarefa facil para o professor e muito menos para
o0 aluno. A utilizacdo de recursos computacionais para 0s processos de ensino e aprendizagem
de conteudos do Célculo de Vérias Variaveis, principalmente os softwares de maneira
exploratoria, sdo ferramentas que possibilitam um rapido feedback quanto se tratam de aspectos
relativos a visualizagdo (BORBA e VILLARREAL).

E claro que as representacdes graficas podem ser feitas & mao, desde que se tenha
habilidades necessarias, utilizando lapis e papel, mas a capacidade que os softwares possuem
para agilizar e fornecer componentes visuais sdo muito maiores. Esse fato possibilita alcangar
uma nova dimensdo para os processos de ensino e aprendizagem, alavancando os softwares
como um objeto de aprendizagem importante. (BORBA, 2010, p.3) argumenta que “¢ possivel
dizer que o software torna-se ator no processo de fazer Matematica”. Dessa forma, muitas
possibilidades podem ser criadas a partir desses recursos tecnolégicos que enfatizam os

processos de visualizagéo:

e Visualizagdo constitui um meio alternativo de acesso ao conhecimento
matematico.

e A compreensdo de conceitos matematicos requer mdultiplas
representacbes, e representacbes visuais podem transformar o
entendimento deles.

e Visualizacdo € parte da atividade matemética e uma maneira de resolver
problemas. Tecnologias com poderosas interfaces visuais estdo presentes
nas escolas, e a sua utilizagéo para o ensino e aprendizagem da matematica
exige a compreensdo dos processos visuais.

e Se 0 conteudo de matemética pode mudar devido aos computadores, é
claro neste ponto que a matematica nas escolas passardo por pelo menos
algum tipo de mudanga [...] (BORBA e VILLARREAL, 2005, p.96).

Mesmo nas concep¢des iniciais do Calculo, como por exemplo, conceitos de funcdes,
limites, continuidades e outros conceitos relacionados, a visualizagdo se mostra de suma
importancia, destacando-se como um componente crucial para o desenvolvimento dessas ideias
(TALL, 1991). Dessa forma, ndo seria diferente para os conceitos do Calculo de Varias
Variaveis. E nitido que a utilizacio de softwares pode melhorar e agilizar as representa¢des
gréaficas existentes no Calculo de Vérias Variaveis, o que pode proporcionar ganhos
consideraveis. Villarreal (1999) enfatiza a importancia do uso dos computadores como um fator

que privilegia os aspectos visuais relativos aos conceitos do Céalculo:
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Dentre as multiplas potencialidades que o computador oferece para a
Educacdo Matematica, poder-se-ia dizer que o processo de visualizacdo por
ela favorecido ocupa um lugar privilegiado. Ao mesmo tempo, a importancia
da visualizagcdo no ensino, aprendizagem e constru¢do dos conceitos de
Célculo é indicada como fundamental por muitos autores. Assim, a
visualizacdo se transforma em um denominador comum nas pesquisas que
relacionam Célculo e computadores (VILLARREAL, 1999, p.43).

Podemos, de maneira conveniente, explorar um exemplo especifico dentro do Célculo
de Vérias Variaveis, o caso das Integrais Multiplas. Quando estamos abordando questdes que
envolvem esse tipo de integral, tanto em integrais duplas quanto em integrais triplas, a questao
da visualizacdo é primordial. Problemas envolvendo calculos de éreas, de volumes, centro de
massa e outros, requerem 0 uso desses tipos de integrais. Assim, 0 uso de representagcdes
geomeétricas se faz necessario para o seu desenvolvimento, no que se refere as chamadas regides
de integracdo. Essas regides nem sempre sdo tdo simples de se esbocar e a utilizacdo de recursos
computacionais se apresenta como uma boa solucdo, ja que a questdo da visualizagdo e,
consequentemente, interpretacdo dessas regides sdo o ponto principal no que tange as Integrais
Multiplas. Alves (2011) salienta que o uso de recursos como softwares podem permitir um
controle sobre as variaveis visuais na interpretacdo geral das propriedades geométricas.

Sem duvida, o uso de softwares potencializa a capacidade de visualizacdo. Podemos

observar esse fato no seguinte exemplo:

- Calcular o volume do sélido limitado pelos paraboloides X+ y2 =7 ¢ -2X —2y2 +4=1

usando integrais triplas.

Podemos visualizar o solido limitado e a regido de integracdo a partir das superficies

dadas utilizando-se o software GeoGebra 3D, como vemos na figura a seguir:
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Figura 1 — Regiéo de integracéo

Fonte: Dados do pesquisador.

A construgdo da regido de integracdo acima com o auxilio do software GeoGebra
evidencia como os aspectos visuais facilitam a construcdo da integral tripla para o célculo do
volume do so6lido compreendido entre os paraboloides. Notamos também que essa regido de
integracdo ndo é tdo facil de ser esbogada com 0s recursos que temos a nossa disposicao
costumeiramente, como papel e lapis. O software proporcionou o esbogo de forma simples e
com a possibilidade de mover a regido no espaco tridimensional, explorando a visualizagdo do
objeto em varias posicdes diferentes. Segundo Borba (2010, p.4) tudo isso leva os estudantes a
“criarem conjecturas, a descoberta de resultados matematicos desconhecidos, a possibilidade
de testar modos alternativos de coletar resultados e a chance de proporcionar novos
experimentos”.

E claro que existem muitos aspectos ligados & Educacido Matemética que estdo presentes
em um simples problema, como o levantado no exemplo dado acima. A questdo da visualizacao
e 0 uso de softwares sdo apenas a ponta do iceberg dos assuntos relativos aos processos de
ensino e aprendizagem de conteudos de Célculo.

No proximo capitulo, vamos abordar questBes ligadas aos conceitos da Teoria das

Representacdes Semidticas com implicacBes para o contetdo de Integrais Multiplas.
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Capitulo 3

A CONTRIBUICAO DA TEORIA DOS REGISTROS
DAS REPRESENTACOES SEMIOTICAS

Talvez seja ingénuo, de nossa parte, querer melhorar o modo de ver de nossos
alunos, a partir de um conjunto de atividades desenvolvidas em sala de aula,
ou ainda, procurar explicar como a atividade do olhar se processa em cada um
de nos. Talvez esta complexidade envolva muitos outros elementos que néo
estejam, unicamente, ligados as figuras em si, nem a capacidade visual de cada
um de nds. Talvez fosse o caso de, antes de tudo, analisarmos o fato de que
uma imagem é a representacdo de um modo de olhar.

Flores (2003)

3.1. Apontamentos iniciais

As contribuicGes da Teoria dos Registros das Representacdes Semidticas para 0 campo
da Educacdo Matemética no Brasil vém ganhando um espaco cada vez mais abrangente e
relevante nos Ultimos anos. Pesquisas e trabalhos surgem, a todo momento, apoiando-se de
maneira sélida nas concepg¢des desenvolvidas pela Teoria dos Registros de Representagdes
Semidticas. Essas pesquisas contemplam conteudos de Matematica tanto do ensino
fundamental e médio, quanto voltados para o Ensino Superior.

Foi a partir dos estudos de Raymond Duval (1986), centrados na Psicologia Cognitiva,
que surgiu a Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas. No entanto, no Brasil, as
primeiras publicacbes envolvendo essa teoria, surgiram em meados da década de 90
(COLOMBO, FLORES e MORETTI, 2008). Esses trabalhos buscam apresentar a teoria e
principalmente conecté-la aos processos de ensino e aprendizagem de Matemaética, ou de forma

mais pormenorizada:

O trabalho com registros de representacdo semiotica com alunos, ou mesmo
com professores em processo de formacdo, possibilita uma melhor
compreensao, ndo apenas do objeto matematico em estudo por parte dos
estudantes, como também da especificidade da aprendizagem matematica
(COLOMBO et al. 2008, p.61).
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A Teoria dos Registros de Representagdes Semidticas tem como objetivo analisar e
compreender a maneira de se adquirir o conhecimento, amparado por uma abordagem
cognitiva, onde o sujeito interage com varios elementos que fazem parte do ato pedagogico
(DUVAL, 2003). O cerne da teoria estad na complexidade cognitiva do pensamento humano e
nas inumeras relagdes que as representacdes implicam na compreensdo matematica. Duval
(2009) aponta que é impossivel estudar os fenbmenos ligados ao conhecimento sem se apoiar
nas nocdes de representacdo. Para ele, as representacdes vdo muito mais além do que o simples
papel de comunicacéo.

Quando langamos nosso olhar através da Historia da Matematica, podemos constatar
que as representacdes estdo incondicionalmente presentes no desenvolvimento da Matematica.
Na Grécia Antiga e na Idade Média, a linguagem era a representacao usada para exprimir todo
0 conhecimento matematico, baseado na intuicdo geométrica. Era através da linguagem, que o
conhecimento era explicado e demonstrado. Posteriormente, uma nova forma de expressar e
representar o conhecimento matematico, surgiu na Idade Classica. Era a representacdo
algébrica, feita através de simbolos, o0 que tornou a Matematica mais acessivel e possibilitou

seu desenvolvimento. Essa mudanca de representacdo é descrita por Serfati (1997) como:

[...] a passagem histérica progressiva entre uma escritura ‘“grega” das
matematicas, puramente retorica, quer dizer, inscrita na lingua comum, onde
tudo se diz e se calcula em palavras, a uma escritura simboélica onde o texto €
quase reduzido a uma concatenagdo de signos (letras, nimeros, ou signos
figurados), que é preciso de inicio decifra-los, depois interpretar segundo
regras sintaxicas e semanticas prescritas. (SERFATI, 1997, p.5).

Em sala de aula, frequentemente nos apoiamos no uso das representacdes para nos
auxiliar nos processos de ensino e aprendizagem de Matematica. Geralmente usamos a
linguagem, simbolos, tabelas, gréaficos, cddigos e outras representacGes para acessarmos 0S
objetos matematicos aos quais estamos nos referindo. Essas distintas representacfes devem ser

consideradas nos processos de ensino da Matematica porque:

[...] em Matemética, toda a comunicagdo se estabelece com base em
representacfes, 0s objetos a serem estudados sdo conceitos, propriedades,
estruturas, relacdes que podem expressar diferentes situacfes, portanto, para
seu ensino, precisamos levar em consideracdo as diferentes formas de
representacdo de um mesmo objeto mateméatico (DAMM, 2010, p.167).

Nesse capitulo, iremos discutir a Teoria dos Registros das Representacdes Semioticas

que irdo nortear e embasar nosso trabalho teoricamente. Iniciaremos com ideias sobre os
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conceitos de semidtica, abordando brevemente as concepgdes de Pierce, Frege e Saussure.
Dessa forma, posteriormente aprofundaremos na teoria de Duval no campo da Educacgdo

Matematica.

3.2. Concepcgdes sobre a Semidtica

Para estabelecermos uma definicdo do que seja semidtica, iremos inicialmente nos
apoiar nas ideias de Santaella (2002), que alerta para um fato importante de que ndo devemos
construir um conceito definitivo sobre semiética, pois 0 mesmo se apresenta como um estudo
em desenvolvimento e aberto a novas possibilidades de indagaces e de investigagdes. Segundo
Pontes e Dionizio (2014, p. 210) a “definigdo acabada do termo seria limitada devido a sua
abrangéncia, além de impedir a curiosidade necessaria que motiva o pesquisador na busca
incansavel pelo conhecimento™.

Outro ponto importante e que consideramos relevante esclarecermos antes de
propormos uma definicdo para semiotica, refere-se a questdo do surgimento de duas ciéncias
no seculo XX: a Linguistica e a Semiotica (SANTAELLA, 2002). A linguistica é a ciéncia da
linguagem verbal, sendo, portanto, diferente de lingua. A Semidtica é a ciéncia de toda e
qualquer linguagem. Essa diferenciacao é importante no que tange a questao de evidenciarmos,
de maneira relevante, que a lingua definida como materna é aquela que usamos para nos
comunicarmos (falarmos), ou seja, usamos como linguagem verbal. J& a linguagem,
impregnada de complexidade, constitui toda e qualquer forma de comunicacao, tais como
graficos, sinais, setas, numeros, luzes e outros. Pontes e Dionisio (2014) destacam o porqué de,

costumeiramente, a lingua ser vista com mais destaque em relacdo a linguagem:

Por uma questdo historica e cultural [...] a lingua é entendida,
equivocadamente, como Unico veiculo de conhecimento, em detrimento a um
intrincado sistema de representacdo do mundo, que possibilita, inclusive, o
conhecimento manifestado na sua forma mais sensivel, que pode ser expresso
por outros tipos de linguagem (PONTES e DIONISIO, 2014, p.211).

A partir dos conceitos contemplados anteriormente, podemos apontar algumas
definicGes, que consideramos relevantes para Semiotica, as quais irdo orientar nosso trabalho.
A semidtica possui suas origens na filosofia do periodo greco-romano. O termo semi6tica, do
grego semeiltike ou “artes dos sinais”, ¢ a ciéncia geral dos signos e da semiose, que estuda

todos os fenémenos culturais, como se fossem sistemas de significa¢do. Ela ocupa-se com o



53

processo de significagdo, com aspectos conceituais, ao contrario da linguistica que se preocupa
com os aspectos signicos da lingua. Santaella (2002) apresenta a seguinte definicdo para
semidtica:
A semidtica é a ciéncia que tem por objeto de investigacado todas as linguagens
possiveis, ou seja, que tem por objetivo o exame dos modos de constitui¢do

de todo e qualquer fenémeno como fendmeno de producéo de significacéo e
de sentido. Seu campo de investigagéo e vasto [...] (SANTAELLA, 2002, p.2).

Para que possamos elucidar o conceito de semiotica, sintetizamos esse conceito segundo
as concepcOes de Peirce, Saussure e Frege, 0s quais contribuiram para o desenvolvimento do
conceito de Semiotica. Em nosso estudo, exploraremos 0 modelo de signo na concepgéo desses

autores.

3.2.1. A Semidtica segundo Peirce

Charles Sanders Peirce (1839-1914), cientista-l6gico-filésofo, nascido nos Estados
Unidos da América, produziu trabalhos no final do século XIX e inicio do século XX, que
trouxeram enormes contribui¢des para o campo da Semidtica. Peirce desenvolveu trabalhos em
inimeras areas, tais como: Matematica, Fisica, Astronomia, Logica, Biologia, Psicologia,
Filosofia, Linguistica, Histdria dentre outras. Como uma pessoa pode ter interesse por tantas
areas assim? Santaella (2002) esclarece que o interesse de Peirce por essa variedade de temas,
advem da sua caracteristica de cientista. Mas a sua area de maior interesse e que demandou dele
maior dedicacdo foi a Logica. Mas ndo a ldgica tradicional, e sim a Logica das Ciéncias, a qual
buscava entender seus métodos de raciocinio para estabelecer pontos em comum entre elas
(SANTAELLA, 2002).

Com relacdo a Semidtica, Peirce tragcou suas ideias inicialmente colocando a légica
como parte integrante do campo da teoria geral dos signos. Estendendo, posteriormente, a l6gica
a uma concep¢do mais ampla e dessa forma admitindo-a como sendo uma ampliacdo da
Semiotica. Apoiado nas concepgdes da Fenomenologia, ele elaborou uma lista de categorias,
chamadas de categorias universais e para evitar falsas associacdes com definicGes e termos ja
existentes, preferiu denomina-las de primeiridade, secundidade e terceiridade. Santaella (2002,
p.34) fomenta que a partir da “observacdo direta dos fenbmenos, nos modos como eles se

apresentam a mente, que as categorias universais, como elementos formais do pensamento,
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puderam ser divisadas”. Essas trés categorias séo definidas da seguinte maneira por Dionizio e
Brandt (2012):

A primeiridade se refere a categoria do sentimento imediato e presente das
coisas, ndo apresentando nenhuma relagdo com outros fendmenos do mundo.
A secundidade é quando um fendmeno primeiro é relacionado a outro
fendmeno qualquer, sendo considerada a categoria da comparacdo. E a
categoria terceiridade é quando um fendmeno segundo € relacionado a um
terceiro (DIONIZIO e BRANDT, 2012, p.7).

Baseando nessas trés categorias, Peirce destaca, que os signos devem se apresentar
como um fendmeno da primeiridade, depois da secundidade e por fim da terceiridade (NOTH,
2008). Pontes e Dionizio (2014) apontam um bom exemplo dado por Santaella (2002), para tal
concepcao de categorias criadas por Peirce:

A autora exemplifica as categorias da seguinte forma: refere-se a cor azul
como qualidade (primeiro), refere-se ao céu como lugar e tempo onde se
encarna o azul (segundo) e por dltimo refere-se ao azul do céu, azul no céu,
como resultado de uma elaboragdo cognitiva ou uma sintese intelectual
(terceiro) (PONTES e DIONIZIO, 2014, p.214).

Para compreender a semiotica peirciana com clareza, € necessario adentrar as suas
concepgdes sobre signos. Para ele os signos representam “o axioma de que as cognigdes, as
ideias e até o homem séo essencialmente entidades semioticas. Como um signo, uma ideia
também se refere a outras ideias e objetos do mundo” (NOTH, 2008, p.61). Dessa maneira,
guando nos deparamos com algum fendmeno ou necessitamos compreender algo, um signo é
produzido na consciéncia, para que haja uma mediacdo entre nés e o fendmeno, isso é
denominado de percepcdo. A representacdo do objeto atraves de um signo é também
responsavel pela compreensdo, que por sua vez acarreta um novo pensamento e
consequentemente a produgcdo de um novo signo e assim continuamente. Para Peirce o
significado de signo é um outro signo. O segundo traz a interpretacdo ou significado do primeiro
(SANTAELLA, 2002).

O signo néo é o objeto. Peirce indica que ele é somente a representacao do objeto. Para
ele o signo tem a fungdo de interpretar na mente de alguém, algum objeto, fato ou ideia.
Entretanto, esse objeto, fato ou ideia pode ser representado por diversos signos, mas que levarao
a mesma interpretacao. Os objetos sdo ditos dindmicos ou imediatos. Segundo Santaella (2002),

0s autores Pontes e Dionizio (2014) esclarecem que:
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O objeto imediato pode ser representado pela aparéncia de um desenho, assim
como a aparéncia grafica ou acustica de uma palavra. O que este signo pode
interpretar em uma outra pessoa ou outra mente esta condicionado a natureza
e potencial do signo, que consiste no objeto dindmico (PONTES e DIONIZIO,
2014, p.215).

Essa divisdo dos signos, de forma l6gica, possibilitou a Peirce estabelecer uma
complexa e intrincada rede de classificacdo triddica de interpretacdo, o que o levou, a
diferenciar inUmeros niveis hierarquicos de signos. Contudo, nem mesmo Peirce foi capaz de
explorar todas as possibilidades que essa classificacdo poderia proporcionar, argumentando que
isso seria trabalho para futuros pesquisadores.

No que tange ao campo da Matematica, Duval (2011, p.33) considera, que o mais Util
para analisar a aquisicdo de conhecimento matematico pelos alunos a partir das ideias de Peirce,
é a “particdo tricotdmica das representa¢des em funcdo DE SUA RELACAO COM O OBJETO
que elas evocam”. Esse aspecto sera abordado nas concepgdes de Duval sobre a Semidtica e
em sua Teoria dos Registros de Representa¢fes Semidticas. Na secdo seguinte sintetizaremos
as ideias de Saussure que consideramos necessarias para fundamentar os conceitos de

Semiébtica.

3.2.2. A Semidtica segundo Saussure

Ferdinand de Saussure (1857-1913) é considerado o fundador da linguistica moderna.
Sua principal contribuicdo para a semidtica se deve ao seu projeto de teoria geral de sistemas
de signos, a qual chamou de semiologia (NOTH, 2005). Saussure teve uma carreira académica
bem-sucedida ap6s estudar em Leipzig (de 1876 a 1880), em Sorbone (de 1881 a 1891) e ocupar
uma cadeira na Universidade de Genebra (de 1891 a 1912). As contribui¢des para a semidtica
se deram apenas em trés cursos ministrados por ele no periodo de 1907 a 1911. Foi atraves
desses cursos, de Linguistica Geral, que Saussure desenvolveu suas ideias sobre a linguagem e

0s sistemas signicos. Pontes e Dionizio (2014) comentam que:

No primeiro desses cursos apenas seis alunos se matricularam: no segundo
foram 11 alunos e, no terceiro 12. Muitos manuscritos desses cursos foram
destruidos pelo proprio autor. Com isso a publicagdo do livro “Curso de
Linguistica Geral” de Saussure, por Charles Bally, Albert Sechehaye e Albert
Reidlinger, em 1916, somente foi possivel a partir de anotacdes de sete de seus
estudantes (PONTES e DIONIZIO, 2014. p.217).
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Saussure propds uma defini¢do para signo um tanto quanto diferente e revolucionaria
para 0 que se pensava sobre o assunto, deixando as concepcdes classicas de signo de lado. A
sua defini¢ao de signo “ndo retoma a propriedade comum de evocagao de qualquer outra coisa,
como também leva a substituir a nogao de sistema semiotico pela de signo” (DUVAL, 2011,
p.29). Para Santaella (2002), a grande revolucdo na teoria de Saussure esta no centro da nogédo
de estrutura, qualquer mudanca ou alteracdo dos elementos que constituem a estrutura da lingua,
por menor que seja, causa alteracdo em todos os demais elementos do sistema. Dessa forma,
sua teoria descreve os mecanismos linguisticos gerais e ndo linguas particulares.

Nessa perspectiva, as ideias de Saussure apontavam para o desenvolvimento de uma
ciéncia da linguagem verbal, a qual deveria ser mais ampla e teria como objeto de estudo todos
os sistemas de signos ligados a vida social. Ele a denominou de Semiologia. Para ele, essa nova

ciéncia ensinaria em que consistiam os signos e quais leis poderiam regé-los.

Para a elaboracdo das leis dessa nova ciéncia denominada Semiologia, seria
necessario, entdo, utilizar a Linguistica, que Saussure considerava uma ciéncia
bastante avangada, como um guia heuristico, fazendo o caminho inverso ao
grau de abrangéncia dos campos (PONTES e DIONIZIO, 2014, p.218).

A caracteristica mais relevante presente nos conceitos de Saussure é sua abordagem
através de um modelo diatico. Seus conceitos sdo baseados em diades, que consistem em um
par no qual a individualidade de cada um é eliminada em detrimento da unidade desse par,
possibilitando e organizando certos tipos ligagdes. No caso de Saussure, ele excluiu o objeto de
referéncia, o que é outra caracteristica da semiologia saussuriana. N&th (2005, p.28) chama a
atencdo para o fato de que “o modelo signico bilateral de Saussure compreende trés termos, 0
signo e seus constituintes, significante e significado. O traco distinto da sua arbitrariedade ¢ a
exclusdo do objeto de referéncia”.

Segundo Duval (2011), Saussure aponta que 0s signos s6 podem ser reconhecidos como
signos, quando existe uma relacdo de oposicéo entre eles, no interior de um sistema. Chamado
por Saussure de “valores de oposi¢ado e sdo eles que compdem o sentido do signo” Duval (2011,
p.30). Nessa perspectiva, podem-se entender as seguintes distin¢bes feitas por Saussure: A
distingdo que aponta que “o signo ndo € material, mas sim sua ocorréncia”, a distin¢do
relacionada a diferenca existente entre o sentido de um signo e sua referéncia a um dado objeto
e, por ultimo, a distincdo que Duval (2011) chama de secundaria, mas ndo menos importante,

pois se refere as linguas vivas praticadas, em dupla articulacdo: fonica e semantica.
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Duval (2011) destacou que o modelo proposto por meio dos trabalhos de Saussure
apresenta uma limitacdo no que se refere a eliminacdo da diversidade de enunciados que a
lingua pode produzir. Mas é evidente que sua contribuicao para o desenvolvimento da semiotica

foi consideravel.

3.2.3. A Semidtica segundo Frege

Gottlob Frege (1848-1925), matematico e filésofo alemédo, estudou nas universidades
de Goettingen e Jena, onde foi professor até 1918. Durante toda a sua vida publicou alguns
livros e artigos cientificos de grande relevancia. Dentre eles estdo “Sobre o sentido ¢ a
referéncia” (1892) e “O pensamento” (1918). Sua producdo cientifica ¢ um tanto quanto
modesta, ja que muitos artigos de sua autoria no foram publicados. A sua producao podem ser
incorporadas algumas cartas trocadas entre ele e alguns filésofos e matematicos da época.
Miranda (2011) destaca que:

[...] o corpus fregiano é relativamente modesto, bem como s&o limitados os
ambitos da principal questdo que procurou responder ao longo da sua carreira
e do seu projeto intelectual: qual é a base do conhecimento aritmético? E o
seu projeto, conhecido como logicismo, seria a resposta: as nossas crengas nas
proposi¢des da aritmética seriam justificaveis a partir, exclusivamente, de leis
e principios l6gicos, sendo, pois, a capacidade de pensar logicamente a base
do conhecimento aritmético (MIRANDA, 2011, p.1).

Do ponto de vista da Semidtica, Frege buscou uma abordagem diferente dos outros dois
modelos que comentamos nos topicos anteriores. Frege tocou na questdo do ponto de vista da
matematica. Ele ndo propds uma defini¢do para signo, como até entdo haviam feito Peirce e
Saussure. Segundo Duval (2011, p.34) “cle se interessou diretamente pelo modo da produgéo
semiotica que possa ter valor ao mesmo tempo de prova e de descoberta em matematica”.

Na obra mais importante de Frege “Sobre o sentindo e a referéncia” (1892), considerada
como uma obra classica da filosofia da l6gica e da linguagem, ele busca tratar de assuntos
relativos a linguagem e problemas que se apresentam em obras anteriores, em especial no livro
“Conceitografia” (1879). Nesse livro, segundo Miranda (2011), “a Conceitografia nasce da
intencdo do autor de construir provas para nogoes e principios elementares da aritmética a partir
de nocdes e principios elementares da logica”.

Em seu artigo “O sentindo e a referéncia”, Frege apresenta inicialmente um problema

sobre a relagéo de igualdade (identidade), abordando uma oposigéo entre conceitos tautoldgicos
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(a=a) e de equivaléncia onde (a = b). Para entender com maior clareza o que Frege quer dizer,
Duval (2011) explica que para entender o conceito de equivaléncia, ele introduziu os conceitos

de sentido de uma expressao e referéncia de uma expressao, afirmando que:

Duas expressdes podem ter dois sentidos diferentes, mas se referirem ao
mesmo objeto: 3+9,3x4,24/2,¢etc. [...] aebtem, cadaum, sentido diferente,

ou apresentam contetidos muito diferentes, mas eles representam 0 mesmo
objeto, por exemplo, 0 mesmo nimero (DUVAL, 2011, p.35).

As contribuicdes de Frege sdo de suma importancia, pois mostraram que 0S processos
semidticos sdo produtores de novos conhecimentos, principalmente na matematica. Entretanto,
Duval (2011) aponta que por ele ter considerado as escritas simbolicas utilizadas em algebra e
em analise como um modelo que poderia ser estendido para todas as representacdes utilizaveis
em matematica, sua teoria se apresentou limitada. Essa foi a questdo que Russel criticou, em

1905, nas ideias de Frege, dando notoriedade a dois de seus artigos publicados em 1892 e 1894.

3.3. Desenvolvimento da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de

Raymond Duval

Apoiando-se nas ideias de Peirce, Saussure e Frege relacionadas a Semidtica, Duval
desenvolve seus conceitos sobre as representagdes semioticas. Segundo Duval (2009),
pensadores como Kant e Descartes ja apresentavam, em suas teorias, a no¢ao de representacéao,
principalmente quando se referem a constituicdo do conhecimento. Para ele “ndo ha
conhecimento que ndo possa ser mobilizado por um sujeito sem uma atividade de
representagdo” (DUVAL, 2011, p.29).

A nocdo de representacdo pode ser entendida sob trés pontos de vista: a primeira,
classificada como mental, se apoia nos estudos de Piaget; a segunda, ligada a representacdo
interna ou computacional, compreendida pela nocao de codificacdo da informacéo, e a terceira
compreendida “no quadro dos trabalhos sobre aquisi¢do de conhecimentos matematicos e sobre
0s problemas considerdveis que sua aprendizagem origina” (DUVAL, 2009, p.32). O quadro

abaixo apresenta essa no¢ao de representacdo de forma bem elucidativa.



Quadro 1 - Comparativo entre as nocgdes de representacao, segundo Duval (2009)
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Representacdes Objeto de estudos Nocé&o de representacio
“as crengas e as explicacdes
sdo concernentes aos « ~ .
A : evocacao dos objetos
Mental fendmenos naturais e

psiquicos” (DUVAL, 2009,
p.30).

ausentes” (DUVAL, 2009,
p.30).

Interna ou Computacional

“o tratamento, por um
sistema, das informacdes
recebidas de forma a

“forma pela qual uma
informagé&o pode ser
descrita e considerada em

um sistema de tratamento”
(DUVAL, 2009, p.31).

produzir uma resposta”
(DUVAL, 2009, p.30).

Aquisicdo do
conhecimento e 0s
problemas originados
por sua aprendizagem,
relativos a um sistema
particular de signos.

Fonte: Cargnin (2013)

Forma pela qual um
conhecimento é
representado. (Sistemas
semidticos diferentes).

Semidtica

Duval (2009) considera conceitos importantes como a questdo da semidsis e noesis. Ao
considerar a semidsis como a compreensao ou producdo de uma representacdo semidtica e
noesis como a compreensdo de atos cognitivos, Duval (2009) assegura que ndo ha ndesis sem
semidsis, ou seja, ndo ha compreensdo sem representacdo. A semidsis esta diretamente ligada
ao funcionamento do pensamento e & maneira como o conhecimento se desenvolve, a partir do
momento em que se considera a variedade dos tipos de signos que podem ser utilizados.

Segundo Dionizio e Brandt (2012), Pierce foi o primeiro a observar que a semiosis ndo
pode ser separada por uma diversidade de tipos de signos. Eles ainda destacam que a distingdo
de trés tipos de signos feita por Pierce (os icones, os simbolos e os indices) foi um ponto
determinante para fundar a semidtica. Mas, por outro lado, Duval (2009) salienta que Pierce e
sua classificacdo de signos deixaram de considerar as relacdes existentes entre os sistemas
semidticos e principalmente a possibilidade de converter uma dada representacédo criada dentro
de um sistema em uma representacdo de outro sistema.

Estudos foram feitos principalmente nesse topico, para que a nogao de sistema semidtico
ganhasse uma conotacdo mais precisa, até entdo inexistente. Entretanto, tais estudos deixaram

de lado a diversidade desses sistemas no que tange ao pensamento humano e tambeém a
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possibilidade da conversdo das representacfes em outros sistemas semidticos. Dessa forma,
Duval foi levado a chamar os sistemas semioticos que respondiam a algumas especificidades,
de registros de representacdo semiotica. Para Duval (1993) as representacdes semioticas se

definem como:

[...] producdes constituidas pelo emprego de signos [sinais] pertencentes a um
sistema de representacdo que tém suas dificuldades proprias de significancia
e de funcionamento. Uma figura, um enunciado em lingua natural, uma
férmula algébrica, um grafico, sdo representagcdes semidticas que salientam
sistemas semioticos diferentes. Considerando-se geralmente as representacdes
semidticas como um simples meio de exteriorizagdo das representacbes
mentais para fins de comunicacdo, ou seja, para deixa-las visiveis ou
acessiveis a outrem. Ora, esse ponto de vista é enganoso. As representaces
ndo sdo somente necessarias para fins de comunicagao, elas sdo igualmente
essenciais para a atividade cognitiva do pensamento (DUVAL, 1993, p.39).

Na préxima sec¢do, discutiremos como Duval utilizou essa teoria na area da Educacéo

Matematica, especificando seus principais conceitos.

3.3.1. O ensino da Matematica por meio da Teoria dos Registros das

Representacdes semioticas

No ambito da Educacdo Matematica, Duval (2003) procura descrever o funcionamento
cognitivo que possibilite a compreensdo da Matematica, apresentada dentro de situacdes de
ensino. Para esse autor, existe uma enorme dificuldade de compreensdo dos objetos
matematicos e também uma confusdo, principalmente quando se necessita representa-los. Os
objetos matematicos ndo sdo necessariamente palpaveis, ou seja, diretamente observaveis, e
uma maneira de chagarmos até eles, é por meio das representagdes.

Para Duval (2011), o papel dos signos e das representagfes consiste em evocar 0 que se
apresenta ausente, ou em comunicar um pensamento que ndo se apresenta aparente para todos.
Mas, em Matematica, existe uma enorme variedade de representacGes semioticas para serem
utilizadas, tais como: lingua natural, graficos, linguagem algébrica, figuras geométricas, entre
outras. Essas representacdes podem, de certa forma, facilitar tal acesso a compreensdo dos
contetdos matematicos. Dionizio e Brandt (2012) comentam que ao lidar com as representacdes

semidticas, muitos alunos:

[...] acabam ndo reconhecendo 0 mesmo objeto, por meio de representacdes
semioticas diferentes. Podemos usar como exemplo uma fungéo que pode ser
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representada discursivamente por uma equacdo algébrica, por uma
argumentacdo na lingua natural, ou de forma ndo discursiva a partir de um
grafico cartesiano (DIONIZIO e BRANDT, 2012, p.11).

Para essa diversidade de representacbes existente em Matemética, Duval (2010)
introduz a ideia de registros de representaces semioticas, ressaltando que existem dois tipos

de registros, com representacdo discursiva e ndo discursiva. No quadro abaixo, sintetizamos

essas ideias.
Quadro 2 — Relagéo entre registros e representagdes
. ] Representacio Néo
Representagdo Discursiva ) ]
Discursiva
Lingua naturabl _ Figuras geométricas planas
Assoclagoes verbals ou em perspectivas
(conceituais) (dimens&o 0, 1, 2 e 3):
Formas de raciocinar:
_ Registros N e Apresentacdo
Multifuncionais: onde os e Argumentacoes a operatéria e nio
tratamentos ndo sao partir de P )
algoritmizaveis. observagdes, de somente perceptiva;
crengas; e Construcdo com
e Dedugdo valida a instrumentos.
partir de definicdo
ou teorema.
Sistemas de escrita: Graficos cartesianos:
e Numéricas (binaria, e Mudangas de
Registros decimal, sistemas de
Monofuncionais: onde os fracionaria, ...); coordenadas;
tratamentos envolvem e Algébricas; e Interpolacéo,
algoritmos. o Simbolicas (linguas extrapolacao.
formais);
Calculo.

Fonte: Duval (2010, p.14).

Para que essa perspectiva seja valida, é importante considerar o que Duval (2012) aponta
como primordial, ou como um ponto estratégico, que consiste em ndo confundir objetos
matematicos com a representacdo que se faz dele. Para Duval (2012), “toda confuséo acarreta,
em mais ou menos a longo termo, uma perda de compreenséo e 0s conhecimentos adquiridos

tornam-se rapidamente inutilizaveis ao longo de seu contexto de aprendizagem”. O que deve-
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se levar em conta é que ao utilizarmos as representagdes semioticas para “evocar” os objetos
matematicos, passamos a lidar com esses objetos e ndo com as suas representacdes ou com 0s
signos.

Esse ponto é importante, pois o significado de objeto matematico ndo é tdo simples
como se pensa e pode ocasionar controvérsias até para os proprios matematicos. Flores (2006)

traz uma citagdo de Lefebvre (2001) onde podemos verificar como é complexa essa definicao.

Os mateméticos platdnicos definem os objetos mateméaticos como entidades
ideais que existiriam independentemente do espirito humano. Para o0s
formalistas, a matematica é definida como a ciéncia da deducao formal, dos
axiomas aos teoremas. Seus enunciados s6 tém contetido quando é fornecida
uma interpretacdo. Para os mais radicais dentre eles, a matematica se resume
em um jogo de linguagem sem relacdo com os objetos materiais (LEFEBVRE,
2001, p.154 apud FLORES, 2006, p.11).

O que se pode notar de tais defini¢cGes sobre objeto matematico é que as representacdes
influenciam na sua compreenséo. Por isso, Duval ressalta que ndo devemos confundir o objeto

matematico com suas representacdes. Para Duval (2011), constantemente:

Corremos o risco de considerar duas representac6es diferentes de um mesmo
objeto por dois objetos diferentes ou, ao contrario, arriscamos a considerar
duas representacfes de um mesmo objeto porgue seus contelidos sdo quase
parecidos (DUVAL, 2011, p.47).

Para Duval (2009), um mesmo objeto matematico pode ser representado de varias
formas diferentes sem perder a esséncia. Para ele essas diversas formas de representacdo sdo
absolutamente necessarias, possibilitando a escolha da mais adequada para o que se pretende
trabalhar. Flores (2006) acrescenta que a possibilidade de variar a representacdo de um mesmo
objeto pode ajudar a elaboracdo mental do significado desse objeto matematico. Dessa forma,
Duval (2012) ressalta que “basta considerar o caso do calculo numérico para se convencer disso:
0s procedimentos, o0 seu custo, dependem do sistema de escrita escolhido. As representacdes
semidticas desempenham um papel fundamental na atividade matematica”. Podemos
exemplificar a afirmacéo da seguinte maneira: para um estudante, pode ser facil compreender
ou reconhecer o numero 4 em 3+1, ou 20/5, mas para outro, pode ndo ser uma tarefa tdo facil.

Diante do que discutimos até o momento, Duval (2012) considera que para um sistema
semidtico ser considerado um sistema de registro de representacdo semiotica ele deve permitir
trés atividades cognitivas ligadas a semiosis: a formacdo de uma representacao identificavel, o

tratamento e a conversao.
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A formacdo de uma representacao identificavel ou uma operacao cognitiva identificavel
pode ser compreendida como um enunciado compreensivel em uma lingua natural. Podemos
também entender como sendo a identificacdo do objeto matematico representado, o que ira
implicar em regras especificas de registros cognitivos. Segundo Duval (2012), “a funcdo dessas
regras é de assegurar, em primeiro lugar, as condi¢des de identificacdo e de reconhecimento da
representacédo e, em segundo lugar, a possibilidade de sua utilizacdo para tratamentos”. Dionizio
e Brant (2012, p.12) citam, como exemplo, as regras “gramaticais para a composi¢cao de um
texto, e as regras posicionais para o algoritmo da multiplicagao”. Temos ainda como exemplos:
esquemas, desenho de uma figura geométrica, uma expressdo matematica de uma formula,
dentre outros.

Com relacdo ao tratamento, podemos considera-lo como uma atividade cognitiva que
busca a transformacdo de uma representacdo semidtica em outra, porem dentro do mesmo
registro de representacao. “O tratamento € uma transformacao interna a um registro” (Duval,
2012, p.272). Apresentamos, no quadro 3, um exemplo de tratamento em relagdo a um conteldo

de Matematica:

Quadro 3 — Exemplo de tratamento em uma tarefa

de Calculo de Varias Variaveis

Determine a intersecdo entre o plano z =8 e o paraboloide Z = 2x° +2y2 :
Solucao: Devemos igualar as duas equagOes para encontramos a intersecao; dessa forma,
temos:

2x° +2y* =8

2(x*+y*)=8

x> +y? =4

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Observando esse exemplo, podemos verificar que sua resolugéo se apresenta no registro
algébrico, ou seja, para resolver o que se pede, basta igualar as duas equacdes e resolver as
operagcdes matematicas pertinentes. Nesse exemplo, partimos do registro algébrico, dado na

questdo e usamos 0 mesmo registro para a resolucao.
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Na matematica usamos a operacdo de tratamento constantemente. Santos e Curi (2012)
ressaltam que nesse processo o apelo cognitivo por parte do aluno ndo é tdo grande, o que ndo
acarreta muitas mobilizacdes de conteddo.

Duval (2012) ressalta um fato importante que deve ser considerado:

H4, naturalmente, regras de tratamento [...] a cada registro. Sua natureza e seu
namero variam consideravelmente de um registro a outro: regras de derivacao,
de coeréncia tematica, associativas de contiguidade e de similitude. No
registro da lingua natural ha, paradoxalmente, um nimero elevado de regras
de conformidade e poucas regras de tratamento para a expansao discursiva de
um enunciado completo (DUVAL, 2012, p.272).

A conversdo se refere as transformacdes de registros de representacdo semiotica, que
acontecem quando existe mudanca de sistema semiético de representacdo, levando em
consideracdo 0 mesmo objeto matematico. Duval (2012, p.272) define conversdo de uma
representacdo da seguinte maneira: “é a transformacéo desta fungdo em uma interpretacdo em
outro registro, conservando a totalidade ou uma parte somente do contetdo da representacao
inicial”. Para esclarecer o referido conceito, podemos citar os seguintes exemplos: a conversao
de um registro de representacdo algébrica para um registro de representacdo gréfica; a
transformacéo de um registro de representacdo em lingua natural (o enunciado de uma atividade
matematica-problema) para um registro de representacédo algébrica (uma equacéo algebrica).

A atividade cognitiva da conversdo acontece independentemente e de forma diferente
da atividade de tratamento. Devemos ficar atentos a essa diferenga nos processos de ensino e
aprendizagem de distintos objetos matematicos, pois tais processos acontecem, frequentemente,
nas aulas. Duval (2012) apresenta um exemplo, por meio do qual podemaos refletir sobre onde

€ COMO isso acontece.

Alunos podem, muito bem, efetuar a adicdo de dois numeros com sua
expressdo decimal e com sua expressdo fracionaria e podem ndo pensar em
converter, se isto for necessario, a expressdo decimal de um nimero em sua
expressdo fracionaria (e reciprocamente), ou mesmo ndo conseguir efetuar a
conversao. Muitas vezes € este tipo de exemplo que é colocado para explicar
porgue os alunos chegam ao ensino médio e ndo sabem calcular. E esquecer
que a expressao decimal, a expressdo fracionaria e a expressdo com expoente
constituem trés registros diferentes de representacdo de nimeros (DUVAL,
2012, p.273).

Podemos apresentar também um outro exemplo, para tentarmos esclarecer o conceito

da transformacéo de conversdo, que descrevemos acima:
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Quadro 4 — Exemplo de conversdo para uma tarefa

de Calculo de Vérias Variaveis

Esbocar o grafico da seguinte equacéo: z = 2x> + 2y (registro algébrico)

(Registro grafico)

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

No exemplo acima, estamos transitando de uma representacdo algébrica, que é a
expressao matematica que representa o paraboloide, para uma representacéo grafica, ou figural,
que exprime o paraboloide em forma de uma ilustragdo. Dessa forma, estamos mudando o tipo
de representacdo, caracterizando um processo de conversao.

Quando estamos resolvendo um problema, segundo Duval (2009) um registro pode
aparecer mais evidente que o outro, ganhando certo privilégio, mas o que importa é a
possibilidade de mobilizar/transitar entre, pelo menos, dois registros de representacdo ao
mesmo tempo, através da conversdo, ou a possibilidade de transitar, constantemente, entre
distintos registros de representa¢fes semioticas. Entretanto, é necessario estar sempre ciente de
que esta trabalhando com 0 mesmo objeto matematico.

Na conversao, as func¢des cognitivas exigidas em cada tipo de registro sdo diferentes, o
que pode acarretar dificuldades dependendo de como a tarefa pode sugerir essa transi¢ao entre
as representacdes. Essa transicdo entre os distintos registros de representagdes semioticas ndo
acontece de forma espontanea ou natural, pois muitos estudantes se encontram limitados a
capacidade de mobilizar apenas uma forma de representacdo. A operacao de conversao exige
certos procedimentos metodoldgicos que estabelecem relagdes entre os elementos das unidades
significantes em cada registro (DIONIZIO e BRANDT, 2012).

Dessa forma, o grande dilema que se apresenta diante da operacdo de conversdo € o que

permite e 0 que permitird reconhecer a mudanca a se realizar (DUVAL, 2012). A transicao entre
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pelo menos dois registros distintos é o primeiro passo do pensamento matematico, constituindo-
se, na Teoria do Registro de Representacdes Semidticas, no critério para a compreensdo em

matematica. Nesse sentido, o autor considera que:

Sem esse gesto que deve ser mais ou menos automatico, nenhuma atividade
ou encaminhamento matematico é possivel. Ficamos com o espirito
bloqueado, sem nada reconhecer daquilo que é possivel fazer. E se alguém
sugerir a mudanca de representacdo a fazer e desbloquear a situagdo, a
incompreensdo permanece (DUVAL, 2012, p.119).

Um dos fatos que levam a dificuldade de coordenacdo de registros pertencentes a
sistemas semioticos distintos repousa nos conceitos de congruéncia e nao congruéncia. Essa
dificuldade pode estar ligada diretamente a problemas de aprendizagem do objeto matematico.
Para o0 autor, a operagdo de conversdo pode ser mais complexa ou menos complexa, ja que a
andlise dessa atividade compreende comparar registros de partida com os registros de chegada.
Duval (2003) aponta que, para uma conversdo ser congruente, deve satisfazer as seguintes

condigdes:

1) Correspondéncia semantica, ou correspondéncia uma a uma entre os elementos significantes
(os simbolos tém os mesmos significados): para cada elemento simples no registro de saida tem

um elemento simples correspondente no registro de chegada

2) Unicidade semantica terminal: cada unidade significante no registro de saida tem uma unica

unidade significante no registro de chegada.

3) Conservacédo da ordem que compde cada uma das representacdes: diz respeito a forma de

apresentacédo de cada uma das representagoes.

As conversdes ndo congruentes sdo aquelas que deixam de atender a, pelo menos, uma
das exigéncias elencadas acima. Como exemplo para o fenbmeno de conversdo congruente,

podemos propor a seguinte situacao:
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Quadro 5 — Identificando elementos de congruéncia

Registro em Lingua ) . ] .
Registro Algebrico Registro Grafico
Natural

Dado o paraboloide
2=X"+Yy°
. . 2 2 4
a sua intersecdo com o X +y =
plano

Z=4 ¢é uma circunferéncia.

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Nesse exemplo podemos verificar que: 1) cada simbolo no registro de partida
corresponde a um simbolo com o mesmo significado nos registros de chegada (a palavra
intersecdo e circunferéncia, o sinal de igual, a equacgéo referente a circunferéncia e o desenho
mostrando a intersecdo dos graficos, a qual € uma circunferéncia), ou seja existe
correspondéncia semantica entre os registros. 2) ha unicidade semantica, cada simbolo no
registro de partida corresponde a uma, e somente uma, unidade significante no registro de
chegada. 3) a ordem em que os dados sdo apresentados € a mesma ordem para realizacdo do
calculo de intersecéo e do desenho grafico.

Jano exemplo abaixo existe uma conversdo ndo congruente. Nao existe correspondéncia
biunivoca entre as unidades significantes no registro de partida e de chagada. No registro de
lingua natural, ndo existe nada se referindo aos sinais de “maior ou igual” ou de “menor ou

igual” que aparecem na representacao algébrica.
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Quadro 6 — Identificando elementos de ndo congruéncia

Registro em Lingua ) . ] o
Registro Algebrico Registro Grafico
Natural

O conjunto dos pontos no
plano localizados na regido
R, compreendidos entre a

semicircunferéncia

superior de raio 2 e centro

na origem.

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

O que se observa na fala de Duval é que principalmente as atividades matematicas que
estabelecem uma relacdo de congruéncia levam os estudantes ao éxito com maior facilidade.
Duval (2011) salienta a importancia dos professores terem essa consciéncia, para que possam

guiar suas atividades nos processos de ensino e aprendizagem. Ele considera que:

Quando verificamos a escolha dos problemas pelos professores, observamos
a tendéncia de escolher, de preferéncia, os problemas em que as conversoes a
realizar sdo congruentes, e a reservar 0s problemas em que as conversdes a
realizar sdo ndo congruentes, para as aulas de pesquisas com alunos mais
avancados. Existe aqui, evidentemente, uma tendéncia, porque se nao tiverem
essa variavel didatica explicitamente na cabeca, eles propdem sempre
problemas que exigem as conversGes nao congruentes para 0s alunos que ja
tém dificuldades (DUVAL, 2012, p.122).

A questdo da congruéncia e ndo congruéncia nas operacOes de conversdo demonstra,
para Duval (2012), que n&o existe uma relagdo direta entre as representagdes de um objeto
matematico e suas possiveis representacfes em outros registros. Elas implicam, dessa forma,
em um fendmeno fundamental para a analise do funcionamento cognitivo do pensamento em

matematica. Contudo, Duval (2012) faz trés importantes observacoes:

e Existe um funcionamento semidtico especifico para cada registro de
representacao.

e A passagem de um registro a outro exige que comecemos a desenvolver uma
coordenacdo sinérgica entre pelo menos dois registros. Esse desenvolvimento
exige atividades e tarefas especificas, diferentes daquelas privilegiadas para
aquisicao de conceito.
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e A compreensdo dos “conceitos matematicos”, diferentemente da compreenséo
dos conceitos nas outras disciplinas, pressupfe a coordenagdo sinérgica de
pelo menos dois registros de representagdo (DUVAL, 2012, p.124).

Iremos nos deparar com um numero bem maior de fendbmenos de ndo congruéncia em
relacdo aos de congruéncia. Contudo, para Duval (2012), esse fato possibilita uma riqueza
enorme no que se refere a diversidade de registros que podem aparecer, 0s quais devem ser

estudados caso a caso, de acordo com cada problema ou atividade dada.

3.4. O uso de computadores: outro modo de produzir representacoes

O uso de computadores, com seus softwares para auxiliar o processo de ensino e
aprendizagem em Matematica, € um assunto amplamente discutido no &mbito da Educacao
Matematica. Nesta secdo focaremos nas contribui¢es das tecnologias, particularmente de
computadores e softwares, para produzir representacoes.

Duval (2011) considera que € importante estabelecer um paralelo entre as contribuicoes
que o computador pode trazer e os outros modos de produgdo de representacdo semidtica
existentes. Nesse contexto, 0 autor tece algumas consideragfes que pensamos serem relevantes
e que devem ser observadas em nossa pesquisa. A primeira considera que os computadores nao
consistem em um novo registro de representagdo, uma vez que “as representacdes que eles
exibem sdo as mesmas que aquelas produzidas graficamente no papel para uma apreensao
visual” (DUVAL, 2011, p. 137). Quando produzimos um grafico, uma figura geométrica ou
uma superficie no computador, observamos que a visualizacdo dessas representacdes requer a
mesma mobilizacdo dimensional quando produzidas com a utilizagdo de lapis e papel. Além
disso, exige a capacidade de reconhecer os valores visuais ligados aos conceitos matematicos e
associa-los com as equacges correspondentes.

Em segundo lugar, Duval (2011, p.137) afirma que “eles constituem um modo
fenomenoldgico de produgdo radicalmente novo, fundamentado na aceleragdo dos
tratamentos”. O uso de tecnologia acelera a execucdo da representacdo da mesma forma da
representacdo mental, mas com a possibilidade imensa de tratamento. O que ndo ocorre na
forma grafico-visual. Com a execucdo de uma representacdo por meio de recursos
computacionais, Duval (2011), afirma que podemos obter, imediatamente, muito mais do que
a mesma representacéo feita a mao livre, onde demandaria um tempo maior de execucao.

Para exemplificar esse ponto de vista, podemos utilizar um esquema feito por Moretti e

Luiz (2014, p.69), que ira nos ajudar a entender as afirmacdes realizadas. A figura 2 contempla
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a movimentagdo de funcdes nas representagdes algébrica e grafica. Observe o “atalho” que 0

uso de computadores proporciona.

Figura 2 — Esquema de procedimento do uso da informética para representacoes
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Fonte: Moretti e Luiz (2014).

Por fim, temos a novidade que as representacdes semidticas podem ser manipulaveis
como objetos reais. Os computadores, através de softwares possuem ferramentas que permitem
manipular, girar, deslocar, aumentar, diminuir essas representacdes. Segundo Duval (2011, p.
137), “esse aspecto dinamico ¢ apenas uma consequéncia da poténcia ilimitada do tratamento”.
O autor ressalta que o computador permite desenvolver uma fung¢do por uma maneira distinta
de qualquer outro modo de representacao: simulacéo. Nesse sentido, considera que essa funcao
permite a exploragdo de problemas matematicos.

A utilizagéo de computadores levanta uma questdo interessante e pertinente no que diz
respeito as atividades/tarefas cognitivas que essa utilizacdo implica aparentemente da parte de

um individuo ndo especialista. Essa questdo se refere, principalmente, a que acdes sdo
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necessarias ao estudante realizar para que o computador exiba, em seu monitor, algo

considerado uma reposta a uma pergunta. Duval (2011) sinaliza para a possibilidade de:

Observar que a interface real entre 0 computador e o individuo ndo é o que se
exibe no monitor, mas o que permite comandar uma exibicao, isto €, o0 menu
comando para as instrugdes. Podemos, entdo, analisar as tarefas cognitivas
requeridas pela utilizacdo de cada software em funcéo das a¢fes que seu menu
autoriza ou exclui (DUVAL, 2011, p.137).

Como exemplo para essa questdo, podemos pensar da seguinte forma. Seja o local para
se digitar uma equacdo (menu de comando) em um software qualquer. A acgéo realizada pelo
usuario seria digitar uma equacéo e, dessa forma, teriamos a partir dessa atividade cognitiva
mobilizada, a conversdo automatica de uma equacdo (representacdo algébrica) para uma
representacdo grafica especifica. O menu de comando, segundo Duval (2011), restringe e
apresenta um carater muito vinculativo, muitas vezes redutor, que pode ir contra 0s outros
modos de producdo de representacao.

Diante disso, o autor afirma que as instru¢cbes podem ser multiplicadas facilmente,
podendo introduzir, uma sequéncia linear parecida com a da fala, através do monitor do

computador.

O que quer dizer que encontramos limitagdes da memoria imediata que sao
aquelas préprias da escuta distraida ou atenta. Torna-se, portanto, dificil fazer
um trabalho de observagdo ou de comparagdo sobre variacfes de
representacao graficas em relacdo as variacdes de forma e escrita das equacdes
(DUVAL, 2011, p.138).

Os menus permitem a entrada de escritas de equacdes e ndo permitem a entrada da
representacdo grafica para se obter a equacao correspondente, pois segundo Duval (2011), é
importante em pelo menos uma fase de aprendizagem envolver a entrada inversa. Nessa
perspectiva, 0 autor nos coloca que um determinado menu privilegia um registro de
representacdo para se obter outro registro correspondente.

Por fim, Duval (2011) coloca um ponto em relacédo a interface com um computador,
pois para ele, ela elimina a linguagem, ou seja, todas as operagdes discursivas. Dessa forma,
reduzindo a utilizacdo de um conjunto de palavras da lingua em jogo ou de palavras-chaves.

Essas palavras sdo trocadas por icones.
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3.4.1. Pesquisas envolvendo suporte digital e a Teoria dos Registros das

Representacdes Semioticas

O uso da Teoria dos Registros das Representacdes Semidticas amparado pelo uso de
ambientes informatizados vem ganhando espaco no campo da Educacdo Matematica.
Observam-se diversas pesquisas com essa perspectiva, abordando conteldos matematicos,
tanto do Ensino Fundamental e Médio, quanto do Ensino Superior. Dentre essas pesquisas,
podemos destacar o uso de softwares como uma ferramenta de auxilio e exploracdo para a
Teoria dos Registros das Representacdes Semioticas. Nesse sentido, Gravina (2015, p.238)
salienta que “é¢ importante dizer que este interesse de pesquisa vem sendo alimentado,
especialmente, pelas indagacbes que se tem sobre as implicagbes do potencial das
representacdes veiculadas em suporte digital, na aprendizagem da matematica”.

Ferreira, Santos e Curi (2013) mapearam as pesquisas realizadas na area de Educacdo
Matematica no Brasil em um periodo de 10 anos (de 2002 a 2012) que tiveram como suporte
principal o uso tedrico dos Registros de Representacdo Semidtica. Dentre as pesquisas
encontradas, as autoras identificaram dentro do foco tematico Ensino de Calculo Diferencial e
Integral, nove pesquisas envolvendo Limites, Derivadas, Integrais e Maximos e Minimos. Na
referida pesquisa, ndo ha indicios sobre o uso de tecnologia em trabalhos desse foco. Entretanto,
segundo as autoras, percebeu-se que 0s poucos trabalhos analisados que utilizam ambientes

informatizados sao:

[...] bem pontuais e continuam limitados ao estudo de funcgdes e, em alguns
casos, no ensino de Geometria. Ressaltamos que o registro que se prioriza
nesses trabalhos é a representacdo gréafica de objetos mateméticos em
detrimento dos outros registros, ndo se permitindo uma mobilizacdo e
conversao entre 0S mesmos, uma vez gue, quanto aos objetos matematicos,
mesmo quando tratados em dois ou trés registros, ndo se estabelece uma
devida articulacéo entre estes (FERREIRA, et al, 2013, p.11).

No ambito do ensino do Calculo de Varias Variaveis, essa perspectiva (Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica / ambientes informatizados) se apresenta de maneira
escassa em termos de producdo de pesquisas e, mais ainda, quanto se trata do contetdo de
Integrais Multiplas, aparentemente estamos pisando em um solo ainda pouco explorado. Alves
(2012) e Henriques (2006) sdo dois pesquisadores que abordaram o contetdo de Integrais
Multiplas a partir da Teoria dos Registros de Representacdo Semiética, mas usando o software

Maple como recurso tecnolégico.
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Em nossa pesquisa, queremos explorar a Teoria dos Registros das Representagdes
Semidticas utilizando o software GeoGebra para podermos compreender os processos de ensino

e aprendizagem de Integrais Multiplas.

3.4.2. O software GeoGebra diante da Teoria do Registros de Representagdes

Semiodticas

O uso dos computadores aliados aos contetidos matematicos se faz frequentemente a
partir do emprego de algum software. Existem inimeros softwares disponiveis, cada um com
suas especificidades e potencialidades. O GeoGebra é um deles e, ultimamente, largamente
explorado pelos educadores matematicos, tanto no Ensino Basico quanto no Ensino Superior.

O GeoGebra possui uma vasta quantidade de ferramentas que podem ser exploradas em
varios contetdos da Matematica. A disposicdo dessas ferramentas na tela do software, permite
um manuseio simples e facil por parte dos usuarios. Sua area de trabalho voltada a principio
para o estudo de geometria plana e algebra possui, ja nos dias atuais, janelas 3D para geometria
espacial, além da possibilidade de se trabalhar com planilhas eletrénicas e contetdos de
probabilidade, entre outros.

Para essa pesquisa 0 que nos interessa, sdo as potencialidades e contribuicfes que o
software GeoGebra pode nos oferecer, quando trabalhamos com fungdes de vérias variaveis
dentro do conteddo de Integrais Multiplas. Dessa forma, as ferramentas que estdo ligadas as
janelas 3D se tornam de grande importancia. Essa janela de visualizacdo possibilita a exibicao
tridimensional de objetos matematicos, 0s quais muitas vezes sdo praticamente impossiveis de
serem desenhados a mao livre, acarretando um enorme empecilho no aprendizado de Integrais
Duplas e Triplas por parte dos alunos. Ela traz também ferramentas adicionais para esse tipo de
funcéo, permitindo a manipulacéo dos objetos construidos, sendo possivel mové-los sem alterar
suas propriedades, o que significa poder explorar uma gama maior de conteldos matematicos
com essa tecnologia. A figura 3, a seguir, dd uma boa nocao da disposicao dessas ferramentas

juntamente com a janela algébrica, a janela 2D e a janela 3D.
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Figura 3 — Janelas e menus de ferramentas do GeoGebra

AQanvs B Eats b U iy Jaiw A - i
% e e <: Menu de ferramentas da S
t . b " . chiel® aneln 30
R e 2 e St 8 O RN Anc =% I J
f[Riwis = Ngetin] [Ten o v ;

N J ’ [l.'\ulu de Viauntzagac 30 l

|l ahy I
Fonte: Dados do pesquisador (2017)

No Célculo de Varias Variaveis, especificamente no contetdo de Integrais Multiplas
(Duplas e Triplas), trabalhamos com fun¢des em R? e R®; dessa forma, a disposicéo das janelas
de algebra, 2D e 3D que esse software oferece (Figura 4), permitem além de uma visualizacao
simultanea dos objetos de estudo por meio dessas janelas, a possibilidade de explora-los de uma
maneira que, no papel, seria impraticavel. Podemos citar como exemplos, as possibilidades de:
esbocar e girar (movimentar) uma superficie; criar e mover planos paralelos aos planos
coordenados; determinar com precisao as interse¢fes entre duas ou mais superficies; destacar
as regides de integragéo, tanto na janela 2D como na 3D.

Com relacdo aos conceitos da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica,
podemos explorar alguns deles a partir do GeoGebra. Para o estudo de Integrais Multiplas, se
faz necessario o uso de uma variedade de representacBes para um determinado objeto
matematico e a articulacao entre esses registros € fundamental para a compreensao e construgdo
dessas integrais. Dessa forma, o software GeoGebra pode auxiliar tais processos, pois permite
que operacdes semidticas possam ser evidenciadas, principalmente, quando se trabalha com
representacdes algébricas e graficas. Observa-se entre os alunos, uma grande dificuldade nessas
trocas de registros levando, segundo Duval (2009), a existéncia de "um enclausuramento de
registros que impede o aluno de reconhecer 0 mesmo objeto matematico, em duas de suas

representacOes bem diferentes".
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No que se refere a propriedade de tratamento, o software GeoGebra possui ferramentas
de construcdo e manipulacdo para uma figura ou uma superficie que possibilita evidenciar e
trabalhar de forma consistente essa propriedade para esses registros. Na verdade, para Duval
(2011), existe uma aceleracdo dos tratamentos, pois 0 software permite uma exibicdo desses
objetos muito rapidamente, com uma poténcia de tratamento ilimitada se comparadas com as
possibilidades de um desenho no papel. J& na janela de algebra, onde os registros algébricos
sdo apresentados, podemos modificar/editar as equacgdes de entrada e, consequentemente, a sua
representacdo geométrica também é modificada. Também na janela visualizacdo 2D ou 3D,
dando énfase a propriedade de conversdo, novamente podemos observar uma aceleracdo em
relacdo a essa propriedade.

Assim, podemos observar que as caracteristicas que o0 GeoGebra apresenta nos levam a
acreditar que podemos explora-las a luz da Teoria dos Registros das Representacdes

Semioticas, destacando a suas potencialidades nos processos de ensino e aprendizagem.
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Capitulo 4

O CAMINHO METODOLOGICO DA PESQUISA

Pesquisar configura-se em como buscar explicacdes cada vez mais
convincentes e claras sobre a pergunta feita. Buscar compreensdes e
interpretaces? Responder a perguntas? Solucionar problemas? Entretanto,
ndo ha uma altima resposta, uma solucao definitiva, ndo ha compreensdo e
interpretacfes plenamente desenvolvidas e que ddo conta de todas as
dimensdes do fenémeno interrogado. Mas ha sempre o "andar em torno...
outra vez e outra ainda...". H& sempre o andar cuidadoso, que solicita rigor e
sistematicidade.

Bicudo (1993)

Neste capitulo, abordaremos os procedimentos metodolégicos desenvolvidos nesta
pesquisa. Para nos situarmos, a principio, retomaremos a nossa questdo de investigacao e 0s
objetivos ja citados anteriormente.

Mais adiante, iremos descrever e detalhar como os dados para a pesquisa foram
coletados, 0 ambiente onde ela foi realizada, justificando a nossa escolha e apontando 0s
instrumentos metodoldgicos utilizados. Serdo apresentadas, também, as atividades que foram

propostas e aplicadas, de forma detalhada.
4.1. Retomando a Questao de Investigacéo

Em capitulos anteriores, apresentamos temas relacionados ao uso das TICEM —
Tecnologias da Informacdo e Comunicacdo na Educacdo Matematica e, mais precisamente, no
ensino de Calculo de Varias Variaveis. Discutimos as implicacdes, as potencialidades e 0s
cuidados do uso de tecnologias dentro de sala de aula para auxiliar 0s processos de ensino e
aprendizagem de Integrais Mdltiplas, dando énfase ao software GeoGebra 3D.

Outro assunto abordado tratou da Teoria dos Registros das Representacfes Semidticas
de Raymond Duval, que foi amplamente discutida no capitulo anterior e sera nosso principal
referencial tedrico nos guiando nas analises dos dados levantados durante a pesquisa de campo.

Diante desse panorama, tais discussdes permitiram elaborar tal questéo de investigacao:
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Quais sdo as possiveis contribuicdes de sequéncias didaticas com a
utilizacé@o do software GeoGebra 3D para a aprendizagem de

Integrais Multiplas no Célculo de Vérias Variaveis?

Tendo em maos a questdo de investigacdo, pudemos tragar os objetivos de pesquisa e

planejar nossos procedimentos metodologicos.

4.2. Retomando os Objetivos

O principal objetivo dessa pesquisa esta diretamente relacionado a questdo de
investigacdo que ja levantamos nesse capitulo. Dessa forma, nosso maior objetivo com essa
pesquisa foi identificar, analisar e discutir as possiveis contribuicfes que sequéncias didaticas,
apoiadas na utilizacdo do GeoGebra 3D, podem trazer para a aprendizagem de Integrais
Multiplas no Calculo de Vérias Variaveis.

Ndo menos importantes, 0s objetivos especificos também buscaram apontar
contribuicdes relevantes para o tema pesquisado e, principalmente, para a pratica docente.
Relembrar tais objetivos se faz necessario nesse momento, para que possamos nos situar e,
consequentemente, direcionar o desenvolvimento do atual capitulo. Tais objetivos especificos
foram: investigar o Ensino de Calculo de Vérias Variaveis, mais precisamente, o ensino de
Integrais Multiplas, no contexto da Educacdo Matematica no Ensino Superior, apoiado no uso
das tecnologias disponiveis; elaborar, aplicar e avaliar sequéncias didaticas com o software
GeoGebra 3D, relacionadas a construcao de superficies e solidos, para o ensino de Integrais
Multiplas no Célculo de Vérias Variaveis; apresentar um conjunto de sequéncias didaticas com
o software GeoGebra 3D, sob a forma de Produto Educacional do Mestrado Profissional em
Educacdo Matematica, que possa contribuir para a pratica docente de Professores de Calculo
de Diferencial e Integral.

E importante frisar que, nas Consideracdes Finais, iremos retomar mais uma vez esses

objetivos, a fim de discuti-los e confronta-los com os resultados obtidos.

4.3. Retomando e detalhando a Metodologia de Pesquisa

Levando em conta a nossa questéo de investigagao — contribuigdes para 0s processos de

ensino e aprendizagem de Integrais Multiplas — os objetivos tracados, a maneira como os dados
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serdo coletados e posteriormente analisados, essa pesquisa terd uma abordagem qualitativa. O
método qualitativo ndo esta ligado as especificidades numéricas, ou seja, a dados estatisticos,
mas sim a compreensdo de algum fendmeno, a partir de um conjunto de procedimentos
racionais guiados e objetivados por regras estabelecidas.

Para Miles e Huberman (1994), o método qualitativo se caracteriza principalmente pela
“palavra” como dado. A quantificacdo do material coletado de forma empirica ndo ¢ primordial.

Borba (2004) enfatiza que a pesquisa qualitativa prioriza:

[...] procedimentos descritivos a medida em que sua visdo de conhecimento
explicitamente admite a interferéncia subjetiva, o conhecimento como
compreensdo que é sempre contingente, negociada e ndo é verdade rigida. O
que é considerado "verdadeiro", dentro desta concepgao, é sempre dindmico e
passivel de ser mudado (BORBA, 2004, p.2)

Dentro dessa metodologia de pesquisa, temos como caracteristica em destaque “tentar
dar sentido ou interpretar os fendbmenos em termos de significados que as pessoas trazem para
elas” (DENZIN e LINCOLN, 1994, p.2).

Os pesquisadores que se aventuram por esse método, buscam explicar o porqué das
coisas e se valem de diferentes abordagens. O cientista €, a0 mesmo tempo, o sujeito e o objeto
de sua pesquisa e, assim, o desenvolvimento do estudo nem sempre é previsivel. Dessa forma,
uma pesquisa com tais caracteristicas busca sempre “produzir informacg6es aprofundadas e
ilustrativas, seja ela pequena ou grande. O que importa € que ela seja capaz de produzir novas
informagdes” (DESLAURIERS, 1991, p. 58).

Dentro do campo da Educacdo Matematica, esse método cientifico tem predominado
quando nos referimos as pesquisas nessa area. Podemos supor que tal fato se da pelo motivo
desse campo permear as ciéncias sociais que, constantemente, faz uso do método de pesquisa
qualitativa. Outro ponto que deve ser levado em consideragdo é a possibilidade de tal método
poder revelar os processos educacionais de forma mais convincente. Isso possibilita uma analise
profunda, potencializando o poder de investigacdo dentro do cenario escolar.

Quando analisamos as principais caracteristicas do método qualitativo, além de algumas
que ja citamos acima, seria interessante enumera-las para que, de certa forma, possamos
delinear nosso caminho metodoldgico no decorrer dessa pesquisa. Assim, alguns pesquisadores
como Lincon e Guba (1985), Ludke e André (1986), Miles e Huberman (1994) e Bogdan e
Biklen (1994) no campo da Educacéo, apontam algumas caracteristicas que sdo fundamentais.

Abaixo citamos algumas e tragcamos um paralelo com a nossa pesquisa:
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1) O pesquisador pode recorrer as suas experiéncias, aos seus valores e crengas para
coletar os dados, compreendé-los e interpreta-los, sendo assim de certa forma considerado
como um instrumento de pesquisa: Em nosso caso, o pesquisador foi o proprio professor da
turma de Célculo I11. Sua experiéncia como professor de tal disciplina certamente ajuda. Ele
esteve envolvido diretamente com a turma, vivendo e conhecendo os processos educacionais,
coletando informag6es ganhando subsidio para analisé-los e posteriormente compreendé-los

com mais veracidade;

2) Os dados coletados sdo de natureza descritiva, muitas vezes séo coletados sob a forma
de palavras: Para Barbosa (2001, p.82) os dados “contem citagdes literarias, figuras e outros
recursos que ajudam a construir 0 cenario investigativo”. Utilizamos nessa pesquisa, as
anotacdes do diario de campo do professor, as atividades exploratorias e um questionario final

aplicado aos alunos;

3) Nesse tipo de pesquisa, qualitativa, a fonte direta dos dados é o ambiente natural: Nossa
pesquisa foi desenvolvida durante um semestre, mesclando o ambiente de aprendizagem da sala
de aula tradicional com o do laboratorio de informatica, onde foram desenvolvidas as atividades

para coleta de dados;

4) Os pesquisadores qualitativos se interessam mais pelo processo do que a busca por
resultados ou geracgao de produtos: Os processos utilizados nas atividades de pesquisa, sob a
Teoria dos Registros das Representacdes Semidticas, abordados em nosso referencial teérico
nos levaram a tragar um panorama dos processos de ensino e aprendizagem de Integrais

Multiplas com o auxilio do software GeoGebra 3D;

5) Nenhuma hipotese ou teoria é aceita previamente, o método de trabalho é indutivo:
Para Barbosa (2001, p.83) “isso ndo significa que o pesquisador entra em campo descarregado
de seus pressupostos, nem a inexisténcia de um quadro tedrico que sustente a coleta e analise
de dados”. Por meio da andlise dos dados, tentamos compreender como € possivel produzir

conhecimento matematico para a aprendizagem de Integrais Multiplas;

6) O conhecimento da realidade depende da perspectiva de que se observa: O significado

gue as pessoas concedem aos fatos € importante na pesquisa qualitativa. Em nossa pesquisa, 0
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pesquisador trouxe seu olhar de professor de Célculo; com isso, as experiéncias vividas durante

a pesquisa tiveram a perspectiva e o ponto de vista de um professor.

Essas caracteristicas que abordamos ndo se tornaram um caminho rigido seguido ao
longo da pesquisa. Nossa pesquisa se encaixou dentro delas. Os pesquisadores qualitativos séo

livres para trilhar o melhor caminho, com a intencgéo de que seu objetivo tragado seja alcangado.

4.4. Sobre a coleta de dados

Segundo Bogdan e Biklen (1994), os dados sdo, a0 mesmo tempo, as provas e as pistas
que os investigadores possuem como material bruto do mundo que pretendem estudar. Na
pesquisa qualitativa, a maneira como esses dados sao coletados varia de pesquisa para pesquisa,
principalmente no &mbito da educacdo. Os dados nos conectam ao mundo empirico e, quando
sdo recolhidos e sistematizados, possibilitam a pesquisa qualitativa ser relacionada com outras
formas de ciéncias. Assim, a coleta de dados é uma fase de grande importancia em qualquer
pesquisa. Fazer a escolha correta da maneira como os dados serdo coletados é fundamental para
que a questdo de investigacdo levantada seja respondida e também para que 0s objetivos sejam
alcancados.

Nessa pesquisa, coletamos os dados, basicamente, a partir de trés instrumentos:
observacao (diario de campo), aplicacdo de atividades exploratdrias (a partir de sequéncias

didaticas) e questionario final.

4.4.1. A observacéao

A observagao pode ser definida como um método de coletar dados que “consiste em
coletar impressGes do mundo ao redor através de todas as faculdades humanas relevantes”
(ADLER E ADLER, 1994, p.378). Para Barbosa (2001, p.88) ¢ “desnecessario usar o adjetivo
participante para o termo observacdo, ja que esta Ultima ndo existe sem participacdo no contexto
a ser investigado”. A observacao exige que o observador esteja presente no local de estudo, que
ele manifeste, através de interesses, costumes, atos e aces. Dessa forma, vamos adotar somente
o0 termo observacgdo, mas lembrando que, para essa pesquisa, todas as observacdes foram feitas

pelo professor-pesquisador da turma na qual a investigacao foi desenvolvida.
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Quando se opta por utilizar a observacdo como instrumento de coleta de dados, o
pesquisador dever estar ciente da sua tarefa. Ndo é uma acdo totalmente desinteressada, mas
com propdsitos bem delimitados. Deve-se focar no que se quer observar, ficar atento aos
detalhes e sutilezas que podem aparecer no decorrer da observacdo. Portanto, ir a campo para
coletar dados, remete a um preparo prévio e objetivos tracados.

Nessa pesquisa, nosso alvo principal com a observagédo, foi levantar dados sobre
processo de ensino e aprendizagem do Calculo de Varias Variaveis em sala de aula com praticas
tradicionais e também com o auxilio do software GeoGebra 3D no laboratério de informatica.

Para isso, a observacdo do tipo ndo estruturada foi condizente com a situacéo
apresentada e os principios qualitativos que orientam esse estudo. Esse tipo de observacgdo se
caracteriza, segundo Alves-Mazzotti e Gewandsznajder (1998, p.166), pelos “comportamentos
a serem observados no qual ndo sdo predeterminados, eles sdo observados e relatados da forma
como ocorrem, visando descrever e compreender o que estd ocorrendo em uma dada situagdo”.
Dessa forma, nos interessamos por didlogos gerados por duvidas dos alunos e
consequentemente as discussdes realizadas em sala de aula e no laboratoério de informatica. A
participacao e envolvimento dos alunos nas aulas e nas atividades também ganharam destaque
na observacao.

Os registros dessas observacGes se deram por meio de um diario de campo, feito em
folhas A4, onde as anotagdes eram feitas em forma de topicos e, outras vezes, na forma de
relatos mais extensos sobre o que havia acontecido. Posteriormente, a cada aula e observacdes
feitas, todo o material foi digitado em um arquivo no computador, com detalhes e pormenores

relevantes importantes para o estudo.

4.4.2. As Atividades Exploratdrias a partir de Sequéncias Didéaticas

Outro instrumento importante para a coleta de dados nesse estudo foi a aplicacdo das
atividades exploratdrias, ou seja, de atividades a partir de sequéncias didaticas envolvendo os
conteddos de Integrais Mdltiplas. Embora as atividades tenham uma sequéncia e sejam guiadas,
o termo exploratorio remete a possibilidade de conjecturar situacbes matematicas que podem
apresentar processos de ensino e aprendizagem ndo convencionais.

Ja& as sequéncias didaticas, segundo Zaballa (1999), devem se apresentar estruturadas,
organizadas e com uma ordem l6gica a fim de articular conhecimentos para um determinado

contetdo:
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O conjunto ordenado de atividades estruturadas e articuladas para a
consecucdo de um objetivo educacional em relagdo a um contedido concreto.
Esta unidade de analise, como as sequéncias didaticas, esta inserida num
contexto em que se devera identificar, além dos objetos didaticos e do
conteudo objeto da sequéncia, as outras variaveis metodoldgicas: relacdes
interativas, organizagdo social, materiais curriculares, etc (ZABALA, 1999, p.
78).

As sequencias didaticas sdo ferramentas que se mostram de grande importancia para
auxiliar o trabalho do professor. Elas permitem que os conhecimentos que se apresentam em
fase de construcdo sejam muitas vezes consolidados quando abordados por sequéncias
didaticas, pois a disposi¢do organizacional das atividades privilegia uma progressao em fases,
a partir do levantamento do conhecimento do que os alunos ja possuem.

Para isso, o professor deve ter um dominio pedagogico do conteudo agucado e nao
somente um simples dominio do conteldo, que obviamente, também ndo deixa de ser
importante. O conhecimento desses dois aspectos pode levar o professor a perceber que uma
lista de estratégia conecta os alunos a uma melhor compreensdo do conteldo e a construcao do
conhecimento (SHULMAN, 1986).

Diante dessa perspectiva, as atividades dessa pesquisa, caracterizadas como sequéncias
didaticas visam buscar de forma ordenada e organizada articular conceitos dos Célculo de
Vaérias Varidveis, como por exemplo, os gréaficos de fungdes de uma e duas variaveis, para
explorar o contetido de Integrais Multiplas.

Utilizamos o software GeoGebra 3D para facilitar a construcéo e visualizagdo desses
graficos gerados por tais fungdes. Durante o processo de exploracdo desse conteldo através das
sequencias didaticas podemos levar os participantes da pesquisa a fazer conjecturas,
consideracdes, rever conceitos e propriedades. Para Zaballa (1998, p.20), “as sequéncias podem
indicar a funcdo que tem cada uma das atividades na construcdo do conhecimento ou da
aprendizagem de diferentes conteidos e, portanto, avaliar a pertinéncia ou ndo de cada uma
delas, a falta de outras ou a énfase que devemos lhes atribuir”.

As atividades exploratérias elaboradas a partir de sequéncias didaticas seguem nos

apéndices.
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4.4.3. O Questionario Final

Segundo Gil (1999, p.128), o questionario pode ser definido como “a técnica de
investigagdo composta por um nimero mais ou menos elevado de questdes apresentadas por
escrito as pessoas, tendo por objetivo 0o conhecimento de opinides, crengas, sentimentos,
interesses, expectativas, situa¢des vivenciadas, etc.”

Muitas pesquisas no ambito educacional se valem do questionario como um instrumento
de coleta de dados, ja que ele é uma Otima opc¢do para coletar informacdes da realidade. O
questionario possibilita atingir um grande numero de pessoas, permite 0 anonimato dos
participantes, apresenta um custo relativamente baixo, permite que os participantes respondam
no momento mais conveniente, dentre outros aspectos; mas, por outro lado, impede auxiliar o
sujeito quando ele ndo entende corretamente as perguntas ou instrugdes, ndo existindo assim,
uma garantia de que todos os questionarios serdo respondidos satisfatoriamente.

Em nossa pesquisa, aplicamos um questiondrio final, depois da execucéo das atividades
exploratdrias. E importante deixar claro que esse instrumento de coleta de dados nos ajudou a
colher algumas opiniGes de como foram as atividades propostas, quais as contribuicfes e
possiveis dificuldades encontradas e outros aspectos que, para nos, se mostraram relevantes.

O Questionario Final segue nos Apéndices.

4.5. O Contexto da Pesquisa

Essa pesquisa foi realizada no 1° semestre letivo de 2017, em uma turma de Calculo 111
— Calculo Diferencial e Integral 111, que integra a grade curricular do 4° periodo do curso de
Engenharia Elétrica de uma faculdade particular da regido metropolitana de Belo Horizonte —
MG.

Essa disciplina é obrigatdria e foi ministrada pelo professor-pesquisador, com inicio na
12 semana de fevereiro e término na 12 semana de julho de 2017, tendo carga horéria total de
60 horas/aula.

A disciplina de Calculo Ill, nessa institui¢cdo, aborda principalmente os contetdos
relacionados as fungdes de varias variaveis. Diante desse fato, a ementa dessa disciplina se

apresentou com 0s seguintes contetidos programaticos:
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Quadro 7 — Ementa da disciplina Célculo 11

Unidades de Ensino Conteudo das Unidades

Revisdo de Superficies Cilindricas e Quadricas;
Integrais Duplas sobre retangulos;
. ) Integrais lteradas;

Unidade 1 Integrais Duplas sobre Regides Génericas;
Integrais Duplas Integrais Duplas em Coordenadas Polares;
Aplicacdo de Integrais Duplas (area, volumes,
massa, quantidade de carga elétrica, centro de massa
e outros).

Integrais Triplas Iteradas;
Integrais Triplas Sobre Superficies Genéricas;
Unidade 2: Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas;
Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas;
Aplicacdo de Integrais Triplas (volume, massa,
centro de massa, momento de inércia, quantidade de
carga elétrica).
Integrais de Linha de Funcao Escalar;
Unidade 3: Integrais de Linha de Fungéo Vetorial,
Integrais Independentes do Caminho;
Teorema de Green;
Teorema da Divergéncia.;
. ) Superficies Parametrizadas

Unidade 4: Calculo de Areas de Superficies;
Integrais de Superficies Areas de Superficies de Revolugio;
Teorema de Stokes.
Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Integrais Triplas

Calculo Vetorial

A bibliografia basica adotada para a disciplina foi:

- STEWART, J. Célculo, Volume 2. 5% Ed. Séo Paulo: Thomson Learning, 2014;

- FLEMMING, D.; GONCALVES, M. B. Calculo B. 82 Ed. Sdo Paulo: Makron Books, 1992.

As aulas da disciplina foram ministradas da seguinte maneira:

- 50 horas/aula em sala de aula, distribuidas em aulas expositivas e resolucéo de exercicios;

- 10 horas/aula no laboratorio de informatica, nas quais as 3 (trés) atividades exploratorias

foram desenvolvidas.
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A turma era constituida por 29 (vinte e nove) alunos regularmente matriculados. Desse
total, 2 alunos estavam repetindo a disciplina pela 1% vez e 1 aluno repetia pela 3% vez.
Apresentamos aos alunos a proposta de trabalho, explicando que uma pesquisa seria feita no
decorrer do semestre e 0s convidamos a participar, sendo que todos aceitaram o convite.

As 3 atividades explorat6rias foram desenvolvidas em 4 aulas, todas no laboratério de
informatica. Tais atividades foram aplicadas logo apés a exposi¢do dos contetdos em sala de
aula, por meio de aulas expositivas e resolucédo de exercicios. A 12 atividade foi aplicada em 1
aula, a 22 atividade foi aplicada em 2 aulas e 3? atividade foi aplicada em 1 aula.

E importante deixar claro que as aulas possuiram a duracio de 2:30 h, sendo divididas
em dois tempos de 1:15 h, existindo um intervalo de meia hora entre eles. Assim, o tempo total
de aplicacdo das atividades foi de 10 horas.

As atividades exploratorias foram dividas da seguinte forma, com 0s seguintes

conteldos, datas e nimero de participantes indicados no quadro, a seguir:

Quadro 8 — Cronograma das Atividades Exploratérias

Atividades Data Conteudo Participantes
Atividade 1: Construindo & o
Explorando as “Quadricas” no | 14/Marco Quadricas 29
GeoGebra 3D
&CAtlwdgd((ejZ:IExplor_ango | 18/Abril e _
onstruindo Integrais Duplas Integrais Duplas 25e 23

através de regides de integracao 09/Maio
construidas no GeoGebra 3D
Atividade 3: Explorando &
Construindo Integrais Triplas 23/Maio | Integrais Triplas 23
através de regides de integracéo
construidas no GeoGebra 3D
Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Utilizamos o Laboratério de Informéatica da Faculdade. Esse laborat6rio possui 35
computadores, todos em perfeito estado. Esse nimero de computadores permitiu que as
atividades fossem realizadas com um aluno por computador, favorecendo a condugdo das
atividades.

O software que utilizamos foi 0 GeoGebra 3D. Nos capitulos anteriores, j& discutimos
as potencialidades apresentadas por ele e também sua utilizacdo no ensino de Calculo; mas,

nossa escolha se deu pelo fato dele apresentar alguns aspectos importantes, como ser um
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software livre, leve, de facil instalagdo e manuseio. A ndo necessidade de conhecimento de uma
linguagem computacional mais apurada para sua utilizacdo também foi um ponto crucial para
descartamos outros softwares e escolhermos 0 GeoGebra 3D. A linguagem de entrada algébrica
é simples e intuitiva, 0 que possibilita que usuarios que nunca tiveram contato com ele, possam
usa-los com facilidade depois de uma breve explica¢do do professor.

Outro ponto que influenciou na escolha do software esta ligado a sua capacidade de
visualizacdo grafica, tanto em duas ou trés dimensdes. O GeoGebra 3D possui janelas de
visualizacdo algébricas e graficas (2D e 3D), o que favorece as atividades matematicas que
necessitam transitar nesses ambitos, além de possuir ferramentas que sdo interessantes para
serem usadas e exploradas em atividades ligadas aos contetdos que aqui investigados.

Por fim, podemos usar como argumento o que Oliveira (2016, p.74) aponta sobre 0 uso
do GeoGebra, ao salientar que ele “oferece a potencialidade de fomento de atividades
matematicas por meio de experimentos de ensino, exploracdes interativas e aprendizagem pela
descoberta”.

A aplicacdo do questionario final, ap6s todas as atividades exploratorias serem
aplicadas, aconteceu em sala de aula, no dia 30 de maio de 2017. Nesse dia, havia 25 alunos e
23 se interessaram em responder ao questionario.

Com base nos instrumentos de coleta de dados, na observacdo em sala de aula, nas
anotagdes em um diério de campo, na aplicacdo das trés atividades exploratérias com uso do
Geogebra 3D e no questionario final, daremos inicio, no proximo capitulo, a descricédo e analise

do material coletado.
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Capitulo 5

DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Por mais rigorosos e sisteméaticos que os métodos da analise formal ou
discursiva possam ser, eles ndo podem abolir a necessidade de uma construcao
criativa do significado, isto €, de uma explicacdo interpretativa do que esta
representado ou do que € dito.

Thompson (1995)

Neste capitulo, apresentaremos os dados obtidos por meio de nossa pesquisa de campo.
Posteriormente, analisaremos esses dados, embasada no referencial tedrico que definimos. No
decorrer desse trabalho, delineamos uma estratégia de pesquisa que possibilitasse responder a
nossa questdo de investigacdo. Para isso construimos, ao longo do estudo, como forma de
alicerce, consideragfes e discussdes em torno de algumas perspectivas: Tecnologias da
Informac&o e Comunicagdo na Educagdo Matemaética — TICEM, o Ensino e a aprendizagem de
Célculo de Varias Variaveis e a Teoria dos Registros das Representacdes Semidticas. Desta
forma, elaboramos atividades exploratorias, através de sequéncias didaticas, que nos guiasse
por caminhos, 0s quais nos levassem a tais repostas.

Na continuacéo, realizaremos a descri¢do / anélise das trés atividades exploratorias. Para
isso, iremos nos remeter as anotagdes realizadas no diario de campo, as observacoes em sala de
aula e, também, ao nosso referencial bibliografico. Assim, buscaremos encontrar conexoes,
similaridades com as teorias abordadas e os dados obtidos nas resolucbes das atividades
aplicadas aos participantes da pesquisa.

Por altimo, elaboraremos categorias / eixos de analise amparado pela teoria dos registros
de representacdo semidtica, de acordo com a metodologia e observagdes feitas através das

atividades aplicadas e analisadas.

5.1. Os participantes da Pesquisa

A pesquisa foi realizada em uma turma de Célculo 111 (Calculo de Vérias Variaveis), do

curso de Engenharia Elétrica, da Faculdade "Pitdgoras Betim". A turma era constituida por 29
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alunos matriculados. Por questfes éticas de pesquisa, 0s alunos foram numerados de 1 a 29 e,
durante a pesquisa, referimo-nos a eles como aluno 1, aluno 2 e assim por diante. Como ja
citamos no capitulo anterior, trés deles eram alunos que estavam repetindo a disciplina e, um
deles, pela 3% vez. Os demais cursaram a disciplina de Célculo Il no semestre anterior e,
consequentemente, nesse semestre ingressaram em Calculo II1.

Todos os trés alunos que faziam a disciplina novamente haviam sido reprovados nos
semestres anteriores com o mesmo professor / pesquisador. Este fato pode ser considerado
relevante, pois muitos alunos, quando reprovados, optam por refazer a disciplina virtualmente
(on line), numa modalidade de ensino ofertada pela faculdade, na qual o estudo foi
desenvolvido. Ao dialogar com estes alunos, no decorrer do semestre, foi possivel identificar

0 motivo pelo qual optaram pela modalidade presencial:

Acho melhor fazer presencial, posso vir aqui e assistir as aulas, tirar davidas...
ja fiz essa matéria uma vez e vi que é muito dificil, tive muita dificuldade, por
isso fui reprovado. E muito gréfico, tem que desenhar demais, em trés
dimensdes e em duas também, tem que desenhar e interpretar, ja ndo sou bom
nisso, imagina online. (Aluno reprovado 1, diario de campo, mar¢o de 2017)

A opinido expressa, anteriormente, por este aluno, vai ao encontro das opinides dos
outros dois alunos, também reprovados. Todos tinham o mesmo discurso em relacdo a
disciplina: dificuldade no contetdo, excesso de graficos, dificuldade de interpretacdo. O que
chama a atencdo é que essas falas dos alunos sdo coerentes com as nossas discussdes, realizadas
em capitulos anteriores, acerca das disciplinas que envolvem fungdes de varias variaveis.

Durante as aulas iniciais, percebemos que muitos alunos, que cursavam Calculo 111 pela
12 vez, apresentavam dificuldades relacionadas aos conceitos abordados. No primeiro topico do
contetdo, observamos as dificuldades apresentadas por grande parte da turma, principalmente
para entender os desenhos e as curvas relacionadas as Superficies Quadricas. Suas dificuldades
residem, particularmente, em relacionar as representacGes algébricas das funcbes e suas
representacOes graficas. Alguns depoimentos dos alunos se mostraram relevantes, para que

pudéssemos delinear caracteristicas dos participantes da pesquisa.

Desenhar essas superficies é muito complicado, dificil de enxergar o que é
cada tracinho desse. Eu olho para essa equacdo e nem sei por onde comecar.
Nossa, tem muito desenho.... Desenhar retas e parabolas é facil, no Céalculo 2
era s6 isso, agora no espaco (R®), a gente nunca viu isso. (Aluno 1, diario de
campo, marco de 2017)
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Como vou desenhar essas coisas? Para que isso professor? Esta muito dificil.
Tem certeza que vamos precisar disso mesmo? Vamos ter que desenhar
durante todo semestre? Sou ruim demais para desenhar. (Aluno 2, diario de
campo, margo de 2017)

Diante destes relatos, das indagacGes e de outras conversas ocorridas em sala de aula,
observamos que a turma, na qual a pesquisa foi desenvolvida, apresentava dificuldades basicas
com relagdo ao esboco de curvas e superficies. Foi observado, durante algumas explica¢fes em
aulas expositivas, que as davidas que surgiam levavam a crer que o contetdo sobre graficos de
funcBes simples (retas e parabolas) ndo estavam totalmente compreendidos por eles. O Aluno
1 comenta que no Calculo 2 trabalhava apenas com reta e parabola (fun¢Ges polinomiais do
primeiro e do segundo grau), ndo mencionando outras func@es (exponencial e trigonométrica,
por exemplo) e seus respectivos graficos. Desta forma, podemos constatar a percepcdo de
alguns alunos relativas a esse contetdo.

E claro que n&o era um problema generalizado, havia alguns alunos que se saiam bem
em varios quesitos e apresentavam desenvoltura para desenhar tais superficies em R®. Podemos
verificar tal fato, observando os alunos durante as explicagdes e resolucao de exercicios em sala

de aula. A passagem retirada do diario de campo reflete essa posi¢éo:

Na aula de hoje pude perceber que alguns alunos conseguiram desenvolver
esbocos de algumas superficies com facilidade. Um grupo de alunos me
mostrou seus desenhos feitos no caderno, eram repostas de exercicios de
fixacdo e listas de atividades. Estavam bem desenhados, porem notei alguns
erros, 0s quais discutimos e prontamente foram entendidos e corrigidos por
eles. (Diario de campo, margo de 2017)

Desta forma, a pesquisa se desenvolveu, tanto com alunos que apresentavam algumas
dificuldades quanto com alunos que tinham uma boa compreensdo dos conteudos, ficando
evidente que a turma ndo era homogénea. Fato que foi possivel comprovar durante o desenrolar
do semestre, atraves de muitas observacOes feitas em sala de aula e durante a execugdo das
atividades exploratérias.

Na proxima secdo, descreveremos as atividades exploratorias detalhadamente, tecendo

comentarios a luz de nosso referencial teorico.
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5.2. Descrevendo as atividades exploratorias

Durante esta pesquisa, realizamos uma vasta revisdo da literatura relativa ao nosso
objeto de estudo, disponibilizada em livros, artigos, dissertacfes e teses. As atividades
exploratdrias, baseadas em sequéncias didaticas, foram elaboradas com base neste estudo
prévio, organizado a partir do referencial tedrico desta pesquisa. Esse embasamento teorico
proporcionou a elaboracdo de atividades relacionadas aos processos de ensino e de
aprendizagem do Calculo de Vérias Variaveis. O uso das TICEM foi outro aporte usado na
elaboracdo das atividades, j& que acreditamos que elas podem alavancar a producdo de
conhecimento, principalmente quando centramos nosso interesse nas distintas representacoes
dos conceitos abordados.

As atividades exploratorias foram elaboradas para serem executadas por alunos de
Calculo 111, abordando os contetdos de Superficies Quadricas, Integrais Duplas e Integrais
triplas. Todas elas foram pensadas para serem desenvolvidas em um ambiente de laboratoério de
informatica. As atividades exploratdrias ocorreram sempre apds o conteudo ser abordado em
sala de aula, com exposicao da teoria e com atividades sem o uso do computador. No laboratério
de informatica, as atividades exploratorias proporcionaram aos alunos relacionar os momentos
de aprendizagem do conteudo do Calculo de Varias Variaveis da sala de aula tradicional aqueles
possibilitados por um software dindmico (GeoGebra 3D), permitindo a construcdo de
conhecimentos relativos aos contetidos estudados. A descricdo destas atividades e a discusséo

de suas potencialidades serdo realizadas na continuacao.

5.2.1. Atividade Exploratoria 1

A primeira atividade, Construindo & Explorando as “Quadricas” no GeoGebra 3D, tinha
como objetivos propiciar aos alunos a construcdo dessas superficies de maneira dindmica,
explorar e inferir sobre as interseces dos planos perpendiculares a elas.

Considerando que o conhecimento das Superficies Quadricas constitui-se em um pré-
requisito importante para quem vai estudar assuntos relativos a integracdo multipla (Integrais
Duplas e Triplas), pois na maioria das vezes a regido de integragdo dessas integrais sdo
constituidas dessas superficies, entendemos que um ponto crucial para nossa pesquisa consiste

em elaborar atividades que possibilitem trabalhar e explorar esse conteldo, de maneira
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concreta, estabelecendo uma relagéo entre as formas algébricas e suas representacdes gréaficas.

No que se refere ao ensino de Integrais Multiplas (IM), Henriques (2010) frisa que:

A passagem para o ensino de IM é acompanhada com analogias e com
mudancas ou rupturas em relacdo ao lugar ocupado para as funcdes e suas
representacbes graficas. Nessa passagem, uma funcdo ndo serd mais
examinada de forma isolada. Na maioria dos casos de resolugédo de problemas,
uma funcdo interagirda com outras funcBes para formar um dominio de
integracdo, que é um sdlido resultante de uma Representacdo Grafica (RG) a
partir de uma Representacdo Analitica (RA) no espaco (HENRIQUES, 2010,
p. 1-2).

Retomando, especificamente, as Quéadricas, Stewart (2004, p. 822) as define como um

“conjunto de pontos que obedecem a uma equacdao do segundo grau nas variaveis X,y € Z.

Possuindo como forma geral a equacéo:

AX? +By? +Cz° + DXy + Eyz + Fxz +Gx+Hy+1z+ j=0

Onde A, B,C,...,Jsdo constantes. Os coeficientes [A,B,(...),F]néo podem ser todos

nulos, pois se todos forem nulos, a equagédo ndo serad do segundo grau. Podendo ser um plano,
ou até um ponto no espaco.

Segundo Stewart (2004), por rotacdo e translacédo, a equacdo acima pode ser posta nas
seguintes formas padrdes, as quais adotamos em sala de aula e consequentemente na atividade

exploratoria:
AX*+By*+Cz°+j=0 ou A +By*+I1z=0

Abordamos nessa atividade exploratoria algumas superficies Quéadricas, (paraboloide,
elipsoide, hiperboloide, cone e esfera). A ideia principal com essas atividades além de construir
as Superficies Quadricas, é construir planos paralelos aos planos coordenados enfatizando a sua
visualizagdo e mostrando algebricamente a intersecdo entre eles e as superficies.

As sequéncias didaticas se iniciam propondo que uma Superficie Quadrica seja plotada
diretamente no GeoGebra e, em seguida, que sejam criados planos paralelos aos planos

coordenados. Vale ressaltar que todos os blocos de sequéncias didaticas contidos na Atividade
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Exploratoria 1 se iniciam dessa maneira, assim ndo descreveremos a criacdo das Quadricas uma

a uma.
Prosseguindo, quando criamos tais planos paralelos (x=K , y=L, Zz=M, onde
K,L e M sdo constantes), exploramos comandos do GeoGebra como “Controles deslizantes”

¢ “Girar janela de visualizagdo 3D”, os quais permitem mover as superficies e os planos
livremente, possibilitando explorar uma faceta impossivel de ser visualizada quando lidamos
com desenhos usando somente papel e lapis, uma vez que estamos trabalhando numa dimensao
2D (papel). Entretanto, com o auxilio do GeoGebra e a sequéncia didatica proposta, podemos
plotar a superficie na janela 3D e mover os planos criados em varias direcdes, verificando
visualmente (janela de visualizacdo 3D) e algebricamente (janela de algebra) a intersecao entre
eles e as superficies. Na figura 4, apresentamos a construcdo de um paraboloide realizada por

meio da sequéncia didatica proposta e executada pelos participantes da pesquisa.

Figura 4 — Construcdo de um Paraboloide e planos

paralelos aos planos coordenados
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Fonte: Dados do pesquisador (2017)

No que se refere a Teoria em que estamos nos embasando, a formacao da representacéo
semidtica (representacdo grafica) para cada superficie € proporcionada pelos recursos do
GeoGebra. No decorrer das atividades, podemos evidenciar as operac@es de tratamento, pois
estamos diante de uma atividade cognitiva mediada por um software que transforma

internamente um registro, ou seja, existe uma transformacéo de representagdo semidtica em
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outra, porém dentro do mesmo registro grafico. A ferramenta “Interse¢do Entre Duas
Superficies”, explorada pelos alunos na atividade proposta possibilita destacar o nosso objeto
de estudo, acenando para a possibilidade de uma maior compreensdo do que acontece com as
intersecOes entre os planos criados e as superficies. Além disso, verifica-se que existe uma
agilidade em executar as operagoes de tratamento, ja que as posi¢bes dos planos sao dinamicas
e, de acordo com a movimentacdo dos controles deslizantes, observamos as mudancgas de
posicao das intersecdes. A fala do aluno 5, registrada no diario de campo, questionado se havia

compreendido a construcao, expressa tal possibilidade:

Professor, esses planos fazem com que possamos ver essas interse¢cdes mais
facil. Da para mover e ver 0 que é cada linha dessas (intersecdes). Essa
construgdo no computador ajuda muito, se fosse para desenhar no caderno eu
nao ia conseguir nunca ver isso (Aluno 5, diario de campo, margo de 2017).

No quadro 9, apresentaremos as construcdes das Superficies Quéadricas e suas diversas
intersecGes com os planos, colocando em evidéncia as potencialidades do software e a
possibilidade de criar um ambiente favoravel as operacfes de tratamento. Tais construcdes

foram exploradas nos blocos de sequéncia didatica durante a Atividade Exploratoria 1.



Quadro 9 — Operacéo de tratamento evidenciada pelo GeoGebra

-

Interse¢ao entre um paraboloide e planos perpendiculares aos planos coordenados
- N

Interse¢ao entre um Elipsoide e planos perpendiculares aos planos coordenados

Intersegdo entre uma Esfera e planos perpendiculares aos planos coordenados

4

ol

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

94
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A busca pela compreensdo do que representam as intersecfes entre as Superficies
Quédricas e os planos também foi uma faceta explorada do ponto de vista geométrico e
algébrico nesse primeiro conjunto de atividades, atraves da nossa sequéncia didatica. No quadro
9, podemos visualizar cada uma dessas intersecOes, as quais foram muito bem explicitadas
usando as ferramentas do GeoGebra, e evidenciadas nas operacdes de tratamento nos registros
graficos possibilitadas por ele. Mas coube aos alunos demostrar, algebricamente, o que

representa cada intersecdo com os planosx=K,y=L,Z =M e as superficies. Vale ressaltar

que o0 GeoGebra apresenta estas intersecdes de forma algébrica na janela de algebra, mas com
a equacao parametrizada, e este tipo de representacéo algébrica ndo atende aos nossos objetivos.

Apesar de a sequéncia didatica ja direcionar os alunos para isso e do GeoGebra ajudar
a explicitar essas intersecGes geometricamente, muitos alunos (cerca de 55%) apresentaram
dificuldades em demostrar quais as equacdes algébricas estavam relacionadas as curvas que
representam as intersecdes. Verificamos que alguns alunos (cerca de 30%) reconheciam as
intersecBes graficamente com o auxilio do GeoGebra, mas ndo conseguiam determinar as
equacdes que as representavam. E claramente notavel que estavam trabalhando com o mesmo
objeto matematico, mas nao o reconheciam por meio de representacfes diferentes. Podemos

verificar este fato através da seguinte anotacdo do diario de campo:

Passando pelos computadores, pude perceber que muitos alunos apresentavam
enormes dificuldades em justificar de forma algébrica o que era,
geometricamente, cada intersecdo (item 5 das sequéncias didaticas). Percebi
que sabiam o que representavam as intersecBes, respondendo que eram
parébolas, elipses, hipérboles. Mas na hora de manipular as equagdes estavam
se perdendo. Fiz algumas perguntas para tentar direciona-los, mas as davidas
ainda permaneciam. (Diario de campo, margo de 2017)

Para encontrarmos essas equacdes, bastava resolver o sistema entre a equacdo da
superficie com a qual estamos trabalhando e a equacdo do plano paralelo a um dos planos

coordenados escolhidos. Como no exemplo abaixo, entre o paraboloide e os planos paralelos

ao plano Xy :
2 2
LA A
4 9
x=k
Substituindo a segunda equacéo na primeira, temos:
k2 2
==L

4 9
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Como k é uma constante, a equacdo é do segundo grau. Logo, podemos notar
algebricamente que a intersecdo de cada plano paralelo ao plano xy € uma parabola. Como pode
ser apreciado na figura 5.

Figura 5 — Intersecdo entre um Paraboloide e o plano paralelo ao plano yz

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Mais uma vez, estamos diante da operacdo de tratamento, mas agora no &mbito de um
registro algébrico. A dificuldade apresentada pelos alunos se refere a namis equacdes de
maneira a encontrar as intersecdes algébricas relativas a cada uma que esta explicitada no
registro grafico realizado no GeoGebra. Podemos observar nas atividades que muitos alunos
(cerca de 40%) manipulavam as equacOes de maneira correta, mas ndo reconheciam as
intersecOes (parabola, elipse, hipérboles, entre outras), mesmo quando elas eram visualizadas
na tela do computador, ou seja, ndo conseguiam conectar a equagao encontrada, com a sua
representacdo grafica. Nesse sentido, podemos observar que alguns alunos (cerca de 25%) nédo
conseguiram reconhecer o objeto matematico que estavam trabalhando, quando manipulado em
diferentes registros (grafico e algébrico). Isso nos leva a pensar que a atividade cognitiva de
conversao, segundo a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, ainda é falha para

alguns deles. O quadro 10, aponta o desenvolvimento de uma atividade sobre uma superficie

conica (cuja equacdo é X’ + y2 = 22) de um dos alunos participantes da pesquisa. Esse exemplo

ilustra bem o que estamos discutindo.
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Quadro 10 — Comparativo de respostas dadas as atividades exploratorias

Respostas apresentadas a partir das observacdes da representacdo grafica e do uso de

ferramentas do GeoGebra.

) Ulse ter: A indersecio ontr'e duas xuporficie resporda

el 1t Gh (S€ necos i cligue e » bhotdo direito vhre o objeto de

Reposta apresentada a partir de registros algébricos sem uso do GeoGebra.

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Existem alguns equivocos que merecem serem ressaltados nas respostas apresentadas
no quadro 10, e que também apareceram em respostas de outras sequéncias didaticas dentro
dessa Atividade Exploratoria 1. A primeira diz respeito as respostas atribuidas para as
intersecdes entre o cone e 0s planos paralelos aos planos coordenados. A resposta da letra e,
ressaltada em vermelho, ndo é uma elipse, mas sim uma circunferéncia. Vale frisar que para
determinar a resposta, bastava observar a interse¢cdo no registro algébrico do GeoGebra.
Podemos verificar que na resposta apresentada a partir da representacdo algébrica sem uso do
GeoGebra, também ressaltada em vermelho, o aluno manipulou as equagfes corretamente e
encontrou uma equacado de uma circunferéncia, entretanto, por algum motivo, continuou
afirmando que € a equagdo de uma elipse. O segundo aspecto que ressaltamos se refere as

intersecdes com os planosx=0 e y=0que representam retas e ndo uma Unica reta como
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sugere a resposta do aluno. Na justificativa algébrica, o aluno a faz corretamente, mas escreve
gue a equacdo representa apenas uma reta, e nao duas retas. Do ponto de vista cognitivo
percebemos que as transicdes entre os variados registros semioticos (grafico, algebrico e lingua
natural) se apresentam de forma falha em algumas atividades. Mas o aluno consegue fazer, em
parte, a conversdo na atividade analisada.

Resumindo o conjunto de sequéncias didaticas presente na Atividade Exploratoria 1,
pensamos no seguinte esquema apresentado no quadro 11, que ilustra as etapas de cada
sequéncia didatica para cada Superficie Quadrica explorada. Apresentamos também em cada
etapa os recursos utilizados e as atividades cognitivas esperadas.

Quadro 11 — Etapas das sequéncias didaticas aplicadas aos participantes

Equagdo da super ficie Quadrica I

Registro grafico superficies Quadrica I
» Uso do GeoGebra

Construcdo dos Planos Paralelos |
*» Uso do GeoGebra

Manipulagdo dos Planos e Visudizaq&o das Interse¢bes
e Uso do GeoGebra e Operacdo de Tratamento

Representacgdo algébrica de cada intersegido
* Operacdo de Conversdo e Operacdo de Tratamento

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

5.2.2. Atividade Exploratoria 2

A segunda atividade, “Explorando & Construindo Integrais Duplas através de Regides
de Integracao Construidas no GeoGebra”, possui como objetivo explorar a construgdo de
regides de integracéo simples em R, enfatizando a construcéo de integrais duplas para calculo

de areas e volumes.
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Segundo Stewart (2004) quando estamos trabalhando com integrais simples, a regido de
integracao é sempre um intervalo. Ja no ambito das Integrais Duplas, é necessario integrarmos

uma funcdo f sobre uma regido D de formal mais geral, como na figura 6:

Figura 6 — Regides de Integracao

0 X 0 X

Fonte: Stewart (2004)

Seja uma regido D limitada. Ser limitada significa que D esta contida em uma regido

retangular como na figura 6. Seja também uma funcéo F definida como:

(0 Y) :{ f(x,y) se (x,y) estaem D n

0 se (x,y) estd em R mas ndo esta em D

Dessa forma, segundo Stewart (2004), se F for uma funcao integravel em R , podemos

definir Integral Dupla de f em D por:

j j f(x,y)dA= j j F(x, y)dA onde F ¢ dada pela definicgo (1)
D R

Podemos observar que mesmo que F(x, y) assume valores iguais a 0 quando (x,y) néo

pertence ao conjunto D, o valor da integral ndo se altera. O que importa € que o retangulo R,
deve conter D.

Para Stewart (2004) se f (x,y) >0 a integral

j j f (x, y)dA
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pode ser interpretada como o volume do sélido (figura 7) contido entre a regido D e a superficie
z = f(x,y).Outra interpretagdo pode ser a area da regido D, sendo a integral dupla construida

com a funcéo f (x,y) =1.

Figura 7 — Superficie e Regido de Integracédo

Fonte: Stewart (2004)
Para que possamos escrever essas Integrais Duplas que representam o volume de solidos
em R® ou areas entre curvas, precisamos determinar os limites de integragdo e a funcéo de
integracdo. Para isso, devemos observar qual a regido estamos integrando. De acordo com

Stewart (2004) temos duas possibilidades de regides de integracéo:

1 - Uma regido do tipo I: se esta contida entre o grafico de fungdes continuas de Xx.
D={(xy)la<x<b,g,(x) <y<g,(x)

Onde g;(X) € 9,(X) séo continuas em um intervalo[a,b].
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Figura 8 — Regido de Integragéo do tipo |

VA
' y=g,()
D

I |

l |

| y=a) |

l L
0 a h X

Fonte: Stewart (2004)

Assim podemos usar a integral iterada seguinte para calcular o volume de um soélido

contido acima de uma regido D do tipo | e abaixo de uma superficie z = f (x, y):
b 2(x)
[[feayyda=| L,gl(x, f (x,y) dy dx
D

2 —Uma regido do tipo I1: se esta contida entre o gréafico de funcbes continuas de y.
D={(x.y)le<y<d,h(y)<x<h, ()]

onde N, (Y) € h,(Y) sdo continuas em um intervalo[c,d].
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Figura 9 — Regido de Integracdo do Tipo Il

VA

d—————

x=hy(y) x=hyy)

D

B A

Fonte: Stewart (2004)

Para esse tipo de regido D, tipo Il, usamos a seguinte integral iterada:

[ fexy)da=[’ thl((yi) £(x, y) dxdy

R

Para construir uma Integral Dupla, é necessario sempre ter a regido D em R?, sobre a
qual vamos integrar. Esta regido € limitada por funcdes que nem sempre apresentam uma
representacdo simples no plano. Desta forma, o uso de softwares que permitem o esbogo dessas
regides se mostra como uma boa opc¢do, dando énfase a visualizacdo e possibilitando uma
melhor interpretacdo no momento de construcao das Integrais Duplas, podendo diferenciar com
maior clareza regides do tipo | ou do tipo Il. Henriques (2004, p.15) assegura que diante de
recursos computacionais, “0 aluno pode visualizar e analisar, em tempo real, os conceitos
inerentes a uma familia de superficies e dos objetos que ela pode construir, ampliando assim o
leque de relagdes entre 0s objetos envolvidos na situacdo em estudo”.

Como ja dissemos, as atividades desenvolvidas voltadas para o contetido de Integrais
Duplas apresentaram caracteristicas relacionadas entre as suas regifes de integracdo
(representacdo grafica) e a expressdo relativa as integrais (representacdo algébrica). Para isso,
elaboramos sequéncias didaticas que permitem ao aluno construir integrais duplas a partir da
representacdo da regido de integracdo no GeoGebra e também fazer o caminho inverso:

construir a regido de integracdo dada uma integral dupla.
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Na primeira sequéncia didatica apresentada “Construindo Integrais Duplas sobre regides
no plano”, nesta Atividade Exploratoria 2, pedimos, incialmente, para serem plotados no
GeoGebra os graficos das fungdes x = y? e x = 4, formando uma regido de integragdo no
plano. Além do comando de entrada das fungbes na representacdo algébrica e de sua
representacdo grafica, foi explorado o comando “Intersec¢do entre dois objetos”, que permitem
determinar os pontos de intersecdo entre as fungdes, necessarios para representar
algebricamente as Integrais Duplas.

No ambito da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, as tarefas iniciais, feitas
com o GeoGebra, que consistem em plotar os graficos das funcdes, determinar a regido de
integracao, encontrar as intersecoes entre funcdes, evidenciam atividades ligadas a operacéao de
tratamento. Podemos observar que o registro grafico foi conservado na execucao dessas tarefas
e, contudo, houve um ganho de tempo e agilidade para realiz&-las. O software permite isso com
bastante facilidade. Para a comparacao, entre o que foi feito com o auxilio do GeoGebra e 0
que pode ser feito com papel e lapis, foi pedido aos alunos para justificarem, algebricamente, a
resposta encontrada nas intersecoes entre as curvas. Desta forma, bastava igualar as equacoes
numa mesma variavel e resolver a equacdo do segundo grau resultante. A atividade de
tratamento novamente foi explorada, mas através do registro algébrico. O depoimento do aluno

participante da pesquisa expressa bem tal comparacéo:

Fazer as interse¢des no grafico é muito mais facil, é s6 marcar os pontos. A
gente ja estd vendo as intersecOes. Ter que encontra-las fazendo contas, nesse
caso ndo é tdo complicado, mas pode envolver equacdes mais dificeis de fazer
a médo. (Aluno 7, diario de campo, abril de 2017).

O quadro 12 expressa a regido de integracdo e os pontos de intersecéo entre as fungdes
obtidos com o auxilio do GeoGebra. No mesmo quadro, estdo algumas justificativas algébricas

apresentadas pelos participantes da pesquisa para essa atividade:
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Quadro 12 — Regido de integracéo e determinagéo das intersecdes entre as fungdes

Regido de integracdo e pontos de intersecao

Algumas justificativas algébricas para as intersecoes
Justificativa 1 — Aluno 3 Justificativa 2 — Aluno 7 Justificativa 3 — Aluno 9

Fonte: Dados do Pesquisador (2017)

Escolhemos as trés justificativas que resumem bem as respostas dos participantes. E
importante esclarecer que grande parte dos alunos (aproximadamente 68%) justificou as
intersecdes algebricamente de maneira correta como pode ser apreciado na justificativa namero
1 do aluno 3, interpretada como uma mobilizacdo de representagdes de registros, do grafico
para o algébrico, de forma coerente, ou seja, como uma operacdo de conversdo. O objeto
matematico nesta passagem da atividade pode ser evidenciado pela ferramenta do GeoGebra
“intersegdo entre as fungdes”, sendo identificado tanto na forma gréfica como algébrica. A
justificativa 2 é bastante peculiar, pois o aluno 7 reproduziu o grafico corretamente (papel e
lapis) e definiu de forma algébrica as ordenadas das intersecdes, mas determinou as abcissas

como zero. Assim indicou erroneamente 0S pontos A(0,2) e (0,—2) como respostas. A

justificativa 3 (aluno 9) apresenta o desenvolvimento correto, mas indicou como resposta
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apenas o ponto (4, —2). E relevante apontar que alguns alunos (cerca de 15%) indicaram apenas
um ponto de intersecdo também.
Retomando a sequéncia didatica, a determinacdo de qual tipo de regido e,

3

consequentemente, de qual Integral Dupla usar, foi o grande “x da questdo”. Durante a

aplicacdo da atividade, gerou-se na turma uma boa discusséo sobre qual o tipo de regido era a
que estavamos trabalhando, ja que esta regido admite ser tanto do tipo I como do tipo Il. O
interessante é que a sequéncia didatica preparada propicia ao aluno o passo a passo para
solucionar este impasse. Primeiramente, ele é levado a observar a regido como sendo de tipo |

(dydx) e, consequentemente, a relacionar quais curvas limitam a regido inferiormente e

superiormente. Os relatos abaixo do aluno 5 e do diario de campo expdem esse momento da

pesquisa:

Achei que a regido era do tipo dxdy, mas observando direitinho vi que pode
ser feita de outro jeito, integrando em y primeiro. Essas perguntas em ordem
ajudaram bastante (Aluno 5, diario de campo, abril de 2017).

Ao observar os alunos executarem a Atividade Exploratéria sobre Integrais
Duplas, logo na primeira sequéncia didatica percebi que muitos estavam
perdidos e me chamavam o tempo todo para poder conferir seus desenhos no
GeoGebra. Atendi 0 maximo que consegui e pedi para eles dessem
continuidade na tarefa. Lendo a sequéncia e pedindo para que continuassem a
fazer de forma independente, sem minha ajuda. Pude ainda perceber que as
duvidas diminuiram. Observei ao passar por alguns alunos gque muitos
apresentavam dificuldade de justificar os itens algebricamente, mesmo tendo
as equacdes na janela de algébrica do GeoGebra (Diario de campo, abril de
2017).

No quadro 13, apresentamos a sequéncia didatica para essa etapa e algumas respostas
dadas por alguns participantes.



Quadro 13 — Respostas da Sequéncia Didética para Integrais Duplas (Tipo I)
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Resposta 1 — Aluno 5

Resposta 2 — Aluno 10

3.1, Otozrvands aregit R, qulcaeva himil essa-regsio suenommen’?

3.1 Ohservendo n regido R, qual curva it e5sa tegido supermnente’
y.l:)( 1) y- * \‘;

: 04 [ ?:ﬁ;

32 E quil camya hmmmgaokmfmmmmw’

AR -ix.

33, Em relaci 0 v 1, em qual poaln a regsio R se i ¢ em quil pomy &
regsao termine!

0a) . (4

00 (el
1

3.4, Esst e adite s ntegral dapls & i (i Covstus & el
dphgealalsiredsangh 0

LT TR
[hpi

3.2, qual curvi limita 5 e R infermente?
Xz=h

3.3, Em relagdo a0 evxo v, em qual ponto 3 regsie R se iniciz ¢ em gl oo o
regio terming!
ey

34, Essa regiio acmife uma iategral dhupla do tipo | (dydr|? Construs 2 integral
dhpla que calioal  dres dessa regiin.

e

Resposta 3 — Aluno 14

Resposta 4 — Aluno 21

il Obmuloa reciio R, quil curyi Tismils o554 regiio Sapercmmente!

oy Yz

32 E quad curva hmity 8 regéio R ifesormente?
\2

3.3, Fim relacio 20 cixo ¥, e qual pomo a regiéo R se ik & em qua pootn @
Tegiaa terming!

Y

34, Esst regiin admite uma integral dupla do tipo | {dydx)? Coostua a niegral
dupla que calouls a drea dess regian,
o

L)L 3y ay

J /, '|]

3. Obeeevando & regiio R, gaal curva fimifa &5 16gsk0 SupeneeeT

=

32, Equal curva fimitaa regeio R inferionmeniz?

33.Emmlqinanaxox,anqmlpm(nquioks:ﬁiaranqnlponmn

regia temnasa

34, B regfio odte um ntegrl dupla do tipa | (dyd)? Consira a iéegnl
dpla qoe calouts b dree dessy regio.

‘

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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Para montar a integral dupla do tipo | para célculo da area, a regido de integracéo feita
no GeoGebra € imprescindivel (figura do quadro 12). O que esperamos mobilizar através da
sequéncia didatica é a operacao de conversdo, partindo de uma representacéo no registro grafico
(regido formada entre as funcgdes), passando por uma representacdo no registro algébrico
(descrever analiticamente a regido de integracdo), e chegando a integral dupla que expressa a
area da regido entre as funcoes.

A resposta 1, apresentada pelo aluno 5, contempla a integral dupla corretamente, o que
nos leva a crer que, cognitivamente, as etapas da sequéncia didatica possibilitaram que ele
transformasse as informacOes dadas e retiradas das representacfes no registro grafico para o

registro algébrico. O quadro 14 expressa 0 que pretendemos com essa sequéncia didatica

Quadro 14 — Operacao de Conversao de uma integral dupla

Registro Grafico Registro Algébrico

. — A=j04jf&dydx

A

5 e

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Consideramos que na reposta 1, o aluno 5 conseguiu converter as informacdes contidas
na representacdo no registro grafico para o registro algébrico, sem confundir os objetos
matematicos envolvidos. Conseguiu visualizar e conectar as fungdes que limitam a regido,
superiormente e inferiormente com os limites de integracdo da primeira integral que depende

da variavel y. Posteriormente, relacionou onde a regido € limitada em relacdo a x. A tarefa
ainda exigiu que a funcéo y2 =X, fosse escrita como y:i\/;, que € uma operacdo de
tratamento. Descrever a regido na forma analitica:

R:{(x, y)|0<x<4,—/x Syﬁx/;}

é muito relevante na proposicdo do registro algébrico da integral dupla. As perguntas da

sequéncia didatica proposta conduzem a essa representacdo da integral dupla.
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A resposta 2, apresentada pelo aluno 10, mostra que ele manipulou corretamente a

equacdo da parabola, mas ndo percebeu que ela pode ser desmembrada em duas funcdes

distintas, uma limitando a regido superiormente (y :\&) e a outra limitando inferiormente

y=—VX,ouseja,—VX<Yy< \/; . Para ele, a funcdo que limita a regido inferiormente é x=4.
O aluno demonstrou, nesta passagem da sequéncia didatica, ndo conseguir conectar os objetos
matematicos, graficos e algébricos corretamente para expressar a integral dupla. Analogamente
as repostas 3 e 4 dos alunos 14 e 21 respectivamente, revelaram que a mobilizacdo desses
objetos matematicos apresentam-se ainda mais desconexos. Especificamente na resposta 4, 0s
limites de integracdo foram apresentados numericamente, sugerindo uma regido de integragéo
retangular, o que é inconsistente para essa atividade exploratdria.

Na sequéncia da Atividade Exploratdria utilizamos as ferramentas do GeoGebra para
visualizar a regido como sendo do tipo Il, j& que a regido em estudo admite as duas
possibilidades. Para isso, usamos a ferramenta “Girar [<objeto>, <angulo>]”, para que a regido
de integracdo gire 90°, permitindo aos alunos visualizar as fungées com maior facilidade para
expressar a integral na formadxdy . Essa ferramenta e os procedimentos usados novamente

permitem colocar em foco a operacao de tratamento no conteldo matematico estudado, como
demonstrado no quadro 15.

Quadro 15 — Operacao de tratamento em um registro grafico

Regido de Integracdo - Tipo | Regido de Integracdo - Tipo Il
7 7

e /
-+~ \

b
4
]

£ ] \ | I«-

- ;/
@ /

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

A possibilidade de executar um giro na regido de integragdo colocando-a numa posi¢éo

para melhor visualizacdo das funcBes que a compdem potencializou a representacao algébrica
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da Integral Dupla, visto que evidenciou as func¢des que limitam a regido quando considerada do

tipo Il. Os depoimentos dos alunos 4 e 5 destacam que:

E como se essa regido ficasse igual a regido do tipo I, né professor. Agora da
para ver quem é por cima (funcdo que limita superiormente) e quem é por
baixo (funcdo que limita inferiormente). Melhorou para encontrar a integral
(Aluno 4, Diario de Campo, abril de 2017).

O que mais tenho divida é quando tenho que isolar o x nas funcdes, mas
girando o gréfico, deixou tudo mais visivel, quando esta deitado eu fico com
muita davida, confundo a integral, confundo tudo. Acho que agora vou
conseguir montar a integral dupla. (Aluno 5, Diario de Campo, abril de 2017).

Novamente, propusemos, por meio de uma sequéncia didatica, que os alunos
trabalhassem com atividades cognitivas de tratamento e conversdao. Algumas perguntas
compdem a sequéncia didatica elaborada para montar a integral dupla sobre a regido do tipo Il.
Inicialmente, esperavamos que os alunos observassem que as fung¢bes que serdo os limites da
primeira integral, em relacdo a x, devem depender da variavel y. Ja os limites da segunda
integral, em relagdo a y, sdo limites numéricos relativos ao limite da regido de integracdo no

eixoy. A Regido de integracgdo ficaria escrita na forma analitica como:
R:{(x,y)|4£x£ y?,—2< ysz}

No quadro 16, destacamos algumas repostas dos participantes da pesquisa. A resposta 1
apresentada pelo aluno 3, corresponde ao que Se espera como resposta correta. Podemos
observar que o aluno conseguiu, através do registro grafico, retirar todas as informacdes
necessarias, seguindo a sequéncia didatica, manipulando as funcdes, determinando o registro
algébrico da regido de maneira analitica e expressando a integral corretamente. Cerca de 55%

dos alunos participantes executaram a atividade corretamente.



Quadro 16 - Respostas da Sequéncia Didatica para Integrais Duplas (Tipo II)
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Resposta 1- Aluno 3

Resposta 2 — Aluno 13
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B He's . .
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Resposta 3 — Aluno 23

Resposta 4 — Aluno 26

§2. (ud curva ot e regiin R suppiameree? Jesifigue dpdnoanaie.
XY &R

83, Fipeed curvo it 4 i R mfisomete? Iusifice dichricamersie

o ‘! ¥ fugadpia
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52 Qual corv limity 553 eeztio R superinemente? fustifiee nigghricamente.
L=y

5. Eqal c'mnhimngﬁo R infovormeste? Mstifique algtmeamente.
,7( =4 = ¥- L{l
/ N Y
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Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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As demais repostas, apresentadas no quadro 16, demonstram algum tipo de erro,
principalmente no momento de conversdo das representacbes no registro grafico para
representacdes no registro algébrico (registros analiticos da regido de integracdo). Nas repostas
2 e 3, 0s alunos 13 e 23, respectivamente, chegaram a uma integral dupla que segure uma regiao
de integracdo retangular, pois os limites de integracdo apresentados por eles sdo numéricos,
sendo dificil achar uma relagdo com as suas repostas na sequéncia didatica. Na resposta 4, 0
aluno 26 obtém uma integral distinta da esperada. Especificamente, a sua primeira integral leva
a crer que o aluno ndo manipulou as fungbes em relacdo a varidvel x que estava integrando.
Podemos pensar que, ao usar as ferramentas do GeoGebra e girar a regido de integracao, o aluno
expressou a integral como sendo do tipo I.

A proxima sequéncia didatica intitulada “Construindo Integrais Duplas para Célculo de
Volumes” est4 relacionada a constru¢do de solidos no R® e a Integral Dupla para o céalculo do
seu volume. Nesta sequéncia, o sélido S esta compreendido por uma superficie cilindrica
z=-x*+3 epelos planos Xy, y=2 e y=—2.Primeiramente, foi proposta a plotagem de
todas as superficies e, posteriormente, que se aplicasse a ferramenta “Intersecdo de Duas
Superficies”, a qual ira apresentar, na caixa de visualizacdo 2D, a regido retangular de
integracao no plano Xy.

As possibilidades que o software oferece permitem explorar as operac¢des de tratamento
no registro grafico. Entendemos que desenhar e manipular as superficies propostas nas
atividades, apenas com papel e lapis, é bastante trabalhoso e demanda habilidades que muitos
estudantes ndo possuem. Determinar regides de integracdo, desta forma, ndo € uma tarefa
simples. Por isso, elaboramos essa sequéncia didatica orientada a determinacdo dessa regido de
integracdo no plano Xy, através de ferramentas que possibilitam manipular e determinar
intersecdes entre as superficies, além de transitar da janela 3D para a 2D. A determinacdo das
funcdes que limitam essa regido, geralmente realizada por meio do registro algébrico, passa a
ser feita com o auxilio do software, utilizando as operagdes de tratamento neste registro. A

intersecéo entre a superficie cilindrica= —x* +3 e o plano Xy é facilmente encontrada usando

a ferramenta “Interse¢do de Duas Superficies”. Basta clicar na superficie e no plano e as

intersecdes sdo destacadas no sélido e aparecem na janela 2D, como as retas X = \/§ eX= —\/5
.Tal transicao de dimensdes acarretou um ganho importante para expressar as integrais duplas.
O quadro 17 nos mostra como fica a construcédo do solido no GeoGebra e a determinacgéo da

regido de integracdo na janela 2D.
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Quadro 17 — Operagdo de tratamento em um registro gréfico de superficie

Superficies que compdem o Sélido S — Janel a de visualizagdo 3D

Regido de integracdo na janela de visualizacdo 2D — Mobiliza¢do Dimensional

1 \
Regdo ge regatin
!

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Para essa atividade de calculo do volume do sélido S através de uma integral dupla, ndo
elencamos uma sequéncia didatica com o passo a passo, como foi feito anteriormente. De posse
do sélido S, ja plotado no software e diante do que ja haviamos estudado em sala de aula,
pedimos uma integral dupla que representasse o volume do sélido. A ideia principal para essa
atividade era que a visualizagdo do solido possibilitasse que os alunos observassem qual
superficie fazia o papel da funcéo f (x, y), ou seja, que identificassem a fungéo de integracéo da
integral dupla do volume de S. Também queriamos que, através das intersecdes das superficies
que compunham o s6lido com o planoXy, chegassem a regido de integracdo e,
consequentemente, determinassem os limites das integrais. A ideia é de transitar do registro
grafico para o registro analitico e, posteriormente, o algébrico, tendo como objeto matematico

a integral dupla para calculo do volume do sélido S, explorando a operacdo de conversdo. A
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ordem de integracdo ficou a critério dos alunos, pois a regido admite ser do tipo | e /ou do tipo

I1, ja que é uma regido retangular (Quadro 18).

Quadro 18 — Representacao da regido de integracdo e a Integral Dupla

Registro Grafico Registro Algébrico

el |:> V= jijzz (—x* +3) dy dx

Fonte: dados do pesquisador (2017)

Observando as atividades resolvidas pelos alunos, pode-se constatar que boa parte
(aproximadamente 53%) conseguiu transitar de forma correta da representacdo no registro
grafico para a representacdo no registro algébrico, expressando a integral dupla corretamente.
Em relacdo as atividades anteriores, observamos que um numero maior de alunos (cerca de
47%) cometeu erros ao determinar essa integral, entre 0s quais destacam-se aqueles
relacionados a determinacdo da regido analiticamente e, consequentemente, dos limites de

integracdo. No quadro 19, sintetizamos algumas respostas dos alunos participantes.

Quadro 19 - Respostas para Integral Dupla para calculo de volume sélido S

Resposta 1 — Aluno 7

o
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Resposta 2 — Aluno 11

Resposta 3 — Aluno 19

Resposta 4 — Aluno 24

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

A resposta 1, apresentada pelo aluno 7, satisfaz 0 que esperamos como solugéo correta.
A integral dupla contempla corretamente a funcéo de integracéo e os limites das integrais. Nesta
atividade, foi pedido que a integral fosse resolvida, mas este ndo era nosso objetivo principal.

As demais repostas apresentam os limites das integrais de forma equivocada, demonstrando
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uma desconexao na passagem entre as representacdes no registros do grafico e a representacdo

no registro algébrico usados para expressar a integral dupla. Analisando a regido plotada temos:
R:{(x, y)|—\/§£x§\/3_,—2§ ys2}

Os alunos, para se certificarem que os limites estavam corretos, podiam igualar as
equacdes das superficies com a equacdo do planoXy e resolver a equacdo resultante.

Aparentemente, as repostas 2 e 3 apresentadas pelos alunos 11 e 19, respectivamente, indicam
que os limites da regido de integracdo ndo ficaram claros para eles. Vale mencionar a reposta
4 (aluno 24), em que o aluno usou como limite superior a fungdo da superficie cilindrica e ndo

os limites de integracdo no plano Xy . Outra observacdo € com relacdo a funcéo de integracao,

na qual ndo se considerou nenhuma funcéo.

Por fim, criamos uma sequéncia didatica intitulada “Construindo regides de integragdo
através de Integrais Duplas”, com o objetivo de construir as regides de integragdo a partir de
uma integral dupla dada previamente. Com esta atividade, estamos tomando o caminho inverso
do que estavamos fazendo até o0 momento, que se baseava em expressar a integral dupla a partir
da regido de integracdo dada. Estamos transitando no caminho inverso, partindo da
representacdo no registro algébrico e chegando a representacdo no registro grafico. Para isto,

apontamos a seguinte integral dupla como inicio da sequéncia didatica proposta, (quadro 20).

Quadro 20 — Integral Dupla apresentada na sequéncia didatica

J.ZZJ.W (—x* —y? +4) dy dx

\a-x?

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Dada a integral dupla, contemplada no quadro 20, a sequéncia didatica tem como
objetivo possibilitar ao aluno a construgdo do s6lido que originou a integral. A ideia é que, a
partir da integral dupla proposta, os alunos possam descobrir quais as superficies em R® deram
origem a ela. Para isso, os alunos devem manipular algebricamente as fun¢des que compdem a
integral e confirmar suas respostas no GeoGebra. No quadro 21, apresentamos algumas repostas

para essa sequéncia.
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Quadro 21 — Respostas dos alunos para a sequéncia didatica

Resposta 1 — Aluno 2

Resposta 2 — Aluno 3

Sabemos que sm silido § ceigincu 3 etegrd anam. Dessa foma, vamss esbogar o ébido

§, oom o el & GecGera Dessa iy, respond a5 pervantr
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|

0 que e piperfice speesenty!
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Jusifice sua repista algehricamente
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Resposta 3 — Aluno 14

Resposta 4 — Aluno 24
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Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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Esta atividade foi a que gerou maior discussao entre os alunos, no entanto apresentou

um indice de acerto razoavel (aproximadamente 40%). A resposta 1 apresentada pelo aluno 2

esta correta. A primeira pergunta da sequéncia se refere a funcéo de integracdo Z = S y2 +4

. O objetivo era verificar se os alunos estavam cientes de que esta funcdo limitava o solido
superiormente e se sabiam retirar esta informacdo da integral. A equacdo em evidéncia se refere
a um paraboloide, com eixo de simetria em z e voltado para baixo. Muitos alunos (cerca de
30%) apontaram esta equacdo como sendo de um cilindro e alguns afirmaram que era uma
parabola (20%). Observamos que a identificagdo da representagdo deste objeto matematico em
registros diferentes ainda acarretou muitas duvidas. Quando foi solicitado para verificar a
resposta no GeoGebra, houve muita confusdo e varios alunos (aproximadamente 45%) nédo
conseguiram expressar graficamente o que a superficie representava. Como se trata de uma

superficie em R, estamos trabalhando com as trés varidveis x, y e z, e 0s alunos estavam

. ~ . . 2 2
escrevendo na caixa de entrada do software a equacdo da seguinte maneira —X" —Y“ +4,

desconsiderando a variavel z. Assim, nenhuma superficie era plotada na janela 3D. Depois de
algumas intervencbes e explicacdes, puderam realizar tal etapa com maior facilidade. A

passagem abaixo, retirada do diario de campo, exp0e a dificuldade a qual nos referimos:

Na ultima sequéncia didatica sobre integrais duplas, percebi algumas
dificuldades nos alunos para plotar algumas superficies. Mas muitas por ndo
saberem entrar com as equac@es corretamente. Observei que entravam com
equacdes sem sinal de igualdade ou com escritas erradas. Interrompi a
atividade e atentei-me para os erros. Observando os computadores, pouco
tempo depois, ainda percebi alguns erros (Aluno 4, Diario de Campo, abril de
2017).

A identificacdo da regido de integracdo foi uma tarefa ardua para os alunos, entretanto
produziu discussdes bastante proveitosas. Para isso, bastava observar as equacg6es dos limites

da primeira integral que depende de y, que podem ser escritos da seguinte maneira:

—4-x2 <y<4-x°
Lembrando que os limites, em relacdo a variavel x, podem ser escritos por meio de

—2<x<2, podemos inferir que esses limites representam uma regido de integracéo circular de

raio 2, com centro na origem no plano Xy, assim temos:

y=tJ4d-x* = X2 +y* =4
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No quadro 21, pode-se observar que as repostas variaram entre circulo e circunferéncia.
O nosso objeto matematico, neste caso, € a regido circular, mas, para que possamos mostra-la
algebricamente, devemos encontrar a equacao da circunferéncia, como feito acima. Talvez isto
tenha gerado duvidas e acarretou respostas incorretas.

Apresentamos alguns sélidos esbocados pelos alunos & méo livre (papel e lapis) no
quadro 22. Ainda que alguns alunos considerassem que o sélido representado pela integral
dupla era uma superficie cilindrica (respostas 2 e 3), uma parte consideravel (aproximadamente

40%) conseguiu desenhar o paraboloide limitado pelo plano xy (resposta 1).

Quadro 22 — Solidos construidos através da sequéncia didatica

Resposta 1 — Aluno 5 Resposta 2 — Aluno 10

~7 ES U-\;'u- QI COUUYT O N\
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Resposta 3 — Aluno 15 Resposta 4 — Aluno 27
"/Ji-\\? 4\ & {
.."“'r,»,! .‘ , %
: Y
ol i\,

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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Observamos nesta atividade a mobilizagéo de operacGes de tratamento, principalmente
no registro algébrico, quando foi necessario a manipulacdo dos limites das integrais para
determinar a regido de integracdo. O registro analitico foi primordial para determinar o sélido
a partir da integral dupla proposta.

A operacdo de conversdo também se fez evidente. Consideramos que a sequéncia
didatica, com perguntas bem direcionadas, pode guiar a construcéo do solido. Apesar de que a
maioria dos alunos ndo obteve sucesso nesta atividade. Boa parte deles se aproximou da
resposta esperada (45%). Muitos erros se apresentaram no momento de manipular
algebricamente as equacdes e determinar a regido de integracdo no plano xy. O quadro 23

expressa o que pretendiamos atingir com determinada sequéncia didatica.

Quadro 23 — Operagdo de conversao: registro algébrico para registro grafico

Integral Dupla (Registro Algébrico)

J._ZZJ._JE (=x* —y? +4) dy dx

Ja-x?

Volume do sélido que a Integral Dupla representa (registro gréafico)

araka (e Mgstva * Janess s slizach ¢ Jdanela de Visualzagdo JD

Pt cdonde

S eyl ezed
Tudo

® texto! » "REGMO DE
* texiod = *SOLIOO”

Ertada

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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5.2.3. Atividade Exploratoria 3

Na atividade “Explorando e Construindo Integrais Triplas através de regides de
integracdo construidas no GeoGebra”, o principal objetivo é explorar a construcdo de regies
de integracdo emR* (sdlidos), dando énfase a construcéo de integrais triplas para o céalculo de
volumes.

As Integrais Triplas sobre uma regido generica limitada no espago tridimensional seréo
definidas por um método analogo a definicdo das Integrais Duplas que fizemos na secdo
anterior. Para isso, de acordo com Stewart (2004), vamos imaginar uma regido generica E
envolta por uma caixa B (figura 10) e uma fungéo F de modo que ela coincida com fem E e

seja 0 nos pontos a B fora de E.

Figura 10 — Regido limitada genérica de integragcdo em R®

S
'l
|
—y
= | s
|
|
'y
|
) 'l
|
|
|
gl
|
|
|
|
|
|
-

Fonte: Stewart (2004)

f[[tevy.av = [[[F(xy.2) dv

Por definicdo, segundo Stewart (2004) a integral tripla definida pela figura 10 existe se
f for continua e na fronteira de E for “razoavelmente lisa”.

Para esta Atividade Exploratdria com Integrais Triplas, vamos nos ater somente a um
tipo de regido de integracdo, que chamaremos do tipo 1. Para Stewart (2004), uma regido de
integracao é considerada do tipo 1, se esta contida entre os graficos de duas fungbes continuas

dexey:



121

E={(x,¥,2)[(x,y)€D,u(x,y) <z<u,(x,y)}

Sendo D a projegéo do solido E sobre o plano xy (figura 11).

Figura 11 — Regido solida do tipo |

Z= UM, Y)

Fonte: Stewart (2004)

Podemos observar que o sélido E é limitado superiormente pela superficie de equacéo

Z=U,(X, Y) e inferiormente pela superficie Z =U,(X,Y). Assim temos a equaco (1):

j{j £(x,y,2) dV = jD D(‘yy))f(x .7) dz} A o

Desta forma, a projecdo D de E sobre o plano Xy pode ser uma regiéo do tipo | ou do

tipo 11, como vimos na sec¢éo anterior. A figura 12 apresenta essa regido D como sendo do tipo

I, assim temos:

E={(x.y,2)|a<x<b,g,(x) <y <g,(x),u,(X, y) SZ<U,(x,Y)}



Figura 12 — Regido solido com regido D do tipo |

Z=u,x, y)

-

D e

0 |
a A T“-———L_

|
|
L =aix| D

Fonte: Stewart (2004)

E a equacdo (1) fica:

91 (x) Ju(x,y)

f[[fxy.2yav = j:jgz(x’ =0 £ (%, y, ) dz dy dx
E

Para uma regido D do tipo I, representada na figura 13, temos:

E

Figura 13 — Regido sélido com regido D do tipo Il

Fonte: Stewart (2004)

{(x,y,2)[e<y<d,h(y)<x<hy(y),u(xy) <z<u,(xy)}
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Assim temos a equacdo (1) modificada para:

[ ! [txy.2)av= Ld L:((yj) (‘yi) f(x,y,2) dz dx dy

Uma das aplicac6es da Integral tripla é no célculo de volumes de sélidos representados

em R3. Segundo Stewart (2004), se f(x,y,z) =1 para todos os pontos em E, temos que 0

volume de E, pode ser representado pela integral tripla:
V(E) = j j j dv
E

Os limites de integracéo para essa integral seguem as mesmas regras que descrevemos
anteriormente.

A Atividade Exploratoria voltada para o conteudo de Integrais Triplas, utilizando
sequéncias didaticas, foi dividida em trés partes, visando explorar a construcdo dessas integrais
e também as regides de integrac¢do. Na primeira sequéncia, “Construindo Integrais Triplas sobre
regides no espaco R*’, exploramos a construgdo de um soélido no espago tridimensional com o
auxilio do GeoGebra e, posteriormente, a construcdo passo a passo de uma integral tripla para
a célculo de seu volume.

Para expressar as integrais triplas, utilizamos procedimentos similares aos usados para
as integrais duplas, com um elemento a mais, que consiste em identificar os limites da integral
que dependem da variavel z. Para que esse processo seja executado com sucesso, € necessario
ter em maos o eshoco do sélido sobre o qual a integral esta sendo calculada. Novamente o que
queremos explorar é a conversdo da representacao no registro grafico, mediado pelo GeoGebra,
para a representacdo no registro algébrico, representado analiticamente, da regido de integragédo
até a construcdo da integral tripla.

Inicialmente, a primeira sequéncia didatica para este tipo de situacdo apresenta as
seguintes superficies para serem plotadas no GeoGebra, as quais constituirdo um solido S no

espaco tridimensional:
X +y° =4
Z+X+y’ =4

Z2=6
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Nestas superficies, temos que a primeira equacéo se refere a um cilindro de raio 2 e eixo
de simetria em z; a segunda se refere a um paraboloide também simétrico ao eixo z; e, a terceira
referente a um plano paralelo ao plano xy que intercepta o eixo z exatamente no ponto (0,0, 6)
. O quadro 24 representa as superficies e o sélido S formado por elas e a integral tripla que se
espera que os alunos consigam expressar com 0 auxilio da sequéncia didatica proposta.
Ressaltamos a possibilidade de mobilizacdo das operacfes de tratamento e conversdo para tal
tarefa, segundo a Teoria dos Registros das RepresentacGes Semidticas.

Quadro 24 — Solido S: operacgdes de tratamento e de conversdo

Solido S

* Janela de Visusizacao = | ¢ Janss de Visusazacho 10

6-_(-;3: dn imeg¥cic no plantyey
TR R, T3 T | e ] 7 T |

——

Sélido S e regido de integracdo no plano xy

* Janela de Visuskzagao %1 Jdanels de Vissahzncho 20
(4

.
3
o —

'

ﬁ'e'-;aa dis Negrhcio no plarcy

-4 ¥ L - D A ] 4

A
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Integral Tripla para o volume do solido S

\Y/ =J‘22J.J34_% f—xz—yz dz dy dx

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

A sequéncia didatica proposta possui o objetivo principal de construir uma integral tripla
para o calculo do volume do solido S. Nesta etapa, espera-se que os alunos possam mobilizar
seus conhecimentos matematicos e converter as representaces graficas em representacoes
algébricas, no caso a integral tripla. Para isso, devem ser observadas quais as superficies que
dependem das varidveis x e y estdo limitando o solido superiormente e inferiormente, pois

vamos usar uma integral tripla do tipo 1, com a ordem de integragéo dzdydx. O que estamos

procurando sdo as fungdes que ja denominamos anteriormente de U, (X, y) el, (x,y), que sdo

os limites de integracdo para a primeira integral que depende da variavel z. E claro que agora
temos um sélido em que essas superficies ndo estéo tdo explicitas como na explicacdo anterior,
mas ainda assim é possivel observa-las e identifica-las. O planoz=6 limita o sélido
superiormente, sendo este o limite superior da integral que depende de z. Inferiormente, a

superficie que limita este sdlido € o paraboloide cuja equacdo deve ser manipulada para

2 2 o ~ . (L s
z=4-X"-Y°. Entdo, temos a representacdo no registro algébrico, representado

analiticamente como:
4-x-y*< 1< 6
Nesse sentido, consideramos que o comentario do aluno 10 expressa justamente o que

gueremos nessa atividade, quando interpelado quais superficies limitam o sélido S.

Professor, aqui nesse solido o plano limita por cima e por baixo parece ser o
outro plano (plano xy), mas € o paraboloide (aluno usa a ferramenta Girar
Janela de Visualizagdo e aponta com o dedo o paraboloide na tela do
computador) podemos ver isso aqui no computador (Aluno 10, Diario de
Campo, maio de 2017).

Uma vez realizada a primeira parte da sequéncia didatica, o que se apresenta
posteriormente sdo 0s mesmos passos utilizados nas atividades contempladas nas secOes

anteriores, quando exploramos as integrais duplas. A partir da regido de integracdo obtida com
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a ferramenta “Interse¢do de duas superficies”, podemos determinar os limites de integragdo
para as outras duas integrais que compdem a integral tripla em questdo. Essa regido de
integracdo se encontra em R?, ou seja, na janela 2D do software (quadro 24). Os recursos que o
GeoGebra possui potencializam as operagdes de tratamento quando estamos trabalhando com
as representacdes no registro grafico, sobretudo pela possibilidade de mover / girar a superficie
e visualizar especificidades ocultas em determinadas posi¢cdes do desenho. Outro aspecto
importante € a viabilidade de transitar pelas dimensdes 3D e 2D. Na realizacdo da atividade
proposta, foi possivel observar que esses recursos revelaram-se potentes para encontrar a regiao

de integracdo no plano Xy, que é uma regido circular de centro na origem e raio igual a 2,

ficando a cargo do aluno apenas identificar essa regido algebricamente como:

—J4-x* <y<4-%
—2<X<L2
A regido de integracdo em R* admite ser tanto do tipo | como do tipo I, mas a sequéncia
didatica proposta esta orientada para o aluno utiliza-la como sendo do tipo I, pois as perguntas
feitas séo sobre quais fungdes limitam a regido superiormente e inferiormente em relacéo a y.
Dessa forma, as outras duas integrais deverdo ser em funcédo de y e de x nessa ordem, como

pode ser observado o quadro 24.



Quadro 25 — Respostas dos alunos para a sequéncia didatica sobre Integrais Triplas
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Resposta 1 — Aluno 4

Sequéncia didatica desenvolvida

Integral Tripla

Resposta 2 — Aluno 11

Sequéncia didatica desenvolvida

Integral Tripla
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Resposta 3 — Aluno 20

Sequéncia didatica desenvolvida

Integral Tripla

Resposta 4 — Aluno 21

Sequéncia didatica desenvolvida

Integral Tripla

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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As respostas apresentadas no quadro anterior expressam bem como se desenvolveu a
atividade sobre integrais triplas. A maioria dos alunos (aproximadamente 80%) seguiu a
sequéncia didatica proposta corretamente e conseguiu expressar a integral tripla utilizada para
o calculo do volume S do sélido dado (resposta 1), executando de maneira correta as operacoes
de tratamento e conversdo necessarias. Mesmo com o s6lido S plotado no GeoGebra e uma
sequéncia de perguntas para se chegar a integral tripla, muitos erros se mostraram evidentes e
uma parcela pequena (cerca de 20%) dos alunos apresentou dificuldade para realizar essa tarefa,
como se pode ver nas demais respostas do quadro 25. Observamos que no momento de transitar
da representacdo grafica para a representagao no registro algébrico, de maneira analitica, muitos
erros ocorreram. Logo, muitos responderam as perguntas corretamente como a resposta 4 do
aluno 21, mas expressaram a integral tripla equivocadamente. Neste caso, a resposta
apresentada indica que a regido de integracdo no plano xy € uma regido retangular, o que
graficamente ja mostramos que ndo é. Na resposta 3, especificamente, o aluno 20 apresentou
dificuldades em manipular as informag6es no registro analitico, expressando a integral tripla
com os limites incluindo a variavel z, o que ndo faz sentido, ja que a integral depende dessa
varidvel. Na resposta 2, apresentada pelo aluno 11 reponde a pergunta algebricamente de
maneira correta, mas indica que a superficie € uma parabola, o que também ndo faz sentido,
pois estamos trabalhando com uma equacdo com trés varidveis (x,y,z). Mesmo dando a
entender que o paraboloide limita inferiormente o solido, ele expressa erroneamente a integral
tripla, indicando que o plano Xy (z = O) faz esse papel.

A segunda sequéncia didatica que compde essa Atividade Exploratdria possui 0 mesmo
nome da anterior: “Construindo Integrais Triplas sobre regides no espaco (R*)”. Assim visamos
ao mesmo objetivo, porém o solido que pedimos para plotar e, posteriormente, a construcao da
integral tripla para o célculo do seu volume se apresenta com um maior grau de complexidade.

A sequéncia didética se inicia orientando o aluno para a representacdo gréfica do solido

com a auxilio do GeoGebra. Dessa forma, as seguintes superficies devem ser plotadas:
z=\X*+y?
22 +x +y =8
As superficies que compdem o sélido da atividade sdo um cone e uma esfera. A equacéo

z=/x*+Yy® representa a parte do cone acima do planoXy, em que todos 0s pontos que

. - o .- ;. 2 2 2
constituem a superficie sdo positivos. A outra superficie dada por Z° + X" +Y° =8 representa
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uma esfera, com centro na origem (0,0,0) e raio igual a2/2. No quadro 26 representamos esse

solido, plotado no GeoGebra e outros aspectos que esperamos alcangar com esta atividade.

Quadro 26 — Solido S: Operacao de tratamento e conversao de integrais triplas

Solido S

Sélido S e regido de integracdo projetada no plano xy

* Janela de Visualzaciio 3D

* | * Vista de plano criado a partir de Iintersegao”
- =N Paqueno - m|o»

S
4
2

2 g g 1

Projekdo da Regid
e Iftagracao
-4 o 1 2 .
-1

Integral Tripla para o volume do solido S

x+y+8

V= jszJ_y dz dy dx

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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Para construgdo da integral tripla, devemos mobilizar as informagbes contidas no
registro grafico, realizado através do GeoGebra. Esperava-se, com as questdes iniciais da
sequéncia didatica, que os alunos descobrissem quais superficies limitam o solido S
superiormente e inferiormente. Esta passagem da atividade gerou bastante davidas, talvez por
ser um solido mais complexo que os apresentados anteriormente. O comentério do aluno 13

corrobora esta ideia:

Professor, estou olhando para esse sélido e para mim quem esta por baixo € a
esfera. O cone por cima. Esse sélido ndo deixa claro quem sdo as superficies,
ta dificil de ver isso... tem solido que da pra ver facilmente e montar a integral
também. Qual é a regido de integracdo, vai ser tudo zero? (Aluno 13, Diario
de Campo, Maio de 2017).

Observando o sélido construido através do GeoGebra, podemos verificar que a esfera

se limita superiormente. Como a primeira integral depende de z, devemos isolar esta variavel
na equacao da esfera. Assim, obtemos duas equacdes z = J_r«/8—x2 —y?. A equacio positiva
representa a semiesfera superior - a parte da esfera que nos interessa. A equacao negativa é a
semiesfera inferior, abaixo do plano Xy, que, no sélido em questdo, pode ser descartada. Para

o limite inferior da integral, podemos observar que a superficie que limita inferiormente o0 sélido

€ 0 cone, 0 qual ja& apresenta a equacdo no formato ideal para a construcdo da integral

z=x*+y?, ou seja:
8—X—y? <2< YxXP+y?

Para os demais limites das duas integrais restantes, que dependem de y e Xx
respectivamente (a sequéncia didatica leva a considerar a regido como do tipo 1), devemos ficar
atentos, pois a regido de integracdo ndo estd sobre o plano Xy, como nas outras atividades.
Devemos usar as ferramentas do GeoGebra para encontrar essa regido de integracao e obter a
sua proje¢do no plano Xy (quadro 26). Usando estes recursos, chegamos a uma regido circular
de centro na origem e raio igual a 2.

—2<x<L2

—JA-x* <y<4-x*

A prova e manipulacédo algébrica dessa regido ficam a cargo do aluno. Segue, no quadro

27, algumas respostas dadas pelos alunos.
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Quadro 27 - Respostas dadas pelos alunos para a sequéncia didatica

Resposta 1 — Aluno 2

Sequéncia didatica desenvolvida Integral Tripla

LOnenlE, Ol §
*Y N awmarficss i eAlAn iaforrvmiantes A 2pea hmits o etilsds e
davfs "Jml superficee lim:ta o sthdo iafenormente, ou se;a, Ll SO0 "D

baixo™T Justifigue algebricamente
e T
'1:.'\",_| 11 vi.-\f, |4 D Stad)

Usze 3 ferramenta intersegdo de duas superficies esire 0 cone ¢ 2 estera, p
encontrarmos & regifio de meegragha no plano xy'

2.3, Qual curva litmita R supen;

i '1\}. . f
Fentiyigle, \ETYTT4N Y b0 DI - :
| . .
AR TALER {7 s &
[ Y ¢ 8y '.T'* 3 e N T ! _\)""
ATNI MR A%
- e y o e
| | \‘ \ \
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| 4 ]\ Jia -\ “\L-';'
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Resposta 2 — Aluno 7

Sequéncia didatica desenvolvida Integral Tripla

2.1. Olbservando o sdlido §, qual € 2 superficie que o limits superiommente, ou sein,

limita o shtide “por ctma"! Justifigue algebricamente

T
ol 2
7

22. Quel superficie Imifa ¢ sdlids mfenormente, on sers, limia o gdlido “gor

baixa"! Justifigue algshncamente,
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COOONITEM08 8 regido de miegrayas no plano xy
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Resposta 3 — Aluno 9

Sequéncia didatica desenvolvida

Integral Tripla

X s & sAhdn 8 A ' = i (Y1 05
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Resposta 4 — Aluno 17

Sequéncia didatica desenvolvida

Integral Tripla

3 My o (o
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Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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As repostas das atividades propostas na sequencia apresentada apontaram muitos erros
(aproximadamente 60%) cometidos pelos alunos ao transitarem das representacdes, no registro
grafico, para as representacdes no registro algébrico, no momento de expressar a integral tripla
para o volume do sélido S. Grande parte desses erros foi cometido principalmente ao descrever,
analiticamente, a regido de integracdo. A resposta 1, apresentada pelo aluno 2, mostra a
sequéncia didatica respondida e a integral tripla indicada corretamente, mostrando que o aluno
conseguiu mobilizar os conhecimentos matematicos necessarios para sair da representacdo
grafica para as representacdes no registro algébrico. As demais respostas contemplaram a
integral tripla de maneira errada. Na resposta 2, o aluno 7 consegue determinar graficamente e
algebricamente a intersecdo das superficies e, consequentemente, a regido de integracéo,
entretanto comete equivocos ao determinar os limites da mesma. Na reposta 3, o aluno 9 ndo
consegue identificar os limites da primeira integral, invertendo-os. Para ele, o cone limita o
solido superiormente e a esfera inferiormente, mesmo podendo visualizar o sélido de varios
angulos diferentes no GeoGebra. Na resposta 4, o aluno 17 apresenta uma regido de integracao

no plano Xy que ndo é a correta. O aluno fez a intersecdo da esfera com o plano Xy, e ndo a

intersecdo entre o cone e a esfera e, posteriormente, a sua projecao nesse plano, expressando a
integral como se essa regido fosse retangular. Podemos observar que nas trés ultimas repostas
apresentadas no quadro 27, a manipulacéo e a transigdo entre os registros se mostraram falhas
em algum momento.

Prosseguindo com a Atividade Exploratoria, chegamos a terceira e Gltima sequéncia
didatica proposta sobre Integrais Triplas. Esta sequéncia objetiva explorar a construgcdo de
regides de integracao atraves de integrais triplas ja construidas. Estamos explorando o processo
inverso das outras sequéncias, as quais objetivavam a construcdo da integral quando o sélido ja
havia sido construido. Na verdade, o que pretendemos, é a partir de uma integral tripla dada,
propor um passo a passo que possibilite ao aluno a construcdo do sélido que originou a integral,
0 que muitas vezes ndo se apresenta como uma tarefa facil.

Iniciamos nossa sequéncia didatica apresentando a seguinte integral tripla:
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Quadro 28— Integral tripla apresentada na sequéncia didatica

[LJf ooy

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Dada a integral, uma sequéncia didatica é apresentada. Primeiro, buscamos identificar
quais sdo as funcdes das superficies expressas nos limites de integracdo que limitam o sélido
superiormente e inferiormente, pois determinando quais sdo essas superficies, o desenho do
solido comeca a ficar mais evidente. Para a integral tripla proposta no quadro 28, o sélido é

limitado superiormente pelo plano inclinadoz =4-vy e, inferiormente, pelo planoXy, cuja

equacdo é z = 0. Essas superficies sdo identificadas através dos limites da integral que depende
da variavel z, assim,0<z<4-vy.

Em seguida, pedimos para que essas superficies fossem plotadas no GeoGebra. As
integrais que dependem de y e X, respectivamente, nos levam a descobrir qual é a regido de

integracdo no plano Xy e, consequentemente, qual € o sélido que determinou a integral tripla.
. - s, . 2 ... T
Observando a segunda integral, temos a superficie cilindrica Y = X" limitando o solido. Essa
;. . ia g - p 2

superficie determina no plano Xy uma regido limitada por uma pardbola y = X" eumaretay =4
, oriunda da intersegéo entre o plano z = 4—y e plano Xy possuindo como pontos de intersegédo
0S pontos(—2,4) e (2,4)com a superficie cilindrica. Logo, podemos escrever analiticamente a
regido de integracdo no plano Xy como;

—2<Xx<2

x*<y<4

No quadro 29, sintetizamos as etapas esperadas par construcao do sélido.
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Quadro 29 — Solido e regido de integracdo gerados pela integral tripla

Integral Tripla dada

HNNEL T

Sélido e regido no plano xy obtido através da Integral Tripla

,‘.,;. . . P

Hegio
co ptpgrogss  /

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

A sequir, apresentamos algumas repostas para a sequéncia didatica criada para essa

atividade.



Quadro 30 — Respostas dos alunos para a sequéncia didatica sobre Integrais Triplas
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Resposta 1 — Aluno 4

Resposta 2 — Aluno 8

Resposta 3 — Aluno 12

Resposta 4 — Aluno 25

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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As respostas dadas pelos alunos mostram como foi desenvolvida esta atividade, guiada
pela sequéncia didatica. Uma porcentagem consideravel (55%) conseguiu seguir 0S passos
propostos e encontrar o solido que originou a integral tripla, como podemos observar na
resposta 1, apresentada pelo aluno 4. Mas é relevante discutirmos algumas repostas
apresentadas. As respostas 2 e 3, apresentadas pelos alunos 4 e 12, respectivamente, mostram
que eles consideram os limites da primeira integral como sendo retas, o que foi um erro bem
comum (cerca de 35% dos participantes), pois sdo fung¢bes polinomiais do primeiro grau. Os
limites dessa integral sdo as superficies que limitam o solido superiormente e inferiormente,
portanto ndo sdo constituidas por retas, mas por planos. Com relacdo a regido de integracdo, a
resposta 2 do aluno 4 apresenta-se corretamente, mas a reposta 3 do aluno 12 aponta uma

parabola com concavidade para baixo, apesar do limite da integral estar constituido pela funcédo

2 o o
Y = X". Essa situacdo leva a inferir que o aluno usou algum recurso do GeoGebra e acabou

observando a regido ao contrario. Na resposta 4, apresentada pelo aluno 25, ele associou a
equacdo da parabola a um paraboloide, talvez induzido pela palavra superficie, na pergunta da
sequéncia didatica.

Desta maneira, os solidos construidos pelos alunos no GeoGebra atenderam as
expectativas, mas quando pedimos para esboca-los com auxilio de papel e lapis, os alunos
(cerca de 45%) ndo atingiram o desempenho esperado, reforcando nossa percep¢do de que
esbocar tais superficies por este mecanismo nao é tarefa facil. Também verificamos que essa
parcela de alunos ndo conseguiu mobilizar as informacdes necessarias para transitar entre a
representacdo nos registros algébricos e a representacdo no registro gréfico. No quadro 31,
registramos alguns solidos gerados pelas repostas da sequéncia didatica explicitadas no quadro

30, na respectiva ordem.
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Resposta 1- Aluno 4

Resposta 2 — Aluno 8

Resposta 3 — Aluno 12

Resposta 4 — Aluno 25

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Por fim, usamos um arquivo desenvolvido no GeoGebra para verificar se dada a integral

tripla da atividade, o sélido construido pelos alunos era o correto, ou seja, eles poderiam

comparar os desenhos feitos a mdo com os realizados com o auxilio do software. Para isso, foi

necessario apenas inserir os limites das integrais nas entradas contidas no arquivo, que sao as

desigualdades que descrevem o solido. A figura 14 possibilita visualizar as entradas e o solido

gerado.
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Figura 14 — Arquivo para plotar sélido a partir de Integral Tripla

Limites
de integracao

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

O interessante é que ao entrar com os limites de cada integral que compde a integral
tripla, o sélido é plotado automaticamente na janela de visualizacdo 3D. Comparando o sélido
contido no quadro 28 com o da figura 13, observamos que o primeiro mostra “por inteiro” todas
as superficies que compdem o sélido, o que possibilita identificar intersecdes entre elas e outras
caracteristicas do sélido. J& o segundo apresenta o solido acabado, apenas composto por partes

limitadas das superficies e talvez dificulte encontrar os limites de integracao.

5.3. Elaborando eixos / categorias de analise

Apos termos descrito e analisado os dados obtidos por meio de nossas atividades
exploratorias, iniciaremos uma etapa de grande relevancia dentro da pesquisa que
desenvolvemos: a elaboracédo de eixos / categorias de analise. Engana-se quem considera esta
uma etapa facil e corriqueira, pois é neste momento que confrontamos o que colhemos no

campo com o0 que temos de embasamento tedrico. Gomes (2009) argumenta que:

Quando falamos em analise e interpretacdo de informacdes geradas no campo
da pesquisa qualitativa, estamos falando de um momento em que o
pesquisador procura finalizar o seu trabalho, ancorando-se em todo o material
coletado e articulando esse material aos propésitos da pesquisa e a sua
fundamentacéo tedrica (GOMES, 2009, p.80).
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No ambito da pesquisa qualitativa, as categorias e eixos estabelecidos expressam, quase
que exclusivamente, o olhar do pesquisador iluminado pelo referencial de analise escolhido,
sobre o conjunto de dados coletados durante a pesquisa. Portanto, ndo é de se assustar, que
outros olhares poderiam gerar novos eixos e categorias de analise.

A partir da anélise das atividades exploratdrias, das observagdes feitas no diario de
campo, do referencial tedrico / bibliografico e do questionario de avaliacdo, apontamos quatro

eixos / categorias de analise.

5.3.1 O papel da visualizacdo com o auxilio do GeoGebra na aprendizagem de

Integrais Multiplas

Nossa pesquisa estd centrada no Calculo de Varias Variaveis, particularmente nos
processos de ensino e de aprendizagem de Integrais Multiplas. Entendemos que a visualizacéo
é imprescindivel ao desenvolvimento destes processos, especialmente quando sdo estabelecidas
as conexdes entre Integrais Multiplas e suas aplicacfes geométricas para realizacdo do calculo
de area e de volumes. A visualizagdo das chamadas regifes de integracdo, juntamente com as
superficies que a compdem, sdo essenciais para a compreensao das Integrais Multiplas. Em
consonancia com o referencial tedrico desta pesquisa, essa visualizacdo se produz por meio da
compreensdo / interpretacdo dos registros graficos realizados tanto em R* quanto emR*. Nesse
sentido, consideramos que a habilidade de visualizar e de refletir matematicamente sobre a
estrutura das representacdes graficas de Integrais Multiplas possibilita ao aluno obter e
descrever informagGes contidas nas regides de integracéo. O uso das ferramentas desenvolvidas
em alguns softwares especificos promovem a realizacdo destas tarefas de maneira mais intuitiva
e perceptivel, j& que as superficies envolvidas, em muitas integrais, ndo sdo facies de ser
visualizadas ou desenhadas sem a utilizagdo de recursos tecnolégicos.

Nesta pesquisa, apoiamo-nos em conceitos de visualizacdo em Educa¢do Matematica
propostos por Flores (2012), Villarreal (1999), Villarreal & Borba (2005), Presmeg (1986) e
Arcavi (2003). A maioria desses autores defende o uso de softwares como uma ferramenta
importante na atividade de visualizacdo, principalmente no desenvolvimento dos processos de
ensino e de aprendizagem de Calculo. Diante disso, usamos o software GeoGebra para plotar
as regibes de integracdo propostas nas atividades contempladas nas sequéncias didaticas que

desenvolvemos relacionadas a Integrais Multiplas. Esse software permite aos alunos explorar
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suas potencialidades, evidenciando conceitos e caracteristicas ligadas a visualizacdo
“considerada uma ferramenta para a compreensao matematica” (VILARREAL, 1999)

Durante a aplicacdo das atividades verificamos muitas situacdes que levaram a crer que
a utilizacdo do GeoGebra contribuiu com o processo de aprendizagem das Integrais Multiplas,
permitindo que os alunos visualizassem os s6lidos e as regides de integracdo com maior clareza,
0 que possibilitou a transi¢do do registro grafico e ou analitico desse objeto matematico. As
distintas ferramentas desenvolvidas pelo GeoGebra tém a potencialidade de promover a
visualizacdo e, consequentemente, de proporcionar uma interpretacéo satisfatdria dos sélidos e
das regides de integracdo. Algumas passagens retiradas do diario de campo corroboram esta

conclusao:

A primeira atividade sobre as Superficies Quéadricas, levou os alunos a
visualizar com maior facilidade as interse¢des entre os planos construidos e as
superficies exploradas, pois podiam movimenta-las livremente. [...]. Ao
observar 0s monitores, pude perceber que muitos alunos respondiam as
perguntas da atividade somente observando a construcdo disponivel na tela do
computador (Diario de Campo, marco de 2017).

Observando os alunos desenvolverem as atividades sobre integrais duplas,
constatei que ao plotarem as regifes de integracdo no GeoGebra e seguirem
as perguntas da sequéncia, muitos apontavam com o dedo na tela do
computador o que era limite superior e inferior da integral. levando a crer que
conseguiam visualizar esses limites no registro gréafico feito no GeoGebra
(Diério de Campo, abril de 2017).

Observei muitos alunos usando ferramentas do GeoGebra que ndo foram
mencionadas na atividade e que eu ndo havia mencionado nas aulas.
Indagados porque estavam usando essas ferramentas, responderam que ficava
mais fécil de ver o que acontecia com a regido de integracdo, pois poderiam
girar a regido ou destaca-la, mudando a cor e aumentando o tamanho (Diério
de Campo, abril de 2017).

Podemos recorrer também ao questionario final aplicado aos alunos participantes ap6s
as atividades exploratorias terem sido concluidas. O objetivo desse questionario foi verificar as
opinides dos alunos relativas as contribuices da sequéncia didatica proposta, com a auxilio do
GeoGebra, para os processos de aprendizagem de Integrais Multiplas. Destacamos a seguinte
pergunta: “Dentre os topicos de Integrais Mdultiplas explorados nas atividades, em quais e em
que aspectos a utilizacdo do software GeoGebra 3D contribuiu para sua aprendizagem de forma

significativa? Detalhe!” Consideramos relevantes a seguintes respostas:
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No geral contribuiu muito porque deu para ter uma visao melhor dos gréaficos
utilizados no célculo (Aluno 2, Questionario Final, abril de 2017).

O GeoGebra ajudou a visualizar as imagens para montar as integrais (Aluno
5, Questionario Final, abril de 2017).

Principalmente na visualizagdo do sélido, mas também nas funcbes do
software de visualizar as interse¢des (Aluno 8, Questionario Final, abril de
2017).

Contribuiu em visualizar o que é preciso para calcular as integrais, auxiliando
nos limites com curvas e nas respectivas interse¢fes (Aluno 11, Questionario
Final, abril de 2017).

Na utilizacdo da janela 3D e no plano xy que nos fazia enxergar melhor o
solido (Aluno 12, Questionario Final, abril de 2017).

Possuia muita dificuldade de visualizacéo dos sélidos, com o0 GeoGebra obtive
melhores resultados (Aluno 15, Questionario Final, abril de 2017).

Principalmente na visualizacdo dos sélidos. Quais funcbes estavam nos
limites (Aluno 17, questionario final, abril de 2017).

Podemos observar que a palavra visualizagdo aparece em grande parte das repostas dos
alunos e também em muitas anotacdes relatadas no diario de campo. E importante ressaltar que

[3

o termo ‘“visualizacdo” emergiu naturalmente nas respostas dos alunos e nos relatos do
pesquisador, 0 que nos permite considerar que a visualizacdo com auxilio do GeoGebra nos
processos de ensino e aprendizagem de Integrais Multiplas pode ser interpretada nas seguintes

perspectivas:

- 0 GeoGeobra, com seus recursos e ferramentas, possibilitou plotar regides de integracéo tanto
emR? quanto em R*, o que seria quase impossivel usando somente lapis e papel. Logo, contribui
para que aspectos visuais das regifes de integracdo, muitas vezes inacessiveis, pudessem ser

realcados e explorados;

- a visualizacdo ¢é parte da atividade matematica (BORBA e VILLARREAL, 2005), e
possibilita que conceitos importantes abordados nos processos de ensino e aprendizagem de
Integrais Mdltiplas como: funcdes de integracdo, regides do tipo I ou do tipo Il e fungbes que
compdem limites de integracdo tornem-se mais evidentes a partir da representagdo grafica

realizada por meio do GeoGebra;

- a representacdo visual pode transformar o entendimento de conceitos matematicos (BORBA

e VILLARREAL, 2005). Logo, consideramos que as representac@es das regides de integracao,
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visualizadas com auxilio do GeoGebra, facilitou a constru¢do do conhecimento de Integrais

Multiplas pelos alunos.

5.3.2. O GeoGebra e 0s Registros de Representacdes Semidticas

Este eixo estd embasado em Duval (2011), que argumenta que os computadores,
juntamente com seus softwares, apresentam um outro modo de produzir representacdes. Nesta
pesquisa, utilizamos o GeoGebra para plotar inimeros graficos no plano e no espago
tridimensional, que foram explorados no desenvolvimento dos processos de ensino e de
aprendizagem de Integrais Duplas e Triplas. De tal procedimento emerge a representacédo
grafica de Integrais Mdltiplas, a qual se revelou indispensavel para o desenvolvimento dos
processos de ensino e aprendizagem de nosso objeto de estudo.

Para Duval (2009), os registros de representacGes semidticas de objetos matematicos
permitem a compreensdo cognitiva destes. Mas para ele hd uma enorme dificuldade de
compreensdo quando necessitamos representa-los. No caso das Integrais Multiplas,
consideramos diversos registros que demandam um grau de dificuldade enorme, quando se
utiliza a midia papel e lapis. Portanto, uma simples equacdo de uma superficie pode requerer
um registro grafico no espaco complexo e / ou impossivel de ser desenhado sem recursos
computacionais. Este fato acarreta uma dificuldade na transicdo semidtica associada ao tema, 0
que pode comprometer a compreensao de Integrais Multiplas. A utilizagcdo do GeoGebra para
produzir essas representacOes apresentou-se como como uma maneira de evocar objetos
matematicos relacionados a Integrais Multiplas de dificil acesso, coadunando com a visao de
Duval (2011), na qual as representacGes possuem o papel de evocar o que se apresenta ausente:
0 objeto.

Durante a pesquisa, principalmente nos momentos de execucdo das atividades, e,
consequentemente, de coleta de dados, percebemos como o GeoGebra proporcionou uma
facilidade e contribuiu para agilizar a producéo de registros graficos. Ja na analise dos dados
verificamos que os registros realizados por meio do Geogebra realmente possibilitaram o acesso
de informacdes aparentemente ausentes, para expressar as Integrais Mdltiplas. Os relatos

seguintes, extraidos do diario de campo, corroboram esta afirmacéo:

Muitos alunos ao executarem as atividades exploratorias se mostraram
impressionados com os graficos que estavam criando no GeoGebra. Pude
ouvir muitos comentarios sobre como era facil plotar os graficos e da rapidez



147

que eram feitos. O resultado na tela do computador deixava os alunos
eufdricos e motivados a continuarem as atividades. Muitos relatavam que se
fossem desenhar & m&o, ndo sabiam nem por onde comegar (Diério de Campo,
marco de 2017).

As atividades sobre integrais duplas foram bastante satisfatorias, pois pude
perceber que 0 GeoGebra ajudou muito no esboc¢o dos graficos e superficies.
Muitos alunos comentaram durante as atividades, que fazer os gréaficos com o
computador ajuda bastante e se podiam sempre fazer assim. Percebi que as
ferramentas que o software possui estavam sendo usadas e permitindo que
muitos explorassem as regides de integracdo com maior facilidade (Diario de
Campo, abril de 2017).

Observando a execugédo das atividades de integrais triplas percebi como o
GeoGebra ajudava na construcdo das superficies no espaco tridimensional,
rapidamente os alunos estavam com o desenho em sua frente na tela do
computador e podiam fazer as analises que a sequéncia didatica exigia. (Diario
de Campo, maio de 2017).

A opinido dos alunos participantes também vai ao encontro do que identificamos em
relacdo a facilidade e agilidade para plotar as representagdes graficas realizadas com o auxilio
do GeoGebra, além da possibilidade de obter informacdes para expressar as Integrais Mdltiplas.
Uma pergunta comtemplada em nosso questionario final possibilita interpretar a posi¢do dos
alunos sobre esse aspecto. Ressaltamos as seguintes respostas dos alunos para a pergunta: “A
utilizacdo do GeoGebra 3D, em algum momento da realizacdo das atividades, causou certos

entraves / dificuldades para sua aprendizagem nos contetidos de Integrais Multiplas? ”

N&o, nenhuma. O software € muito bom, ajudou muito a entender as regides
de integracdo (Aluno 2, Questionario Final, abril de 2017).

Ndo tive dificuldades. Facilitou desenhar os graficos e expressar as integrais.
A simplicidade de escrever a equacdo e desenhar o grafico € bom demais
(Aluno 7, Questionario Final, abril de 2017).

O GeoGebra ndo causou entrave. Na verdade, facilitou fazer os graficos e
também as integrais (Aluno 10, Questionario Final, abril de 2017).

Nao. Ficou muito mais facil desenhar os sélidos com o GeoGebra. Foi muito
tranquilo, o programa tem muita coisa legal que facilita a gente entender
(Aluno 13, Questionario Final, abril de 2017).

E importante salientar que os registros graficos, realizados por meio do GeoGebra, nio
podem ser considerados como um novo tipo de representacdo semiotica, uma vez que, segundo
Duval (2011), as representacbes que o software exibem sdo as mesmas que podem ser

produzidas a méo. Entretanto, ressaltamos a potencialidade do GeoGebra para producdo e
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interpretacdo das representacfes no registro grafico, especialmente das superficies mais
complexas.

Analisando as atividades propostas e executadas com o auxilio do GeoGebra, a luz dos
conceitos da Teoria dos Registros das Representagdes Semidticas, observamos varios pontos
relevantes no que tange os processos cognitivos relacionados ao conhecimento matematico. O
GeoGebra, como ja falamos, produz as representacdes graficas com rapidez e facilidade, mas
suas caracteristicas de representar graficos na janela 2D ou 3D, a possibilidade de exibicdo de
objetos na janela algébrica e, acima de tudo, a suas ferramentas, trazem a capacidade de
potencializar os processos de aprendizagem. Nossas atividades exploraram bastante um topico
que Duval (2011) aponta como desconstru¢do dimensional, ou seja, a capacidade de ver que

uma figura de dimensdo nD pode ser decomposta em outra de dimensdo (n—1)D .

No desenvolvimento das atividades verificamos que em varios momentos os alunos
tiveram a oportunidade de trabalhar esse tipo de operacdo figural, principalmente na analise das
regides de integracdo, tanto para Integrais Duplas ou Triplas. Em Integrais Duplas, a regido de
integracdo plotada na dimensao 2D é geralmente analisada na dimensdo 1D, através das retas,
curvas e intersecdes que determinam os limites de integracdo. Para as atividades envolvendo
Integrais Duplas, percebemos que cerca de 65% dos alunos participantes conseguiram
compreender e mobilizar informagOes ao executar esse tipo de operagdo figural. O que
possibilitou que as regides de integracdo pudessem ser explicitadas no registro algébrico com
maior facilidade. J& nas Integrais Triplas, a regido de integracao se localiza na dimensdo 3D,
mas parte da analise dessa regido se da na dimensdo 2D, atraves das intersecdes das superficies

com o plano Xy, ou a projecédo das intersecdes neste plano. Cerca de 55% dos participantes da

pesquisa conseguiram, nas atividades envolvendo Integrais Triplas, transitar entre as dimensoes
envolvidas de maneira satisfatoria, expressando as integrais corretamente.

Para Duval (2011, pag. 87), “ver geometricamente uma figura ¢ operar uma
desconstrucdo dimensional das formas que reconhecemos imediatamente em outras formas que
ndo enxergamos a primeira vista”. Nossas atividades elaboradas por meio de sequéncias
didaticas contribuiram para que 0s alunos observassem a atividade de desconstrucao
dimensional das regides de integracdo, o que se apresentou como uma mobiliza¢do cognitiva
importante para expressar as Integrais Multiplas por meio de outras representacdes. Este
processo fica bastante evidente quando usamos as ferramentas existentes no GeoGebra. O

quadro 32 possibilita visualizar essa desconstru¢do dimensional.
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Quadro 32 — Desconstrugdo dimensional de regides de integracao

Desconstrugéo figural de uma Regiéo de Integracdo na dimenséo 2D

| Ly
Regido de Integracao

[
i |
Regdote mxa;a:

—— e - —
14 0 1113 ] | § f

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

Tal operacdo importante permeou, frequentemente, as atividades propostas durante sua
execucdo. Duval (2011) considera que a operacdo essencial as figuras geometricas ndo é
essencialmente a sua construgdo, mas sim, a desconstrucdo dimensional de todas aquelas que
sdo construidas instrumentalmente ou com o auxilio de um software. Assim, entendemos que
tal consideracdo apontada por Duval coaduna com o que observamos durante a analise das
atividades. A desconstrucdo das regifes de integracdo apresentou-se de maneira intensa e como

uma operacdo fundamental na construcdo das Integrais Multiplas.
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Os conceitos importantes como as operagdes de Tratamento e Conversao seréo tratados
mais adiante, pois aparecem em nossa pesquisa em destaque, e por bem, consideramos melhor

classifica-los como eixos / categorias de analise.

5.3.3. A guestdo da potencializacdo da operacao de tratamento

Como dissemos no fim do Gltimo tépico, a operacdo de tratamento sera um dos nossos
eixos / categorias de andlise, pois observamos, durante a descricdo e analise das atividades
aplicadas, grande evidéncia de caracteristicas relacionadas ao tratamento. A operacdo de
tratamento no contexto da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica consiste em uma
mobilizacdo cognitiva que busca transformar uma representagdo em outra, porém dentro do
mesmo registro, ou seja, € uma transformacdo interna de um registro (DUVAL, 2012).

Em nossas atividades, a operacdo de tratamento se destaca constantemente, tanto no
ambito do registro algébrico, quanto no registro grafico. Em todas as atividades exploratdrias
aplicadas, a operacéo de tratamento esteve presente. No que tange as representagdes no registro
grafico, podemos perceber que o software usado propicia uma potencializacdo para estas
operacdes, devido as ferramentas disponibilizadas. O GeoGebra permite manipular facilmente
0s objetos graficos tanto em sua janela de exibi¢do 2D como na janela 3D. A possibilidade de
mover, aumentar ou diminuir, girar, tracar planos, determinar intersec6es, destacar regifes ou
superficies e muitas outras dentro do registro grafico impulsiona operagdes cognitivas
consideraveis que sem o auxilio do software seria quase impossivel.

Diante dessas possibilidades, Duval (2011, p.137) aponta para um “modo
fenomenoldgico de produgdo radicalmente novo, fundamentado na aceleracdo dos
tratamentos”. Esta aceleragdo e capacidade de producdo e transformacgao de representagcdes no
registro grafico, com o uso do GeoGebra, propiciou um ambiente grafico muito fértil para
desenvolvimento e estudo de Integrais Multiplas. De fato, para Henriques et al. (2007, p. 70)
“a escolha de um registro de representacdo adequado pode favorecer o tratamento”.

Em nossa primeira atividade, podemos observar que essa operagdo foi bastante
explorada. Os alunos construiram Superficies Quéadricas e planos paralelos aos planos
coordenados, e encontraram as intersecdes entre eles. Verificamos que cerca de 80% das
operagdes de tratamento, exigidas nessa atividade, com o auxilio do registro gréafico, foi

realizada com sucesso pelos alunos. Para isso, distintas ferramentas do GeoGebra foram
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utilizadas, o que possibilitou aos alunos moverem os planos, e destacarem as intersegoes,
mobilizando a criacdo de novos registros graficos, a partir dos outros ja criados. Tudo isso, feito
de forma répida e com facilidade, destacando operagdes de tratamento importantes para o
processo de aprendizagem.

Nas atividades voltadas para as Integrais Duplas e Triplas, a operacdo de tratamento se
mostrou presente, principalmente na determinacdo de regides de integracdo. As atividades que
elaboramos possibilitaram a determinacao destas regides por parte dos alunos com o auxilio do
GeoGebra. Logo, a utilizacdo das ferramentas disponiveis no GeoGebra possibilitou a
transformacéo de representagdes no interior de um mesmo registro, bem como a obtengéo de
informagdes importantes para a construcdo das integrais. Observamos que aproximadamente
68% dos participantes realizaram as operacdes de tratamento com éxito nas atividades
exploratorias de Integrais Duplas e 60% nas atividades exploratorias de Integrais Triplas.

Estes novos registros graficos levaram, por exemplo, a determinar a ordem de integracéo
que depende diretamente de como visualizamos a regido de integracdo. O software permite girar
e mover esta regido (janela de visualizacdo 2D) e determinar a ordem de integracao e,
consequentemente, as funcdes que serdo os limites das integrais. Permitiu, também, determinar
as fungdes de integracdo, que geralmente limitam o solido superiormente e nem sempre sdo de
facil identificagcdo (janela de visualizagdo 3D). Com a operacdo de tratamento no registro
grafico, podemos explicitar as especificidades das regifes de integracdo e utiliz-las na
construcdo das Integrais Multiplas. Para Duval (2011), a escolha de um registro de
representacdo adequado para expor 0s conceitos de um objeto matematico pode favorecer a
operacdao de tratamento. Entendemos que os registros construidos por meio do GeoGebra,
durante a execucdo das atividades exploratorias, possibilitaram a exploracdo deste tipo de
operacdo, evidenciando informacg6es importantes para expressar as Integrais Multiplas. Uma

sintese da operacéo de tratamento no registro grafico pode ser apreciada no quadro 33.



152

Quadro 33 — Operagdes de tratamento no registro gréafico

Sélido gerado para construcao de uma Integral dupla

Solido gerado para construcao de uma Integral Tripla

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

A operacdo de tratamento também se fez presente nas resolugdes das atividades. A
manipulacdo algébrica se mostrou tdo necessaria como a manipulacdo grafica, que foi bastante
explorada com o auxilio do GeoGebra. Para este tipo de operagdo de tratamento, verificamos
que pouco mais de 45% dos participantes tiveram éxito em sua execu¢do. Em muitas passagens
das atividades, propusemos aos alunos que justificassem algebricamente o que estavam
visualizando na tela do computador, e, para isso, foi necessario trabalhar com o registro
algébrico. Para determinar pontos de intersecdo entre curvas, a equagao de uma curva resultante
da intersecdo de duas superficies ou a resolu¢do de uma integral dupla ou tripla exigiram uma
transformacéo de registros, mas sempre permanecendo no registro algébrico. Ressaltamos que,
apesar do GeoGebra possuir uma janela de visualizacdo algébrica, ndo nos interessamos pelo
que é produzido por ela, pois muitas vezes o0s registros algébricos (equac@es) se apresentam de

forma parametrizada, fugindo aos objetivos de nossa pesquisa.
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5.3.4. A necessidade da operacdo de conversao para o ensino e aprendizagem de

Integrais Multiplas

A Teoria dos Registros das Representaces Semidticas destaca a operagdo de conversao.
Para Duval (2011), esta operacdo se caracteriza pela mudanca de registros, desde que o objeto
matematico seja 0 mesmo.

Nesta perspectiva, podemos observar que existe uma forte relacdo entre o0s
procedimentos adotados para expressar as Integrais Multiplas e a operacdo de conversdo da
Teoria de Duval. Observamos que é necessario transitar, quase que frequentemente, entre 0s
registros graficos e algébricos, ou seja, € necessario explorar essas representacfes para que
possamos mobilizar conhecimentos necessarios para construirmos as integrais. Duval (2011)
relata que do ponto de vista cognitivo, é importante que possamos reconhecer objetos
matematicos por meio de mdultiplas representacdes ou manifestacbes possiveis.

Para o estudo de Integrais Multiplas, consideramos que as transicdes entre as
representacdes nos registros graficos e os registros algébricos sdo primordiais. A tarefa de
realizacdo da conversdo entre estes registros de representacbes nem sempre é fécil,
principalmente da representacdo no registro grafico para o algébrico (escrito analiticamente, e
vice-versa. Este fato vai ao encontro das ideias de Duval (2009, p. 63) o qual assegura que “a
conversdo das representagdes semioticas constitui a atividade cognitiva menos espontanea e
mais dificil de adquirir para a grande maioria dos alunos”. Para a maioria dos registros graficos,
como ja é sabido, usamos o software GeoGebra. Portanto, as atividades que elaboramos, através
de sequéncias didaticas, permitiram transitar entre estas formas de representacdo de nosso
objeto matematico, destacando as operacdes de conversdo existentes no estudo de Integrais
Multiplas e possibilitando que as especificidades de cada representacdo fossem bem
descriminadas.

Nas atividades sobre Integrais Duplas criamos, a principio, uma sequéncia didatica na
qual, dadas as funcdes (expressas algebricamente) que compdem uma regido limitada no plano
R?, era solicitado que os alunos plotassem seu grafico com o auxilio do GeoGbra e, através de
perguntas especificas, realizassem o0s registros algébricos de maneira analitica, podendo
finalmente construir a integral dupla, outro registro algébrico do objeto matematico em estudo.
Verificamos que cerca de 55% dos alunos conseguiram transitar entre as representacdes nos
registros especificados nestas atividades. As integrais duplas construidas por estas sequéncias

tinham como objetivo calcular a area dessas regides.
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Observamos que a conversdo das representacdes no registro grafico para o algébrico,
realizado de forma analitica da regido de integracdo, mobiliza novos conhecimentos para
entender e descrever esta regido. A possibilidade de expressa-la de uma forma diferente coloca
em correspondéncia todas as suas unidades significantes elementares, constituidas de cada um
dos registros (DUVAL, 2009). Além deste fato, a conversdo entre as representaces dos
registros movimenta um passo muito importante na construcdo das Integrais Mdltiplas,
possibilitando a organizacdo das informacGes algébricas a partir de registros graficos. Isto
permite encontrar os limites da regido de integracao e assim expressar a integral dupla. Duval
(2009) aponta que o uso de varios sistemas semioticos de representacdo é indispensavel para a
realizacdo de necessérias atividades cognitivas na construcdo conceitual de um objeto
matematico. O quadro 34 representa as mobilizacdes de registros esperadas para uma sequéncia

didatica das atividades aplicadas.

Quadro 34 — RepresentacOes usadas para construcéo de Integrais Duplas

Expressoes
X=Yy°
Algébricas
(dadas X=
inicialmente)
Representacao no Registro Gréafico
Regide de Integragio 3
Representacdes

dos registros Representacdo no Registro Algébrico (escrito de maneira analitica)

R:{(x,y)|0£xs4,—\/;s ys\/;}

Integral Dupla (area da regiao)

A= I:J’_f;dy dx

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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A outra sequéncia que elaboramos, relacionadas as integrais duplas, visa construir uma
integral para céalculo do volume de um solido. Para isso, sdo dadas as expressdes algébricas que
compdem o sélido em R*e solicitado o registro grafico deste sélido. As atividades propostas
nesta sequéncia didatica possibilitam construir as representacGes algébricas, de forma analitica
e, consequentemente, expressar a integral dupla para céalculo do volume. Nesta atividade,
percebemos que, aproximadamente, 57% dos participantes conseguiram expressar os diferentes
registros necessarios. Percebemos que, para o estudo das Integrais Multiplas, a mudanca de
representacdes permite estabelecer significados variados do que € representado graficamente,

como pode ser apreciado na sintese realizada no quadro 35.

Quadro 35 — Representacdes usadas para construcéo de Integrais Duplas

Expressoes
Algébricas
(dadas
inicialmente)
Representacdes Representacdo no Registro Algébrico (escrito analiticamente)
dos registros O solido esté sob o gréafico da funcéo:
z=—x>+3
E acima da regido
R:{(x,y)l—\/§$xs\/§,—2£y$2}
Integral Dupla (Volume do s6lido)
V= I J_J' —x? +3 dy dx

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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Elaboramos outra sequéncia didatica em que a mobilizacdo dos registros das
representacfes ocorreu por meio de um caminho contrario do que estdvamos operando nas
sequéncias anteriores. Esta sequéncia estava baseada em desconstruir uma integral dupla ja
dada, com seus limites e ordem de integragdo. Nesse sentido, dada uma integral dupla que
representa um volume de um sélido, podemos obter os registros algébricos desta superficie e,
consequentemente, determinarmos o sélido que originou a integral dupla inicial. Converter as
representacdes dos registros fazendo o caminho contrario ao habitual no estudo de Integrais
Mdltiplas movimenta uma coordenacdo de elementos matematicos que propicia a busca da
compreensdo das atividades congénitas existentes. Estas representagdes podem ser apreciadas

por meio do quadro 36.

Quadro 36 — Integral Dupla e representacfes usadas para construcao do sélido

Representacdo no Registro Algébrico

2 pa-x®
Vv :LLW(_XZ —y? +4) dy dx

Representacdo no Registro Algébrico (escrito analiticamente)

O solido esté sob o grafico da fungdo

2=-X"—y +4

Representagoes E acima da regido

D:{(X’Y)|—2SXS2,— 4-x° SyS\M—xz}

dos registros

Representacdo no Registro Grafico

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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Com relacdo a operagdo de conversdo, as atividades propostas para o contetudo de
Integrais Triplas possibilitaram observar os mesmos processos de mudanca de representacfes
de registros, além da mobilizacdo de conteddos matematicos, mas agora com uma
especificidade diferente, a regido de integracéo esta localizada em R*. Os procedimentos usados
foram os mesmos, uma sequéncia didatica que possibilita obter informacfes necessarias para
transitar entre os registros gréaficos e algébricos e construir uma integral tripla para o calculo
do volume do sélido. O caminho contrario também foi explorado, do mesmo modo que fizemos
para as Integrais Duplas. As conversdes entre as representacdes semidticas realizadas nas

atividades relacionadas as Integrais Triplas sdo sintetizadas no quadro 37 e 38.

Quadro 37 — RepresentacOes usadas para construcdo de Integrais Triplas

Expressoes v yz _4
Algébricas .
(dadas Z+X°+y =4
inicialmente) z=6
Representacdo do Registro Gréafico
Representacdes Representacdo do registro Algébrico (escrito analiticamente)

dos registros
R:{(x,y,z)|—2£x£2,— 4-x*<y< 4—x2,4—x2—y2$236}

Integral Dupla (Volume do Sdlido)

V = j_zz J'j/?_; 46—x2—y2 dz dy dx

Fonte: Dados do pesquisador (2017)
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Quadro 38 — Integral Tripla e representacGes usadas para construcao do sélido

Representacdo no Registro Algébrico

[LJf aeay e

Representacdo no Registro Algébrico (escrito analiticamente)

R:{(xy,2)|2<x<2,xX’* <y<4,4-y<z<0}

Representacdes

dos Registros Representacdo no Registro Gréafico

Fonte: Dados do pesquisador (2017)

A guisa de conclusdo deste capitulo, acreditamos na perspectiva de Duval (2009) que
“a atividade de conversdo ¢ menos imediata e menos simples do que se tende a crer”. Os
proprios contetdos de Caélculo de Varias Variaveis, especialmente de Integrais Duplas, sdo
complexos, o que requer a mobilizacdo de distintos conceitos no desenvolvimento de seus
processos de ensino e de aprendizagem. Apesar desta complexidade, consideramos que o
desenvolvimento de sequéncias didaticas que contemplam atividades que possibilitam a
realizacdo de conversdo, entre as distintas representacdes das Integrais Multiplas, podem
contribuir com uma aprendizagem significativa dos alunos. A analise de dados de nossa

pesquisa revelou que uma parte consideravel dos alunos realizou, satisfatoriamente, a transicéo
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entre pelo menos dois registros de representacdo semiotica de Integrais Multiplas, o que permite

considerar que houve compreensdo do conteido em estudo.
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CONSIDERACOES FINAIS

O que o pesquisador acredita ser a Matemaética e a Educacdo Matemaética e seu
entendimento de conhecimento e de como ele é produzido (ou transmitido, ou
descoberto) sdo fundamentos que influenciam diretamente os resultados da
pesquisa.

Araljo & Borba (2017)

No desenvolvimento da presente pesquisa, descrevemos inicialmente as inquietacfes
vivenciadas pelo pesquisador em sala de aula quanto ao ensino e aprendizagem do Calculo de
Varias Variaveis, mais precisamente, abordamos o contetdo de Integrais Multiplas. A seguir,
relatamos de forma sucinta a Histéria do Célculo e as dificuldades encontradas em relacdo a
sua pratica de ensino e a sua aprendizagem. Mais adiante, fizemos um panorama histérico do
uso das tecnologias no cenario educacional e aprofundamos no ambito da Matematica.
Destacamos 0 uso das TICEM — Tecnologias da Informagdo e Comunicacdo na Educacéo
Matematica, dentro do Célculo de Vérias Variaveis, enfatizando o nimero escasso de pesquisas
existentes. A seguir, tocamos na questdo da visualizagdo proporcionada pelo uso das TICEM
baseando-nos na visdo de alguns pesquisadores da Educacdo Matematica. Por fim, descrevemos
a Teoria dos Registros das Representacdes Semidticas de Raymond Duval, uma teoria que se
apresentou importante em nosso trabalho.

Diante das inimeras leituras e, principalmente, da motivacdo nascida das situacdes

vivenciadas em sala de aula como professor, a seguinte questdo de investigacao foi investigada:

Quais sdo as possiveis contribuicdes de sequéncias didaticas com a
utilizacéo do software GeoGebra 3D para a aprendizagem de

Integrais Multiplas no Célculo de Varias Variaveis?

Para tentar responder tal questdo norteadora, alguns objetivos e tarefas foram levantados
que, por meio de nossa metodologia utilizada, acreditamos terem se mostrado plenamente
alcancaveis.

No que tange a revisdo de literatura, nossas leituras e discussdes iniciais foram
direcionadas para um panorama geral do uso de tecnologias na Educacéao ao longo do tempo e,
posteriormente, afunilamos para o &mbito da Matematica, evidenciando o Célculo de Varias

Varidveis. Procuramos investigar pesquisas relacionadas ao conteudo de Integrais Multiplas
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amparadas pelo uso das TICEM. Dentre os poucos trabalhos elencados, apenas um abordou o
uso de tecnologias e Integrais Multiplas e os demais apresentaram contetdos variados
relacionados ao Calculo de Vérias Variaveis. Mesmo diante dessa perspectiva escassa, pudemos
refletir e encontrar contribuicdes e elementos relevantes que acenaram para a possibilidade do
uso de softwares para o ensino de Integrais Multiplas. A questdo da visualizacdo proporcionada
pela pratica do uso de tecnologias se mostrou evidente em diversos trabalhos pesquisados e,
assim, levou-nos a dedicar um momento para tal discussdo importante para a pesquisa
desenvolvida.

A seguir, ainda com relacdo ao nosso referencial tedrico, descrevemos a Teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica de Duval, que se mostrou a principal referéncia para
nosso trabalho. Salientamos pontos importantes dessa concepg¢do teorica, desde de conceitos
preliminares como a origem da teoria, até especificidades e perspectivas que achamos
relevantes para nossa pesquisa. Essa teoria funcionou como uma “lente” para analisarmos os
dados colhidos na pesquisa de campo, por meio das Atividades Exploratorias.

Apos o trabalho de fundamentacdo tedrica da pesquisa, partimos para a pesquisa de
campo, na qual elaboramos e aplicamos 3 (trés) Atividades Exploratorias, apoiadas em
sequéncias didaticas, relacionadas a Superficies Quadricas, Integrais Duplas e Integrais Triplas.
Contamos com participagéo de cerca de 29 (vinte e nove) alunos matriculados na disciplina de
Calculo 111 do curso de Engenharia Elétrica da Faculdade Pitagoras, Unidade Betim — MG.
Utizamos o software GeoGebra 3D como uma ferramenta auxiliar na execucéo das atividades.
As atividades possibilitaram explorar conceitos relativos a construcdo de Superficies Quadricas
e as intersecdes geradas entre planos paralelos aos planos coordenados e as superficies, bem
como explorar a construgdo de regides de integracdo em R? e R3, para Integrais Duplas e
Triplas, além da montagem dessas integrais para calculo de areas e volumes.

Depois de termos obtidos diversos dados, partimos para a sua descri¢do e analise, a fim
de identificar quais as possiveis contribuicGes de sequéncias didaticas com a utilizacéo do
software GeoGebra 3D para a aprendizagem de Integrais Multiplas. Dessa forma, podemos
observar que os dados colhidos e analisados apontaram respostas substanciais a questao

levantada.

Apontamos assim, quatro possiveis categorias de contribuicdes, a guisa de obter um

conjunto de respostas a nossa questdo de investigacao:
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- O papel da visualizagdo com o auxilio do GeoGebra na aprendizagem de Integrais

Multiplas

Em nossa pesquisa, a visualizagdo proporcionada pelo GeoGebra se mostrou um
componente indispensavel para os processos de construgdo dos principais conceitos e
propriedades de Integrais Mdltiplas. Ficou evidente que as propriedades que o GeoGebra
possui, como a facilidade de manuseio e as suas inUmeras ferramentas, ajudaram muito para
que pudéssemos observar e explorar conceitos visuais. Possibilitaram também que aspectos
contidos na construgdo de graficos no plano e no espaco pudessem ser melhor compreendidos.
As chamadas regides de integracdo essenciais na construgdo de Integrais Multiplas ganharam
dinamicidade, o que acarretou na possibilidade de explorar caracteristicas visuais inacessiveis
em desenhos feitos por meio de papel e lapis. Diante desse fato, acenamos para a perspectiva
de explorar regides de integracdo muito mais complexas do que as que abordamos na pesquisa.

Observamos durante a aplicagdo das Atividades Exploratorias e também durante a
analise dos dados colhidos, que aspectos ligados a visualizacdo favoreceram a aprendizagem
de Integrais Multiplas, pois viabilizaram o processo de criacdo, interpretacéo e reflexao sobre
os gréaficos criados no GeoGebra, permitindo descrever e analisar informacdes e ideias antes
desconhecidas. E importante frisar que tal concepgdo ndo garante uma aprendizagem em sua
totalidade, mas acreditamos que potencializa os processos, tanto de ensino como de
aprendizagem.

Ficou evidente também que existem individuos que apresentam uma facilidade de
entender e interpretar aspectos visuais graficos e que outros, nem tanto. Dessa forma, a
utilizacdo da visualizagdo ndo pode ser entendida como um processo comum e similar para
todos os individuos nos processos de ensino e aprendizagem. Cada um possui suas
particularidades e experiéncias proprias diante dos contetdos de Matematica e isso ndo foi
diferente em relacdo aos contetdos abordados nessa pesquisa.

Outro aspecto importante foi que as atividades ligadas a exploracdo de caracteristicas
visuais sdo melhor aproveitadas e adquirem maiores potencialidades quando guiadas pelo
professor ou por uma sequéncia didatica. Em nosso caso, usamos sequéncias didaticas para
construir e interpretar regides graficas usadas em Integrais Multiplas. Dessa forma, foi possivel
guiar os estudantes durante as atividades, levando-os a explorar recursos do software,

destacando as especificidades visuais dos graficos criados.
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Contudo, 0 uso do GeoGebra nessa pesquisa oportunizou momentos relevantes aos
processos de ensino e aprendizagem de Integrais Multiplas, apoiados em aspectos ligados a
visualizacdo. Defendemos que essa experiéncia possa se tornar uma opc¢do pedagdgica frente
as préaticas tradicionais dos professores de Calculo, principalmente, no ensino de Calculo de
Vaérias Variaveis.

- O GeoGebra e os Registros de Representagdes Semioticas

Essa categoria de analise apresentou a possibilidade de aliar o uso do software
GeoGebra a construcdo de registros de representacdo semiotica, principalmente registros
graficos, usados na construcdo das Integrais Multiplas. Novamente o GeoGebra se mostrou
eficiente na criacdo desses graficos, exibindo caracteristicas importantes e bastante usuais, que
viabilizaram o processo de construcao desses registros.

Salientamos que os registros obtidos com o auxilio de softwares ndo representam um
novo registro de representacdo (DUVAL, 2011). Nessa perspectiva, concordamos com o autor
no que tange a construcdo das regides de integracdo para as Integrais Multiplas, exigidas em
nossas Atividades Exploratorias. Muitas representagdes graficas usadas para desenvolver essas
Integrais podem ser feitas & mdo no papel, sem perder especificidades e informacGes
importantes; mas, entendemos que o GeoGebra, exibindo as mesmas representagdes feitas no
papel para uma compreensao visual, permitiu exibi-las com maior facilidade e com maior
clareza de detalhes. O recurso computacional utilizado possibilitou sair de uma representacéo
estatica (papel e lapis) para um tipo de representacdo dindmica o que, em nosso caso, permitiu
explorar as representacdes de outras maneiras, apresentando bons resultados em termos de
aprendizagem.

Outro aspecto da teoria de Duval, referente a construcao de registros de representacoes
que evidenciamos, estd relacionado a capacidade do GeoGebra de proporcionar uma
desconstrucdo dimensional, muitas vezes necessaria para 0 entendimento de Integrais
Multiplas. Essa desconstrucdo dimensional leva a uma mobilizacdo de informac@es contidas
nas regides de integracdo, importantes para a construcdo das integrais. Verificamos que as
ferramentas do GeoGebra possibilitaram plotar registros, tanto nas janelas 2D como 3D e, 0
mais interessante, poder transitar entre essas janelas. Acreditamos que tal fato proporciona
explorar aspectos cognitivos importantes para o processo de aprendizagem.



164

Entretanto, deixamos claro que produzir as representacfes com o auxilio de um software
foi uma tentativa de mudanca de pratica de ensino, com o intuito de contribuir com a

aprendizagem, mas o “bom e velho papel e 1apis” ainda ¢ uma possibilidade didatica relevante.

- A questéo da potencializacdo da operacao de tratamento

As operacgOes de tratamento caracterizaram uma categoria de analise muito relevante
para a pesquisa, pois emergiram nitidamente por meio dos dados analisados. Por isso, apesar
do tratamento integrar a Teoria dos Registros das Representacdes Semidticas de Duval,
acreditamos ser importante dar um destaque especial a analise feita sob a ética desse conceito.

Em nossas Atividades Exploratdrias, destacaram-se o intenso uso das operacfes de
tratamento, tanto no &mbito algébrico quanto no &mbito grafico. Observamos que as atividades,
em forma de sequéncia didatica, e também o préprio conteldo de Integrais Multiplas
favoreceram a mobilizacdo de representacGes dentro de um mesmo tipo de registro, além do
software que utilizamos, que permitiu o trabalho com esse tipo de operacdo. Evidenciamos a
capacidade do GeoGebra em produzir inumeros registros graficos e uma poténcia de
tratamentos ilimitada. Quanto ao uso de softwares e as operacbes de tratamento,
compartilhamos os apontamentos de Duval (2011) ao argumentar que esses possuem a
capacidade de acelerar estas operagOes. Acreditamos que a possibilidade de dinamizar as
atividades de tratamento, principalmente para o0s registros graficos, acarretou ganhos
importantes na aprendizagem e também, possivelmente, para a pratica de ensino.

Entendemos que tal operagdo € uma das etapas essenciais na construgdo das Integrais
Multiplas e que, quando entendidas pelos estudantes, possibilita mobilizar cognitivamente
informacdes / conhecimento primordiais para a aprendizagem. Dessa forma, seria interessante
que os professores pensem em praticas de ensino que valorizem essa atividade, destacando as

potencialidades dos softwares frente as operac6es de tratamento.

- A necessidade da operacdo de conversao para o ensino e aprendizagem de Integrais

Multiplas

Essa categoria de analise relacionou-se com o0s processos de ensino e aprendizagem de
Integrais Multiplas, mais especificamente na perspectiva da necessidade de mudancas de

registros de representacGes. Essas mudancas de registros sdo imprescindiveis na tarefa de
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montagem das Integrais Multiplas, desde os limites de integragdo até os integrandos. Notamos
que existe uma grande dificuldade dos estudantes em transitar por alguns registros (grafico para
algébrico ou algébrico para grafico) na construcao de Integrais Multiplas.

Observamos que a atividade cognitiva de conversdo, ligada as representacdes
semioticas, pode ser mais explorada devido ao formato das atividades que aplicamos. As
sequéncias didaticas, com seu passo a passo, propiciaram a oportunidade de explorar a operagdo
de conversdo, atentando para os detalhes e informaces contidas em cada registro usado. 1sso
possibilitou percorrer um caminho entre os registros (conversdo) de modo que os estudantes
tivessem a possibilidade de compreender os aspectos cognitivos gerados em cada tipo de
representacéo.

Acreditamos que, nos processos de ensino e aprendizagem de Integrais Multiplas, a
atividade de conversdo muitas vezes nao ocorre como algo habitual e, assim, muitos estudantes
se encontram limitados a representar apenas uma forma de registro e, quando o fazem, muitos
n&o se atentam para a mobilizacdo de conhecimento que uma troca de registro pode gerar. Dessa
maneira, defendemos que a operagéo de conversdo se torna mais relevante para a aprendizagem
quando criamos possibilidades de explorar as particularidades existentes em cada registro.

Por fim, ressaltamos diversas possibilidades de pesquisas futuras, relacionando outros
contetdos do Célculo de Varias Varidveis a luz da Teoria dos Registros das Representacoes
Semioticas, como a investigacao de limites, continuidade e derivagéo de fungdes reais de varias
variaveis, além de Integrais de Linha e de Superficie, conceitos nos quais a utilizacdo de
tecnologias pode contribuir para reflexdes importantes da parte de professores-pesquisadores

do Ensino Superior, comprometidos com um ensino voltado para a aprendizagem.
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APENDICE 1: Atividade Exploratoria 1

Universidade Federal de Ouro Preto
Instituto de Ciéncias Exatas e Biologicas
Departamento de Educacdo Matematica

MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

Projeto: Discutindo o Ensino de Integrais Multiplas no Célculo de Vérias Variaveis:
contribuigdes do GeoGebra 3D para a aprendizagem

Pesquisador: Prof. Marcio Anténio Cometti

Orientador: Prof. Dr. Frederico da Silva Reis

ATIVIDADE 1: Construindo & Explorando as “Quadricas” no GeoGebra 3D

1.1. Construindo Paraboloides

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as intersecdes entre os planos perpendiculares

e o Paraboloide, a partir das representacdes graficas e algébricas no software GeoGebra 3D.
Sequéncia Didatica:
1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualizacéo 3D.

2 2
2) Vamos plotar o Paraboloide x: + y; = z no GeoGebra. Digite no campo de entrada:

XN2/4+y"2/9=z
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3) Vamos criar planos paralelos aos planos coordenados. Clique na janela 3D e no campo de
entrada crie o plano x =K, y =L, z= M. Automaticamente, na janela 2D controles

deslizantes seréo criados. Clique em OK.

4) Observe que a0 movermos o0s controles deslizantes, os planos mostram suas interse¢ées com

o Paraboloide.

5) Use a ferramenta Intersecdo entre duas superficie e responda: Geometricamente, o que é
cada intersecdo? (se necessario, clique com o botéo direito sobre o0 objeto de intersecdo e mude
Sua espessura e cor na opc¢ao propriedades. 1sso o deixara mais visivel). Responda as perguntas

abaixo, justificando algebricamente:

a) Intersecdes do Paraboloide com o plano x = K

b) Intersecdes do Paraboloide com o plano y = L:

c) Intersecdes do Paraboloide com o plano z = M:

1.2. Construindo Elipsoides

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as intersecfes entre os planos perpendiculares

e o Elipsoide, a partir das representacdes graficas e algébricas no software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualizagdo 3D.
2 2 2
2) Vamos plotar o Elipsoide ’1“—6 + y: + ;—5 = 1 no Geogebra 3D. Digite no campo de entrada:

XN2/16+y"2/4+272/25=1

3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique na janela 3D e em campo de
entrada crie os planos x = D, y = E, z = F. Veja que automaticamente na janela 2D controle

deslizantes sdo criados. Clique em OK.
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4) Observe que ao movermos os controles deslizantes, os planos mostram as intersecdes dos

mesmos com o Elipsoide.

5) Use a ferramenta interse¢do entre duas superficie e responda: Geometricamente, o que é
cada intersecdo? (se necessario clique com o botdo direito sobre o objeto de interse¢do e mude
sua espessura e cor, na opcao propriedade. Isso o deixard mais visivel. Responda as perguntas

abaixo, justificando algebricamente.

a) Intersecdo do Elipsoide com o plano x = D:

b) Intersecdo do Elipsoide com o plano y = E:

c) Intersecdo do Elipsoide com o plano z = F:

1.3 Construindo Hiperboloides

Ojetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as intersecdes entre os planos perpendiculares e

o0 hiperboloides, a partir das representacdes graficas e algébricas no software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualizagéo 3D.

2
2) Vamos plotar o Hiperboloide x:+ y? —z2 = 1 no Geogebra 3D. Digite no campo de

entrada;
XN2/4+yN2-27\2=1

3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique a janela 3D e em campo de
entrada crie os planos x = D, y = E, z = F. Veja que automaticamente na janela 2D controles

deslizantes séo criados. Clique em OK.

4) Observe que ao movermos os controles deslizantes, os planos mostram as intersecdes dos

mesmos com o hiperboloide criado.
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5) Use a ferramenta interse¢do entre duas superficie e responda: Geometricamente, o que é
cada intersecao? (se necessario cligue com o botdo direito sobre o objeto de intersecdo e mude
sua espessura e cor, na opcao propriedade. 1sso o deixara mais visivel. Responda as perguntas

abaixo, justificando algebricamente.

a) Intersecdo do Elipsoide com o plano x = D:

b) Intersecdo do Elipsoide com o plano y = E:

c) Intersecdo do Elipsoide com o plano z = F:

1.4. Construindo Cones

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as intersegcdes entre os planos perpendiculares

e 0 Cone, a partir das representacGes graficas e algébricas no software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualizacéo 3D.

2) Vamos plotar o cone x2 + y% = z? no Geogebra 3D. Digite no campo de entrada:
XN2+yN2=2"2

3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique a janela 3D e em campo de

entrada crie os planos x = D, y = E, z = F. Veja que automaticamente na janela 2D controle

deslizantes sdo criados.

4) Observe que ao movermos os controles deslizantes, os planos mostram as intersecdes dos

mesmos com O cone.

5) Use a ferramenta intersecdo entre duas superficie e responda: Geometricamente, o que €

cada intersecao? (se necessario cliqgue com o botéo direito sobre o objeto de intersecdo e mude
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sua espessura e cor, na opgao propriedade. Isso o deixara mais visivel. Responda as perguntas

abaixo, justificando algebricamente;

a) Intersecdo do cone com o plano x = D:

b) Intersecdo do cone com o plano x = 0:

c) Intersecdo do cone como planoy = E:

d) Intersecdo do cone com o plano x = o:

e) Intersecdo do cone com o plano z = F:

1.5 Construindo Esferas

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre as interse¢des entre os planos perpendiculares

e a esfera, a partir das representacdes graficas e algebricas no software GeoGebra 3D.

1) Clique sobre o icone exibir e selecione Janela de Visualizagéo 3D.

2) Vamos plotar o cone x2 + y2 + z? = 4 no Geogebra 3D. Digite no campo de entrada:

XN2+yN2+77N2=4

3) Vamos criar planos paralelos aos planos ordenados. Clique a janela 3D e em campo de
entrada crie os planos x = D, y = E, z = F. Veja que automaticamente na janela 2D controle

deslizantes sdo criados.

4) Observe que ao movermos os controles deslizantes, os planos mostram as intersecdes dos

mesmos com a esfera.

5) Use a ferramenta intersecdo entre duas superficie e responda: Geometricamente o que é
cada intersecdo? (se necessario clique com o botdo direito sobre o objeto de interse¢do e mude
sua espessura e cor, na opgao propriedade. Isso o deixard mais visivel. Responda as perguntas

abaixo, justificando algebricamente.
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a) Intersecdo da esfera com o plano x = D:

b) Intersecdo da esferacom o planoy = E:

c) Intersecdo da esfera com o plano z = F:




181

APENDICE 2: Atividade Exploratoria 2

Universidade Federal de Ouro Preto
Instituto de Ciéncias Exatas e Biologicas
Departamento de Educacdo Matematica

MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

Projeto: Discutindo o Ensino de Integrais Multiplas no Célculo de Vérias Variaveis:

contribui¢bes do GeoGebra 3D para a aprendizagem

Pesquisador: Prof. Marcio Anténio Cometti
Orientador: Prof. Dr. Frederico da Silva Reis

ATIVIDADE 2: Explorando e Construindo Integrais Duplas através de regides de

integracao construidas no GeoGebra.

1.1 Construindo Integrais duplas sobre regides no plano (R?) :

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcao de integrais duplas sobre regides

no plano, tanto para regides de integracdo do tipo | (dydx) quanto do tipo Il (dxdy).

Sequéncia Didatica:

1) Vamos plotar a regido R limitada pela curva x = y? e pela reta x = 4 no GeoGebra e

faca um esboco abaixo.

2) Vamos agora, encontrar 0s pontos de intersecdo entre a parabola e a reta. VVa até o icone
Ponto (segundo icone na barra de ferramentas) e procure a ferramenta Intersecdo de

dois Objetos. Clique sobre a parabola e sobre a reta, automaticamente os pontos de
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4)

5)
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intersecdo entre eles serdo criados. Na janela de visualizagdo, os mesmos estdo
representados algebricamente. Quais sdo esses pontos? Justifique algebricamente sua

resposta.

A regido R limitada pela parabola e pela reta, pode ter sua area calculada por uma
integral dupla. Para isso responda as perguntas abaixo:

3.1. Observando a regido R, qual curva limita essa regido superiormente?

3.2. E qual curva limita a regido R inferiormente?

3.3. Em relacéo ao eixo X, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto a regido

termina?

3.4. Essa regido admite uma integral dupla do tipo I (dydx)? Construa a integral dupla

que calcula a area dessa regiao.

Agora vamos analisar se a regido R admite uma integral dupla do tipo Il (dxdy). Para
isso vamos manipular as fun¢bes que limitam essa regido. Na area de entrada digite o
comando Girar. Ird aparecer algumas opcoes, escolha Girar [<objeto>, <angulo>].
Digite no campo objeto x = y2 e no campo angulo pi/2. Observe que a parabola ird
girar 90 graus no sentido anti-horario. Faca 0o mesmo paraaretay = 4. Faca um esbogo

dessa regiéo.

Observando essa regido R, responda:

5.1. Quais o0s pontos de intersecdo entre a reta e a parabola. Repita o procedimento do

Item 2 dessa atividade para encontra-los. Justifique algebricamente a sua resposta
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5.2. Qual curva limita essa regido R superiormente? Justifique algebricamente.

5.3. E qual curva limita a regido R inferiormente? Justifique algebricamente.

5.4. Em relacéo ao eixo y, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto a regido

termina?

5.5. Essa regido admite uma integral dupla do tipo 1l (dxdy)? Construa a integral dupla

que calcula a area dessa regido. Determine o valor da area da regido R.

1.2 Construindo Inteqgrais para calculo de volumes:

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcéo de integrais duplas para calculo de

volumes de solidos em R®.

Sequéncia Didatica:

1) Abra a janela 3D (clique em Exibir e Janela de Visualiza¢éao 3D)

2) Considere um sélido S formado por uma superficie cilindrica, por planos
perpendiculares ao plano xy e o proprio plano xy. Cujas equaces sdo: z = —x2 + 3,
y=2e y=-2.

3) Através do Geogebra vocé plotou todas as superficies do sélido S. Abaixo, faca um

esboco desse sélido S.

4) Determine as intersecoes das superficies com o plano xy. Para isso va até a ferramenta

Intersecdo de Duas Superficies e clique sobre as superficies que vocé deseja encontrar
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a intersecdo. Na janela 2D (plano xy) as intersec¢des serdo determinadas. Faga isso para
todas as intersecdes possiveis. (Superficie cilindrica e plano xy, plano y = 2 e plano xy

e planoy = —2 e o plano xy.). Faca um esboco para essa regido R.

5) Agora observando o solido S e a regido R. Construa uma integral para o calculo do

volume do sélido. Resolva essa integral.

1.3. Construindo reqgides de integracdo através de Integrais duplas:

Obijetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construgdo de regides de integracéo através

de integrais duplas.

Sequéncia Didatica:
Dada a integral dupla abaixo:

2 V4-x?
j f (—x%? —y2+4) dydx
0 J—vV4-x2

Sabemos que um sélido S originou a integral acima. Dessa forma, vamos esbocar o sélido S,

com o auxilio do GeoGebra.

1) Qual funcdo da integral dada, limita o sélido S superiormente?

@) que essa superficie representa?

Plote a superficie no GeoGebra e verifique sua resposta.
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2) Com relacdo a regido de integracdo no plano xy, 0 que representa essa regido?

Justifique sua reposta algebricamente.

Agora, use a ferramenta Intersecéo entre Duas Superficies, para verificar sua resposta.

3) Faca um esbogo do solido S e diga o que a integral dupla acima pode representar.
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APENDICE 3: Atividade Exploratoria 3

Universidade Federal de Ouro Preto
Instituto de Ciéncias Exatas e Bioldgicas
Departamento de Educacdo Matematica

MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

Projeto: Discutindo o Ensino de Integrais Multiplas no Célculo de Varias Variaveis:

contribuicbes do GeoGebra 3D para a aprendizagem

Pesquisador: Prof. Marcio Antdnio Cometti
Orientador: Prof. Dr. Frederico da Silva Reis

ATIVIDADE 3: Explorando e Construindo Integrais Triplas atraves de regides de

integracao construidas no GeoGebra.

1.1. Construindo Integrais Triplas sobre regides no plano (R?) :

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcdo de integrais triplas sobre

superficies em R®.
Sequéncia Didatica:

1) Vamos plotar na janela 3D as seguintes superficies:
x2+y2=4
z+x?+y?=4
z=6
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Essas superficies formam em R® um sélido que iremos denomina-lo de S. Se a escala
dos eixos coordenados ndo estiver compativel com o sélido S, clique com o botéo direito

na janela 3D e clique em exibir todos os objetos.

Vamos agora, montar uma integral tripla para o calculo do volume do solido S. Para

IS0, responda as seguintes perguntas:

2.1. Observando o so6lido S, qual é a superficie que o limita superiormente, ou seja,

limita o sélido “por cima”? Justifique algebricamente.

2.2. Qual superficie limita o sélido inferiormente, ou seja, limita o s6lido “por baixo”?

Justifique algebricamente.

Use a ferramenta intersecao de duas superficies entre o plano xy e o cilindro ou entre
o plano xy e o paraboloide, para encontrarmos a regido R de integracdo no plano xy.
Observando a regido R na janela 2D, responda:

2.3. Qual curva limita a regido R superiormente? Justifique algebricamente.

2.4. Qual curva limita a regido R inferiormente? Justifique algebricamente.
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2.5. Em relagédo ao eixo x, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto a regido
termina? Clique na janela de visualizacdo 2D e use a ferramenta intersecéo de dois

objetos. Clique sobre 0 eixo X e o curva. Justifique algebricamente.

2.6. Agora, com todas essas informacOes obtidas, monte uma integral tripla para o

calculo do volume do solido S.

1.2. Construindo Integrais Triplas sobre regides no plano (R®):

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcdo de integrais triplas sobre

superficies em R®,

Sequéncia Didatica:

1)

2)

Vamos plotar na janela 3D as seguintes superficies:

P
z2+x?2+y2=8
Essas superficies formam em R® um solido que iremos denomina-lo de S. Se a escala
dos eixos coordenados ndo estiver compativel com o sélido S, clique com o botéo direito

na janela 3D e clique em exibir todos os objetos.

VVamos agora, montar uma integral tripla para o calculo do volume do solido S. Para
isso responda as perguntas abaixo:

2.1. Observando o sélido S, qual € a superficie que o limita superiormente, ou seja,

limita o sélido “por cima”? Justifique algebricamente.
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2.2. Qual superficie limita o sélido inferiormente, ou seja, limita o so6lido “por baixo”?

Justifique algebricamente.

Use a ferramenta intersecdo de duas superficies entre o cone e a esfera, para
encontrarmos a regiao de integracdo no plano xy.

2.3. Qual curva limita a regido R superiormente? Justifique algebricamente.

2.4. Qual curva limita a regido R inferiormente? Justifique algebricamente.

2.5. Em relacédo ao eixo x, em qual ponto a regido R se inicia e em qual ponto a regido

termina? Justifique algebricamente.

2.6. Agora, com todas essas informacGes obtidas, monte uma integral tripla para o

calculo do volume do solido S.

1.3. Construindo regides de integracao através de Integrais triplas:

Objetivo: Explorar / argumentar / inferir sobre a construcao de regifes de integracdo através

de integrais triplas.
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Sequéncia Didatica:

Dada a integral tripla abaixo:

1)

2)

3)

4)

2 r4 rx-4
f f f dzdydx
-2Jx2J0

Qual funcdo da integral tripla acima, limita o s6lido S superiormente?

O que essa superficie representa?

Plote a superficie no GeoGebra e verifique sua resposta.

Qual funcdo da integral tripla acima, limita o s6lido S inferiormente?

@) que essa superficie representa?

Plote a superficie no GeoGebra e verifique sua resposta.

Com relacdo a regido R no plano xy, quais sdo as funcBes que limitam essa regido
superiormente e inferiormente em relacdo a y? e onde a regido comeca e termina em

relacdo ao eixo x? Faga um eshbogo dessa regiéo.

Agora, plote as superficies no GeoGebra. Se necessario use a ferramenta Intersecdo
entre Duas Superficies, para verificar sua resposta.

Com a ajuda do GeoGebra e das suas respostas até aqui, faga um esboco do sélido S que
originou a integral tripla acima.
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5) Vamos usar o arquivo Integraltripla.ggb que estd na area de trabalho do seu

computador para verificar se suas respostas e se seu solido esta correto. Nesse arquivo,

voceé ira entrar com as fungGes que limitam a integral tripla dada e automaticamente o

solido S, sera plotado na janela 3D. Veja as informacGes abaixo:

I—P x1=-3

Limites

superiores e inferiores

¥2=0

fix)= 2x

gx)= x>

Zsup(xy)=x+ 6

Zinflxy)=x+ 4

EscalaZ=1

®

Designaldades que

descrevem o Sdlido

)

4—

Limites

superiores e inferiores

Limites

superiores e

5.1. O solido que vocé desenhou no item 4 é o mesmo que foi plotado no item 5?

Em caso de algo diferente, o que de diferente existe entre os solidos?
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APENDICE 4: Questionario Final

Universidade Federal de Ouro Preto
Instituto de Ciéncias Exatas e Biologicas
Departamento de Educacdo Matematica

MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

Projeto: Discutindo o Ensino de Integrais Multiplas no Célculo de Vérias Variaveis:

contribuicdes do GeoGebra 3D para a aprendizagem

Pesquisador: Prof. Marcio Antdnio Cometti
Orientador: Prof. Dr. Frederico da Silva Reis

QUESTINARIO FINAL: Construcdo de Superficies Quadricas, Integrais Duplas e
Integrais Triplas com o auxilio do GeoGebra 3D.

Objetivo: Identificar as principais contribuicdes e entraves gerados pelo uso do GeoGebra
3D em uma sequéncia didatica, para a construcdo de Superficies Quadricas, Integrais

Duplas e Integrais Triplas.

1) Essa estratégia de trabalho, na qual apresentamos as sequéncias didaticas de forma
guiada, contribuiu para que vocé pudesse visualizar, representar e conjecturar sobre 0s

conteudos estudados? Comente!
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2) Dentre os topicos de Integrais Multiplas explorados nas atividades, em quais e em que
aspectos a utilizacdo do software GeoGebra 3D contribuiu para sua aprendizagem de

forma significativa? Detalhe!

3) E quais aspectos a utilizacdo do GeoGebra 3D, em algum momento da realizacéo das
atividades se mostraram um entrave para sua aprendizagem nos contetdos de Integrais
Multiplas? Detalhe!

4) A partir do desenvolvimento deste projeto, qual é a sua impressao final sobre a

utilizacdo de softwares no ensino de Calculo de Varias Variaveis?

5) Vocé faria alguma sugestdo de mudanca nas sequéncias didaticas ou na sua forma de

realizacdo? Fique a vontade!

Muito obrigado pela participagéo no projeto!



