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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo compreender as possiveis contribui¢cbes de discussdes
realizadas por grupos de estudantes referentes aos estudos sobre funcdes e suas derivadas para
0 desenvolvimento do pensamento matematico avangado, considerando o uso de defini¢cdes
matematicas, utilizando um software de representacdo grafica dindmica. Trata-se de uma
pesquisa qualitativa desenvolvida no contexto de ensino e aprendizagem de Calculo com
estudantes de uma universidade publica. Os dados utilizados para a analise foram coletados
por meio de gravacdes em udio e video e notas de campo da pesquisadora. Os dados foram
analisados a partir dos métodos e procedimentos de codificacdo e categorizacdo (CHARMAZ,
2009) e da andlise de conteldo qualitativa (GRANEHEIM; LUNDMAN, 2004), com
interpretacdes fundamentadas em Pensamento Matematico Avancado (TALL; VINNER,
1981; VINNER, 1991) e InteracionismoSimbolico (BLUMER, 1980). Entre os principais
resultados, destacamos uma ressignificacdo de funcdes e suas derivadas a partir das interacdes
ocorridas durante as atividades desenvolvidas nas aulas de Calculo, bem como do avango na
compreensdo das definicdes formais na concepcdo do Pensamento Matematico Avancado.

Palavras-chave: Caélculo. FuncBes. Derivadas. Definigdes. Pensamento matematico
avancado. Interacionismosimbdlico.



ABSTRACT

This research aims to understand the possible contributions of student discussions concerning
group studies of functions and their derivatives for the development of advanced
mathematical thinking, considering the use of mathematical definitions and using dynamic
graphic representation software. It is a qualitative research developed in the context of
theteaching and learning ofCalculus with students from a public university. The data used for
the analysis were collected through the recordings of video and audio as well as the
researcher’s field notes. The data were examined using the methods and procedures of coding
and categorization (CHARMAZ, 2009) as well as a qualitative content analysis
(GRANEHEIM; LUNDMAN, 2004) with interpretations based on Advanced Mathematical
Thinking (TALL; VINNER, 1981; VINNER, 1991) and Symbolic Interactionism (BLUMER,
1980). Among the main results, we highlight the resignification of functions and their
derivatives that occurred through interactions during activities in theCalculus class, as well as
an advance in the understanding of formal definitions in the conception of Advanced
Mathematical Thinking.

Keywords:Calculus. Functions. Derivatives. Definitions. Advanced mathematical thinking.
Symbolic interactionism.
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1 INTRODUCAO

Apresentamos nesta introducdo minha trajetoria pessoal, bem como um panorama
geral da pesquisa e motivacbes para a mesma. Destacamos alguns antecedentes de minha
carreira profissional, como discente e docente, que certamente colaboraram para a realizagdo
desse estudo. Pontuamos alguns questionamentos em relacdo ao ensino do Calculo como

forma de obter elementos que justifiqguem o objetivo da pesquisa e sua relevancia.

1.1 Minha trajetoria pessoal e motivacfes para a pesquisa

Em 1981, com o intuito de formar-me professora, ingressei no curso deMagistério.
Vérios foram os motivos que me levaram a essa opc¢do, e um deles foi o fato de meus pais
serem professores e me motivarem a seguir 0 mesmo caminho. Nesse curso, ndo havia no
curriculo as disciplinas de Matemaética, Fisica, Quimica e Biologia. Em 1984, ingressei na
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras do Norte de Minas, no curso de Ciéncias/habilitacao
Matematica, quando, no primeiro semestre, deparei-me com a disciplina de Calculo
Diferencial e Integral.

Assustada com tamanha defasagem, e sem conseguir compreender conceitos basicos,
imprescindiveis para o Calculo Diferencial, matriculei-me novamente no Ensino Médio como
forma de resgatar tais conceitos, pois dessa vez o curso contemplava as disciplinas de
Matematica, Fisica, Quimica e Biologia sem os quais seria dificil o processo de aprendizagem
na disciplina de Célculo Diferencial na graduacdo.Assim, conciliava os estudos de contetdos
de Ensino Médio pela manhd, na Rede Publica de Ensino, e a graduacéo a noite. Ndo havia
outra escolha, na época, ja que ndo existiam, como hoje, cursos especificos ao ensino da
Matematica. A dupla jornada chamou a atencdo de professores, entre eles uma em especial,
Francisca, que carinhosamente chamavamos de Chiquita. Ela me ajudou de uma forma mais
especifica, garantindo, assim, o aprendizado necessario para 0 sucesso pretendido durante a
graduacéo.

Essas reflexGes sobre minha aprendizagem nesse contedo instigaram-me a pesquisar
estratégias diferenciadas de ensino da Matematica e, sobretudo, de como coloca-las em
pratica na realidade e no contexto social da educacgéo brasileira no ensino basico. J& no inicio
de minha préatica docente, no ensino fundamental e médio, buscava formas de ensino e de
aprendizagem mais eficientes e significativas para o aluno e procurava gerar em minha sala de

aula um ambiente questionador e contextualizado, no intuito de promover a constru¢do do
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conhecimento matematico. No entanto, ndo possuia 0 conhecimento de meios e estratégias
necessarios para garantir essa pratica pedagdgica,por isso, durante alguns anos, reproduzi em
minha sala de aula uma abordagem baseada em exposi¢do de contetdos e resolucdo de
exercicios e provas.

Em minha busca por um desenvolvimento profissional, ingressei, em 1996, no Curso
de Especializagdo “Lato Sensu” em Matematica Superior na Universidade Estadual de Montes
Claros — UNIMONTES. Apds essa especializacdo, passei a ministrar aulas nos cursos de
graduacdo da UNIMONTES, assumindo disciplinas de Geometria Analitica, Estatistica,
Matematica Financeira, Historia da Matematica, Algebra Linear, Calculo, Matematica e
Préatica de Ensino em Matematica.

Foi como professora de Pratica de Ensino nos chamados “cursos emergenciais” de
licenciatura em Matematica em diversas cidades da regido do Norte de Minas que comecei a
estudar e a discutir a Educacdo Matematica. Esses cursos eram oferecidos pela Universidade
para atender a uma demanda de profissionais na regido, e as aulas eram ministradas em
modulos. Entrei diversas vezes em contradicdo nas aulas que ministrava, pois, como
professora de Pratica, pregava e defendia o discurso de aplicar metodologias diferenciadas
para a construcdo de conceitos matematicos de forma significativa, e, como professora de
Algebra Linear, ndo conseguia uma aproximagdo plausivel entre discurso tedrico e pratica.
Tamanha responsabilidade levou-me a estudar e a fazer experiéncias em minha prépria sala de
aula como docente, inclusive no ensino fundamental e médio.

Nesse periodo, minha formacdo profissional incluia a participacdo em seminarios,
cursos de capacitacdo, minicursos e encontros de escolas parceiras da rede Pitadgoras, quando
tinhamos oportunidade de discutir com outros profissionais a respeito de metodologias
aplicaveis em sala de aula, capazes de permitir que os alunos construissem seu proprio
conhecimento. Nesse contexto, e em busca de respostas para tais inquietacdes, decidi cursar o
Mestrado Profissional em Educacdo Matematica na UFOP.

Para o processo seletivo do mestrado, apresentei um anteprojeto cuja tematica estava
relacionada com a transicdo dos conceitos matematicos do ensino médio para o ensino
superior, pois supunha que uma preparacdo satisfatoria dos estudantes que pretendem
ingressar em cursos superiores, de cuja estrutura curricular o Calculo faz parte, deve ser
propiciada ainda durante o ensino medio. Pretendia fazer uma analise do processo de
transicdo dos conceitos da Matemaética do ensino médio para o ensino superior, considerando
a apreensdo, por parte do aluno, dos conceitos abordados no calculo, pois o desenvolvimento

e a contextualizacdo de conceitos matematicos necessarios para um bom desempenho na
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disciplina de Célculo nos distintos cursos de graduagdo consistem em um tema que poderia
ser pesquisado. Nesse sentido, a pesquisa foi se desenvolvendo com outras nuances, mas com
0 mesmo objetivo de contribuir com estudos que apontassem solucBes para minimizar o alto
indice de reprovacfes nessa disciplina. Para isso, buscou-se refletir a pratica de ensino e
aprendizagem de Célculo no ensino superior, visando ao aperfeicoamento de estratégias

significativas de ensino.

1.2 A pesquisa

O Caélculo Diferencial e Integral é contetdo de diversas disciplinas de cursos
universitarios que formam profissionais com os mais diferentes perfis, como: Engenharia,
Fisica, Biologia, Sistema de Informacdo, licenciatura em Matematica, além das ciéncias
econdmicas e sociais, entre outros. Diante da dificuldade dos alunos de cursos de graduagéo
para o aprendizado de Caélculo, percebi a defasagem de aprendizagem de conceitos basicos da
matematica.Além disso, observa-se elevado indice de reprovacdo e de desisténcia nessa
disciplina, sinalizando a existéncia de problemas no processo de ensino e aprendizagem. Por
outro lado, pesquisas em Educacdo Matematica tém sido desenvolvidas na tentativa de
diagnosticar tais problemas e novas praticas metodoldgicas tém sido testadas e analisadas, sob
diversas perspectivas e dentro de diversos contextos, como, por exemplo, o uso de
computadores e de calculadoras graficas, numa tentativa de contribuir para a melhoria do
guadro acima observado.

Esta pesquisa tem ointuito de contribuir para o desenvolvimento da pratica pedagogica
ao introduzirem-se conceitos fundamentais do Célculo Diferencial e Integral, e refere-se a um
dominio em particular: os conceitos de funcbes e suas derivadas. Em minha préatica docente
nessa disciplina, pude perceber que os estudantes realizam, com certo éxito, manipulac6es
algébricas em atividades envolvendo derivadas de funcBes, sem precisar atribuir muitos
significados conceituais. Entdo, pude constatar que os alunos apresentam dificuldades na
compreensdo desses conceitos. Assim, considerei ser importante pesquisar sobre o conceito de
fungdes e suas derivadas, visto que seu ensino recai no calculo mecénico e excessivo de
operacdes e técnicas algébricas, em detrimento da compreensao.

Em muitas universidades do Brasil e do exterior, o Calculo € uma das disciplinas cujos
indices de reprovacdo, evasédo e repeténcia sao elevados. Diversos pesquisadores (IGLIORI,
2009; REZENDE, 2003; NASSER, 2009; BARUFI, 1999; FROTA, 2006) apontam
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problemas que vém se acumulando desde o ensino basico até o ensino superior. Nesse

sentido, Igliori (2009, p. 13) afirmaque:

No que tange as especificidades das areas da Matematica, pode-se constatar
que, no Brasil e no exterior, o Célculo Diferencial e Integral tem ocupado
parte significativa das pesquisas. Isso se justifica tanto pelo fato de o Calculo
constituir-se um dos grandes responsaveis pelo insucesso dos estudantes
guanto por sua condicdo privilegiada na forma do pensamento avangado em
Matematica.

Frota (2006, p. 2) aponta que “a sala de aula de Calculo tem sido afetada por fatores
decorrentes, em parte, de um ensino universitario de massa: excessivo nimero de alunos,
grande parte deles desmotivada, ou apresentando lacunas na formagdo matematica basica”.
Entendemos que o papel do professor de Calculo vai aléem da simples transmissdo de
conhecimentos; ele deve priorizar o desenvolvimento do raciocinio e a articulacdo de
contetdos, além de conhecer acerca das estratégias de aprendizagem de seus alunos. E de
responsabilidade do professor fornecer contextos e ambientes de aprendizagem para que o
estudante desenvolva a habilidade de conjecturar, questionar, relacionar, investigar, além de
realizar abstracBes a partir de situacdes matematicas, e isso também € alvo de pesquisas.

Nessa perspectiva, Dreyfus corrobora essa ideia:

Se um aluno desenvolve a habilidade de conscientemente fazer abstracdes a
partir de situagdes matematicas, ele alcancou um nivel avancado do
pensamento matematico. Atingir essa capacidade de abstrair pode muito
bem ser o objetivo mais importante da educagdo matematica avangada.
(DREYFUS, 1991, p.34, traducdo nossa’).

O estudo de conceitos basicos do Calculo muitas vezes € introduzido através de uma
aula expositiva, em que o professor apresenta as defini¢bes, propriedades e exemplos, e, por
sua vez, os alunos resolvem listas de exercicios.Essa dindmica utilizada para a construcéo e
compreensdo de conceitos e a preparacdo dos egressos nessas disciplinas sdo temas
recorrentes de discussdo, sendo que esse aspecto algoritmico e repetitivo aparece na concluséo
do estudo de Frota (2001, p.91):

Parece haver consenso que o ensino da matematica precisa libertar-se das
amarras de um ensino passo a passo, que conduz a aprendizagem de
procedimentos e ndo incentiva ao conhecimento matematico relacional que

1f a student develops the ability to consciously make abstractions from mathematical situations, he has
achieved an advanced level of mathematical thinking. Achieving thiscapability to abstract may well be the single
most important goal of advanced mathematical education.”
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leva o individuo a estabelecer, sempre mais, novas conexdes entre 0s VArios
conceitos estudados.

Essa situacdo nos levou a planejar atividades com o fim de realizar investigagdes
matematicas para o estudo das funcdes e de suas derivadas no Célculo. A ideia de utilizar
investigacGes como atividade matematicasurgiu por ja fazer parte de minhas experiéncias
como professora do ensino fundamental e médio, que se baseiam na importancia da
construcdo do conhecimento por meio de pesquisas, investigacdes e exploracdes.

Assim, nossa preparagdo para as atividades da pesquisa de campo incluiu também uma
revisdo bibliografica em relacdo a investigacbes matematicas(PONTE; BROCARDO;
OLIVEIRA, 2006), bem como o pensamento reflexivo (DEWEY, 1959), por entender que 0s
estudantes,quando realizam investigaces matematicas, utilizam o pensamento reflexivo ao
questionar, esclarecer problemas e levantar hipOteses na construcdo de solucbes para
problemas.

A pesquisa de campo foi realizada no primeiro semestre letivo de 2013, na turma de
Sistemas de Informacdo de uma universidade publica, e contou com a presenca de 38 alunos
efetivamente matriculados. Elaboramos e realizamos oito atividades relacionadas ao estudo de
funcdes e suas derivadas (ver Apéndices A-H), que ocorreram na sala de aula e no laboratério
de Informética com a utilizacdo do softwareGeoGebra. A utilizacdo de tecnologias
computacionais no ensino e aprendizagem de matematica tém se tornado alvo de pesquisas e
o0 estudo dos ambientes informatizados destacam-se como uma das tendéncias da Educacéo
Matemaética. A utilizacdo do computador como ferramenta metodoldgica pode auxiliar o
aluno na construcdo de seu préprio conhecimento através da visualizacdo grafica e algébrica.
Escolhemos o GeoGebra, por se tratar de um software livre, por sua interface amigavel e pela
facilidade e possibilidade manipulativa e dindmica.

No desenvolvimento da pesquisa de campo, o planejamento das atividades baseou-se
nas aulas expositivas do professor, referentes aos conceitos de funcées, limites e derivadas, e
no estabelecimento de relagOes entre funcgdes e suas derivadas. A partir dessas observagdes,
em vez derealizar investigacbes matematicas na acepcdo de Ponte, Brocardo e Oliveira
(2006), propusemosa realizacdo de atividades matematicas através de estudos sobre funcdes e
suas derivadas. As atividades matematicasforam elaboradas como atividades complementares
a aula ministrada pelo professor regente, desenvolvidas com o intuito de analisar e interpretar
relacOes gréficas entre fungdes e suas derivadas, bem como as propriedades dessas funcdes,

utilizando um software de representacao grafica dinamica.
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ApoGs a realizagdo de oito atividades, propusemos aos alunos um trabalho a ser
realizado em grupo.Essaproposta de trabalho, feita pelo professor regente juntamente com a
pesquisadora, teve como objetivo principal avaliara compreensdo dos alunos sobre funcdes e
suas derivadas. As conclusdes dos estudantes, baseadas nos conceitos abordados nas
atividades e nas estratégias utilizadas, foram apresentadas em seminario.

Uma vez que,na pesquisa de campo, mudamos o foco de investigacdes
matematicassobre funcGes e suas derivadas para atividades matematicassobre func@es e suas
derivadas, foi necessario repensar e reconfigurar nosso objetivo inicial. Optamos por fazer
essa reformulacéo apds o término das atividades de campo a luz de nossa apreciagdo geral dos
acontecimentos e de dados que consideramos relevantes para o ensino e a aprendizagem de
Célculo.

Focamos nossas atencdes nas interacdes que aconteceram em sala de aula e durante as
apresentacfes do seminario, entendendo a importancia do momento, pois era um espago no
qual as vozes dos estudantes e os confrontos e argumentos em discussdo levantavam algumas
incongruéncias entre definicbes pessoais e formais. Nesse sentido, observamos que as
interacBes entre estudantes e professores (professor regente e professora pesquisadora),
ocorridas durante a realizacdo das atividades e no seminério de apresentacdo dos resultados
dos estudos pelos grupos, foram significativas. No entanto, constatamos algumas dificuldades
dos estudantes com o uso de definicbes matematicas formais relacionadas com funcées e suas
derivadas, manifestadas durante as apresentacdes do seminario, na forma de registros e
argumentacdes orais. Ressaltamos a importancia das definicdes utilizadas pelos alunos, as
quais direcionaram e fundamentaram seus estudos e conclusoes.

Por isso, decidimos realizar uma analise mais aprofundada sobre a compreensdo das
definicbes matematicas presentes na comunicacdo matematica dos estudantes referentes
aesses estudos, no contexto de um ensino baseado no desenvolvimento de uma sequéncia de
atividades complementares as aulas do professor, e desenvolvidas para promover o
aprendizado de conceitos de fungdes e suas derivadas, utilizando o softwareGeoGebra.

Interpretamos o0s acontecimentospela Otica do pensamento matematico avangado
(TALL, 1991; VINNER, 1991; DREYFUS, 1991). Tomando como referéncia principal os
estudos de Tall (1991) e Vinner (1991), utilizamos os construtos imagens conceituais e
definicbes conceituais — pessoal e formal — para realizar uma anélise a respeito da
compreensdo dos estudantes sobre fungdes e suas derivadas com énfase no uso de definicdes
matematicas. (VINNER, 1991; EDWARDS; WARD, 2008).
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Tomamos como objeto de nossa pesquisa definicdes matematicas no seu uso em
discussdes matematicas. Especificamente, examinamos esse objeto no contexto do
seminario,pautados emestudos sobre funcdes e suas derivadas ministradas por grupos de
estudantes.

Nosso objetivo é compreender como e de que forma as definigdes matematicas sao
utilizadas em discussdes entre estudantes e professores durante as apresenta¢fes do seminario,
cujos estudos enfatizam representacfes graficas e algébricas das fungdes e suas derivadas,
elaboradas por meio de um software com representacdo grafica dinamica.

A andlise desses dados levou em consideragdo as intera¢fes ocorridas em sala de aula,
sob a dtica do interacionismo simbolico (BLUMER, 1980; GODINO; LLINARES, 2000), e
mostrou que o pensamento matematico manifestado pelos estudantes sobre os conceitos
referentes as funcbes e suas derivadas evoluiu a partir das interacbes produzidas entre 0s
estudantes e, entre eles, o professor da turma e a pesquisadora. As atividades complementares,
as aulas do professor e as anotagdes do caderno de campo da pesquisadora foram utilizadas
como fontes que esclareceram os dados do seminario.

No capitulo 2, apresentamos os métodos e procedimentos utilizados nesta pesquisa, no
qual expomos 0 contexto e os participantes, o objetivo do estudo, as caracteristicas que
levaram ao uso de métodos e procedimentos da analise de contetdo qualitativa, alémda forma
como os dados foram organizados e analisados.

No inicio deste trabalho, selecionamos construcdes tedricas de acordo com nossa
analise inicial, mas pelo fato de o foco da pesquisa ter sido mudado de investigacdes
matematicas sobre fungdes e suas derivadas para atividades matemaéticas sobre funcdes e suas
derivadas, passamos a observar as interagdes entre estudantes e professores nas discussdes em
torno das definicdes e dos conceitos abordados. Portanto, no capitulo 3, mostramos uma
sintese das ideias presentes na linha pensamento matematico avancado (PMA) e do
interacionismo simbolico, e a importancia das definicbes em matematica. No capitulo 4,
descrevemos o desenvolvimento das oito atividades complementares as aulas do professor
realizadas com os alunos e relacionadas ao estudo de func@es e suas derivadas; e, no capitulo
5, relatamos sobre os resultados da anélise dos dados, referentes ao seminariode trés dos
grupos e a discussdo desses resultados.

No produto educacional, apresentamos as atividades realizadas nesta pesquisa com o
apoio de um software de representacdo grafica dindmica, que podem ser adequadas ao ensino
de funcdes e suas derivadas na disciplina de Célculo Diferencial e Integral. Algumas

atividades foram descritas de acordo com os procedimentos e as estratégias utilizados pela
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pesquisadora, enfatizando as circunstancias em que se realizaram, bem como as intervengoes
do professor no processo de ensino e aprendizagem, além dos resultados e observagdes acerca
da compreensdo e respostas dos alunos. Destacam-se as discussdes realizadas entre
aluno/aluno e professor/aluno, considerando as interacBes entre 0s participantes desse
processo e, sobretudo, como os alunos utilizaram as definicbes mateméticas durante a
realizacdo dessas atividades.

Com os resultados deste estudo, pretendemos contribuir para o campo de discussdes
sobre o0 ensino e a aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral, especialmente enfatizar a
importancia das definicbes matematicas na compreensdo dos conceitos de funcbes e suas

derivadas em contextos de discussdes e debates em sala de aula.
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2 PERCURSO METODOLOGICO

Nestecapitulo, apresentamos as etapas desta pesquisa, bem como as circunstancias em
que foi realizada, aléem dos objetivos, métodos e procedimentos utilizados. Expomos o
contexto e os participantes da pesquisa, 0 desenvolvimento das atividades, os temas e
objetivos dos grupos de estudo, o cronograma das atividades, a forma como os dados foram
coletados, os instrumentos e critérios utilizados para a selecdo dos dados a ser
analisados.Retomamos o objetivo desta dissertacao e as caracteristicas que levaram ao uso de
métodos e procedimentos da analise de conteudo qualitativa. Relatamos a maneira como 0s

dados foram tratados e analisados.

2.1 Contexto e participantes da pesquisa

A pesquisa de campo foi realizada durante as aulas de Célculo, com estudantes do
primeiro periodo do curso Sistemas de Informacdo da Universidade Estadual de Montes
Claros-UNIMONTES, no periodo de 26 de fevereiro a 20 de junho de 2013. A disciplina
tinha uma carga horéria de seis horas/aula semanais, cada horério de 50 minutos, dois horarios
geminados por dia, nas tercas, quartas e quintas-feiras, quando realizamos uma sequéncia de
oito atividades sobre derivadas e suas fun¢des, além de um seminério para a apresentacdo dos
resultados obtidos a partir dos estudos dos alunos. As aulas expositivas, ministradas pelo
professor regente da disciplina, ocorreram na sala de aula; as atividades complementares,
propostas pela pesquisadora, ocorreram no laboratério de informatica (6 atividades) e na sala
de aula (2 atividades). No seminario, 0s alunos, divididos previamente em grupos,
apresentaram suas conclusfes, acerca dos estudos sobre fungdes e suas derivadas, que
serviram de objeto de analise desta dissertacao.

No final do semestre, ap6s a realizagdo do semindrio, continuei a ministrar aulas extras
sobre conceitos relacionados a Funcdes, Limites, Derivadas e Integrais, com o objetivo de
sanar davidas para a resolugdo de exercicios e realizacdo de provas. As aulas fora do horério
aconteciam nas tercas e quartas-feiras, geralmente das 19h as 21h, totalizando seis encontros

ao longo do semestre.
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2.2 Aula expositiva: observagéo e direcionamento para a elaboragdo das atividades

complementares

O professor ministrou aulas expositivas, nas quais as defini¢ces relacionadas aos
conceitos prévios (funcBes, funcBes crescentes e decrescentes, representacfes de funcdes,
funcgdes trigonomeétricas, racionais, algébricas, logaritmicas, exponenciais, polinomiais, etc.) e
aos conceitos de limites e derivadas eram abordadas formalmente, segundo a apresentacédo
contemplada no livro de Calculo adotado. Uma das preocupacfes do professor regente era
sempre iniciar a aula com as defini¢Oes claras e precisas do assunto que seria abordado, ou
seja, ele escrevia no quadro de giz a definicdo e a explorava através de exemplos retirados do
livro texto. Ao final da aula, o professor solicitava aos alunos que resolvessem extraclasse
exercicios e situacGes-problema propostos no livro adotado, com cujas correcdes iniciava a
proxima aula. Geralmente, essa solicitacdo ndo era cumprida por parte dos estudantes,
inibindo, assim, a formulacdo de questionamentos diante da exploracdo de conceitos
abordados nesses exercicios.

Apesar de objetiva e conveniente ao professor, a aula expositiva torna passivo o aluno,
seu conhecimento e sua experiéncia, e, apesar de o aluno ter liberdade de questionar e
interagir, e sempre ser instigado pelo professor, observamos que nem sempre essa interacéo
ocorria de forma expressiva. O envolvimento tornava-se um desafio para alguns alunos, que
pareciam constrangidos em esclarecer davidas diante dos colegase do professor. Percebemos,
entdo, a necessidade de atividades que complementassem as estratégias do professor, a fim de
proporcionar uma forma mais clarade manifestaces do aluno sobre o seu entendimento
acerca do contetdo trabalhado, além de favorecer um ambiente propicio para interacbes mais
eficientes. Dai, a proposta de oito atividades que serdo descritas a seguir. A aula ministrada no
laboratdrio, diferente da que acontecia em sala de aula, proporcionava um ambiente de
interacdo mais significativa, uma vez que contemplava a verbalizacdo dos alunos, além dos

registros, sobre as defini¢cdes de funcdes e suas derivadas.
2.3 Desenvolvimento e dindmica das atividades complementares
Ao todo, foram desenvolvidas com os alunos oito atividades relacionadas ao estudo de

Funcgdes, Limites e Derivadas, cujas questdes foram elaboradas com o intuito de explorar a

construcdo de conceitos de funcGes e suas derivadas, e promover a interacdo e o dialogo entre
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alunos. Essas atividades foram elaboradas pela pesquisadora, pelo professor regente da turma,
com a participagédo do orientador desta pesquisa na elaboracdo da primeira atividade.

A participacdo do professor regente foi imprescindivel, uma vez que cada uma das
atividades dava continuidade aos conceitos desenvolvidos por ele em sala de aula, o que
proporcionou a retomada imediata do que estava sendo ministrado aos alunos. Considerando
as apreciacOes dele, as atividades eram desenvolvidas com foco nas dificuldades e ddvidas
apresentadas pelos alunos durante a aula expositiva.

E importante ressaltar que a maioria das atividades foi elaborada ap6s a aula tedrica do
professor regente, com o intuito de vincul-las aos objetivos do programa da disciplina, aos
conceitos, exercicios e problemas propostos no livro texto adotado pelo professor
(STEWART, 2010). A natureza das atividades constitui uma importante estratégia de ensino e
aprendizagem, pois possui caracteristicas exploratorias e apresenta tarefas de carater aberto
com varias possibilidades de resolucdes.

No que se refere ao desenvolvimento das oito atividades, duas foram realizadas em
sala de aula, e seis no laboratorio de Informética. Nas atividades ocorridas no laboratorio,
utilizou-se o softwareGeoGebra, escolhido por se tratar de um programa livre, com uma
interface bastante intuitiva, que possibilita trabalhar, de forma conjunta, as representacoes
graficas e algébricas, além de fornecer ferramentas para uma exploracdo dinamica dos
contetidos. Utilizamos a verséo 4.2 do software, instalada na maioria dos 30 computadores do
laboratério. Embora todos estivessem funcionando de forma adequada, muitos alunos
preferiam utilizar o proprio notebook. Além disso, a sala tinha espaco adequado para
acomodar 40 alunos e a disposi¢do dos computadores favoreceu o trabalho em grupo, o que
propiciou a interacdo necessaria para o desenvolvimento das atividades.

As situacBes-problema apresentadas em cada atividade tinhamo objetivo de propiciar a
compreensdo e a ressignificacdo dos conceitos abordados em sala de aula e foram orientadas,
com o auxilio do software, através de exploracdo, experimentacdo, questionamento,
visualizacdo e manipulacédo dos recursos oferecidos pelo programa na aplicacdo dos conceitos
de funcBes e suas derivadas. O uso de representacdo grafica dindmica do software gerou
interpretacdes referentes aos conceitos e definicbes abordados, e fez parte de debates e
discuss@es entre os alunos e professores — professor regente e pesquisadora.VVé-se, portanto,
que a realizacdo dessas atividades propiciou distintas interacdes.

Na execucdo das atividades, os alunos eram orientados a enviar suas resolucées para
uma sala virtual, as quais seriam recebidas pelo professor a titulo de avaliacdo e também

seriam usadas como dados da nossa pesquisa de campo. Entretanto, ao iniciarmos a
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pesquisa,observamos que o0s alunos aguardavam nossas respostas e comentarios, para
modificarem suas respostas, uma vez que essas atividades seriam avaliadas pelo professor
regente. Em decorréncia disso, passamos a corrigir e comentar as questdes somente apds o
envio delas, impossibilitando uma posterior mudanca nas respostas. De tal modo, os alunos
foram orientados a enviar, se necessario, dois arquivos: o primeiro com respostas antes dos
comentarios feitos por nés; e o segundo, apds as correcdes. Essa foi a estratégia encontrada
para que os resultados da pesquisa fossem fidedignos ao que se pretendia, respostas
elaboradas pelos proprios alunos.

A seguir, o Quadro 1 evidencia o cronograma detalhado das oito atividades planejadas
e realizadas com a finalidade de contextualizar sucintamente os objetivos tracados para cada

uma delas.



Quadro 1 —Cronograma das atividades
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Atividade | Data Titulo Objetivo Contelido Local
— Velocidade média e
Estabelecer relag@es entre taxa de instantanea.
| 17 de Taxa de variagdo e o conceito de derivada de | — Taxa de variagéo. Laboratério de
abril variagéo. uma funcdo em um ponto da fungdo | Conceito de derivada no Computacdo
onde x=a, no gréfico. ponto.
— Ferramentas do GeoGebra.
Estabelecer relag@es entre taxa de x "
o : - — Representagdo analitica e
. variagdo e o conceito de derivada de S -
24 de Derivada de uma ~ x coeficiente angular de reta Laboratério de
I - x uma funcdo em um ponto da funcéo X x x
abril funcgéo no ponto. _ - e tangente a funcéo. Computacao
onde x = a, por meio de graficos e e % .
— Gréfico da fun¢do derivada.
tabela.
— Gréficos.
Construgdo e - x — Grau de funcéo.
08 de interpretacéo de Eg:)i?](c;)erl:lig:aglecgedi;léggatlgrceiro e — Intervalos onde a funcéo é
Il maio grafico de fungdo puarto rau. e degsua dériva dana crescente ou decrescente. Sala de aula
polinomial e de ?nalha guad’riculada — Dominio e imagem.
sua derivada. g ' — Célculo algébrico de
derivada.
— Graficos.
Construcéo e — Grau de funcéo.
interpretacdo de | Construir o esboco do gréfico de 1~ — Intervalos onde a funcéo é
15 de s . jpn :
v maio gréafico de uma através do esboco do grafico de fna | crescente ou decrescente. Sala de aula
funcdo e de sua malha quadriculada. — Dominio e imagem.
derivada. — Célculo algébrico de
derivada.
Analisar grafico de uma fungéo — Intervalos onde a fungdo ¢
22 de O que /"’ nos diz . g 1 fung crescente ou decrescente. Laboratério de
\Y - derivada quando a fungéo atinge um - o x
maio sobre ? L L. — Valor maximo ou minimo Computagéo
valor maximo ou minimo. x
de funcéo.
Dominio,imagem.
— Célculo algébrico de
derivada.
Estabelecer relagfes entre uma — Fungdo crescente e
23 de O que /" nos diz fupg_ao € sua d_erlv_ada, atraves 9 ° decrescent? " - Laboratorio de
VI . ; grafico de vérios tipos de funcoes, — Valor maximo e minimo de x
maio sobre ? - x x Computagdo
observando intervalos onde a funcdo | funcéo
é crescente ou decrescente. —Funcéo: trigonométrica,
polinomial de grau 3 e de grau
4racional, exponencial e
logaritmica.
Estabelecer relagdes entre uma
28 de O que /" nos diz fur)(;_ao € sua d_erlv_ada, atraves 90 — Méaximo e minimo. Laboratério de
Vil - ; gréfico de vérios tipos de funcoes, . P x
maio sobre ? Lo - — Namero critico. Computagéo
observando méximos, minimos e
nlmeros criticos.
Estabelecer relagdes entre uma
29 de O que f*’ nos diz funcdo e sua dgrlvada primerrae — Concavidade. Laboratério de
Vil - ; segunda, através do grafico de véarios . x x
maio sobre ? — Ponto de inflexdo. Computagdo

tipos de funcdes, observando
concavidades e pontos de inflexao.

Fonte: A pesquisadora.
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2.4 Seminario: etapas e objetivo

Ap0s o desenvolvimento dessas atividades, foi proposto pelo professor regente e pela
pesquisadora a realizacdo de um semindrio através do qual os alunos apresentariam, em
grupo, os resultados de seus estudos sobre funcdes e suas derivadas. Tal estratégia de
apresentacdo seria 0 ponto de partida para a analise do uso das definicbes matemaéticas nas
representacdes feitas pelos alunos durante as atividades. Cada grupo se encarregou de
pesquisar sobre um tema que tratasse de uma funcédo e de suas propriedades e observar as
relagOes entre essa fungdo e suas derivadas. Os estudantes deveriam sintetizar, realizar testes
com a utilizacdo do GeoGebra e, posteriormente, apresentar, em um seminario, os resultados
de seus estudos relacionados as funcfes e suas derivadas. Os alunos iniciaram esses estudos
em sala de aula e no laboratério, com a presenca da pesquisadora e do professor como
orientadores e mediadores. Entretanto, realizaram estudos extraclasses para a finalizagdo do
trabalhno, momento em que ndo tiveram a orientagdo, tampouco as intervengdes dos
professores. Observamos as interacdes entre os alunos durante o inicio desses estudos,
participamos de seus questionamentos, interagimos com eles e fizemos intervengfes quando
éramos solicitados.

No dia 29 de maio de 2013, ao final da aula, apds a realizacdo da oitava atividade,
realizou-se a escolha dos grupos e dos temas (funcbes), que seriam abordados por eles.
Poderiam escolher uma propriedade ou conceito, para ser pesquisado e investigado, desde que
estivesse relacionado com funcdes e suas derivadas.

A proposta de trabalho feita pelo professor regente e pela pesquisadoratinha como
objetivo principal estimular e incentivar os alunos a pesquisarem e investigarem com base nos
conceitos abordados nas oito atividades desenvolvidas e nas definicdes exploradas pelo
professor nas aulas ministradas por ele.

Decidimos disponibilizar dois dias com duas horas/aula por dia,na sala de
computacéo, para o desenvolvimento do trabalho em grupo, com a presenca da pesquisadora e
do professor regente. A apresentacdo dos grupos foiagendada para os dias 12 e 13 de junho.
Embora tenha sido recomendada a utiliza¢do do livro texto como fonte de pesquisa, os alunos
preferiram recorrer a internet como fonte de pesquisa principal. Para a apresentacdo, 0s
estudantes foram orientados a comentar sobre o trabalho, apontando as duvidas que surgiram,
as conclusdes a que chegaram,as fontes que utilizaram para a busca de informacbese o

comportamento da funcéo derivada da fungédo escolhida como objeto de estudo.



29

O objetivo néo era que os alunos ministrassem uma aula sobre o assunto escolhido,
mas que apenas expusessem aos colegas o que haviam descoberto ou concluido sobre aquele
tipo de funcéo e sua derivada. Cada grupo delimitou uma funcéo a ser estudada e pesquisada
de acordo com o seu interesse. Por exemplo, 0 motivo pelo qual um grupo de alunos escolheu
trabalhar com funcdes irracionais foi ndo saber a definicdo dessas funcbes e como era o
comportamento da derivada. Esse grupo alegou que o Célculo mostrava claramente sobre
funcBes polinomiais e que quase ndo viam exploracdes em outros tipos de fungdes. Outro
grupo se interessou em pesquisar sobre funcdo logaritmicaporque ndo havia aprendido esse
contetdo no Ensino Médio. O Quadro 2, a seguir, apresenta as funcdes escolhidas pelos
grupos para estudar o comportamento das func¢des derivadas com seus respectivosobjetivos de

pesquisa.

Quadro 2 — Funcoes e objetivos dos grupos de estudos. Grupos selecionados para a analise em
sombreamento

Numero
Tema Objetivos a serem alcangados na pesquisa de alunos
no grupo
« . . Investigar o comportamento da funcdo derivada nos intervalos 3
Funcdo Polinomial . .
de crescimento e decrescimento.
< A Investigar o comportamento da funcdo derivada nos pontos 3
Funcdo Polinomial " - x
méaximo e minimo da funcao.
Funcéo Investigar o comportamento da fungdo derivada nos intervalos 3
Logaritmica de crescimento e decrescimento.
Funcéo Investigar o comportamento da fungéo derivada nos pontos de 4
Logaritmica inflex&o, e maximos e minimos da funcéo.
Funcao Investigar o comportamento da fungdo derivada nos intervalos 3
Exponencial de crescimento e decrescimento.
Funcéo Investigar o comportamento da funcdo derivada nos pontos 3
Exponencial maximo e minimo da func&o.
Funcao Investigar o comportamento da funcdo derivada nos intervalos 3
Trigonométrica de crescimento e decrescimento.
Funcéo . u .
Investigar o comportamento da fungdo derivada nos pontos 4
Trigonométrica maximo e minimo.
< . Investigar o comportamento da derivada nos pontos maximos e 3
Funcdo Irracional . N
minimos da funcéo.
x . Investigar o comportamento da fungéo derivada nos intervalos 3
Funcdo Irracional . .
de crescimento e decrescimento.

Fonte: A pesquisadora.

Dos dez grupos do Quadro 2, quatro foram selecionados para a analise das

apresentacdes feitas pelos alunos (grupos em sombreamento no quadro). No entanto, dois
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grupos que expuseram o trabalho sobre fungdo exponencial uniram-se na apresentagédo e
tornaram-se um s grupo, composto por seis estudantes. Por isso, houve quatro grupos e trés
assuntos abordados na apresentacdo do seminario.Ndo desmerecendo a importancia e a
qualidade dos demais grupos, a escolha para a descricdo foi norteada por dois critérios.
Primeiro, pela quantidade e qualidade das duvidas que surgiram ao longo do desenvolvimento
dos trabalhos referentes as definicbes matematicas no contexto de representacdes gréficas e
outras representacdes, como as algébricas. Segundo, em relacdo ao objetivo da pesquisa e aos
aportes tedricos adotados, pensamento matematico avancado (TALL; VINNER, 1981;
VINNER, 1991; TALL et al.,, 2001) e do interacionismo simbolico (BLUMER, 1980;
GODINO; LLINARES, 2000).

A disposicdo dos grupos no quadro 2 corresponde a ordem de apresentaces. Os
grupos que realizaram estudos sobre funcdes trigonométricas ndo estavam preparados para a
apresentacdo, quando chamados, e ficaram, entdo, para o final. Porém, apenas entregaram o
trabalho por escrito.

Focados no objetivo, escolhemosalguns episodios de dialogos dos trés grupos
selecionados para a analise, que foram gravados durante a realizacdo do seminario e,
posteriormente, transcritos e analisados.

Na redacdo desta dissertacdo, sdo usados nomes ficticios para os estudantes; para o
professor regente, apenas a denominagédo professor; e, para mim, quando me chamarem de
professora ou pelo meu nome, utilizaremos a designagao “pesquisadora” nas transcri¢oes.

As apresentacOes dos trés grupos que serviram de base para a transcricdo dos diadlogos
que gerou dados para a analise sdo:

a) G1-Grupo que investigou derivadas em funcdes polinomiais;
b) G2-Grupo que investigou derivadas em funcdes logaritmicas;
c) G3-Grupo que investigou derivadas em fungdes exponenciais.

2.5 Instrumentos de coleta de dados, objetivo e aportes tedricos

Inicialmente, nossa pesquisa estava fundamentada nos pressupostos tedricos das
investigacGes matematicas e pensamento reflexivo de Dewey, e nosso intuito era analisar o
pensamento matematico dos estudantes em seus trabalhos. Entretanto, devido a deciséo de
vincular as atividades no laboratério ao desenvolvimento das aulas do professor e a
aprendizagem dos estudantes, esses aportes deixaram de fundamentar o desenvolvimento das

atividades e os estudos em grupos sobre fungdes e suas derivadas que foram apresentados no
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seminario. Entretanto, esclarecemos que 0s pressupostos tedricos das investigacGes
matematicas e pensamento reflexivo de Dewey nortearam as decisdes a respeito de quais tipos
de dados seriam importantes para a pesquisa e a escolha dos instrumentos para coleta-los,os
quais delimitados a seguir:

a) gravacgdo de dudio e video com o objetivo de registrar as interac@es e dialogos entre
alunos e professores;

b) registros feitos pelos alunos nas folhas de atividades e das provas realizadas em sala
de aula, com o objetivo de recolher informacgdes quanto aos conceitos de funcdes e
suas derivadas;

c) sala virtual criada como espaco para registrar as atividades desenvolvidas pelos
alunos com auxilio do GeoGebra no laboratério de informaética, com o objetivo de
recolher informac6es da compreensdo dos alunos sobre os conceitos de fungdes e
suas derivadas;

d) férum virtual, que teve como objetivo registrar os didlogos e intera¢fes dos alunos
fora do ambiente escolar a respeito de questionamentos sobre assuntos estudados
em sala;

e) notas de campo da pesquisadora, com a finalidade de registrar o desenvolvimento
das atividades, as observacdes das aulas do professor regente, as impressdes iniciais
e formas de expressdo dos alunos e possiveis duvidas manifestadas por eles sobre o
contetdo ministrado.

Os instrumentos utilizados nos permitiram coletar diversos dados, com riqueza de
detalhes, ou seja, tinhamos muito material que podia ser analisado. As notas de campo da
pesquisadora, o forum virtual, os registros feitos pelos alunos e os didlogos capturados nas
gravacdes de audio e video que registraram as interagdes entre colegas e entre alunos e
professores durante a realizacdo das oito atividades desenvolvidas e durante as aulas
ministradas pelo professor, apesar de ndo serem utilizados como dados para a analise,
serviram de base para interpretacéo.

Observamos que as interagOes ocorridas entre estudantes, professor e pesquisadora
foram relevantes e evidenciaram algumas dificuldades dos estudantes relacionadas ao uso das
definicbes matematicas no estudo de fungbes e suas derivadas. Isso nos motivou a realizar
uma anéalise mais aprofundada sobre a compreenséo das definicbes matematicas presentes na
comunica¢do matematica dos estudantes referentes a esses estudos. Por isso, focamos a
andlise dos dados nas transcrigdes dos didlogos ocorridos no seminario realizado pelos grupos

de estudantes.
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Adotamos aportes tedricos para esse recorte, objetivando construir uma compreensdo a
respeito de como e de que forma as defini¢des matematicas séo utilizadas em discussdes entre
estudantes e professores durante as apresentacbes do seminario. Visou-se interpretar as
manifestacdes orais e dos registros dos estudantes a luz da teoria do pensamento matematico
avancado (TALL; VINNER, 1981; VINNER, 1991) e interacionismo simbolico.(BLUMER,
1980).

Para alcancar o objetivo proposto, foi necessario focar alguns aspectos desses dialogos
por meio de uma leitura global das transcri¢fes, nas quais observamos a presenca significativa
de referéncias as representacdes graficas realizadas no software e o uso de definicGes
matematicas. Os recortes transcritos nesta dissertacdo foram feitos, portanto, dos trechos em

que se evidenciaram tais fatores a serem analisados e fundamentados teoricamente.

2.6 Andlise: métodos e procedimentos

De acordo com Graneheim e Lundman (2004), na andlise de conteldo, em sua
vertente qualitativa, o exame de um texto serve de apoio para apreender seu sentido
simbdlico. Em nossa pesquisa, esse texto se refere as transcricdes dos dialogos ocorridos no
seminario. Esse sentido nem sempre é manifesto e o seu significado ndo é Unico, pois podera
se apresentar com diferentes perspectivas. Através de umtrabalho gradual de assimilacdo do
texto, emergem as unidades de sentido — palavras, conjunto de palavras formando uma
locucdo ou temas —, que sdo definidas com o intuito de buscar informag6escontidas no texto.
O objetivo de toda analise de contetdo € o de assinalar e classificar de maneira objetiva todas
as unidades de sentido existentes no texto, além de permitir que sobressaiam do documento
suas principais regularidades.

A andlise e o estudo dos aportes tedricos que a fundamentaram foram distribuidos em
seis etapas, apresentas a seguir:

a) apreciacdo global dos dados para comecar a definicdo de nosso objeto de estudo e

objetivo da pesquisa;

b) estabelecimento de diretrizes para a selecdo de dados e, assim, a selecdo de

gravacgdes para transcrever;

c) selecdo e transcricdo de dados coletados nas atividades e no seminario;

d) definicdo de aportes tedricos na area do pensamento matemético avangado e

interacionismo simbdlico;
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e) estudo da literatura a respeito do pensamento matematico avancado e definigdes

matematicas;

f) a codificacdo e categorizacao dos dados.

Os episadios selecionados para analise foram interpretados a partir dos métodos e
procedimentos de codificagdo e categorizagdo (CHARMAZ, 2009) e da anélise de contetdo
qualitativa (GRANEHEIM; LUNDMAN, 2004). No primeiro momento, foi realizada uma
codificacdo sistematica dos dadose uma subsequente categorizacdo dos codigos sem
referéncia aos aportes teoricos. Os aportes foram utilizados posteriormente como ética para
interpretar os resultados da categorizacédo, visando o objetivo da pesquisa.

Destacamos, neste sentido, a categorizacdo sistematica, interpretacdo e descricdo dos
dados como etapas essenciais deste método de analise, que se constitui em um conjunto de
técnicas qualitativas visando a busca de sentidos nos dados. A analise de conteido pode ser
utilizada tanto para a abordagem quantitativa quanto para a abordagem qualitativa ao ser
aplicada em contextos com uma variedade de dados que necessitem de interpretagéo.

Nosso estudo se baseia na analise de conteudo qualitativa. Para a compreensdo
analitica de nossos dados, utilizamos a codificacdo em conformidade com Charmaz (2009).
Optamos por analisar os dados de acordo com os métodos e procedimentos da analise de
contetdo, porque nela a codificacdo define a estrutura analitica para construir a analise dos
dados.Dessa forma, a codificacdo nos deu suporte para questionar de modo analitico os dados
da pesquisa e nos levou a observar atentamente as acGes contidas nos diadlogos. Para Charmaz
(2009, p.69), “codificar significa categorizar segmentos de dados com uma denominagdo
concisa gque, simultaneamente, resume e representa cada parte dos dados”.

A partir, portanto, de uma leitura minuciosa dos dados da pesquisa, iniciamos pela
construcdo dos codigos, como forma de organizacdo e selecdo dos dados desta pesquisa. Para
Graneheim e Lundman (2004), as unidades de sentido, denominadas “unidades de registro”,
ou também “unidades de analise”, sdo elementos unitarios de contetdo a ser submetido
posteriormente a classificagdo. Entendemos que essas unidades de sentido sdo similares as
unidades de registro que Charmaz (2009) chama de c6digos.

A codificagdo dos dados contidos nas transcri¢des do seminario foi realizada com uma
codificacdo inicial, e, em seguida, requereu uma leitura atenta e focada sobre os dados, em
busca de ideias analiticas.Separamos os dados de acordo com seu contexto,objetivando a
elaboracdo de cddigos,e organizamos de maneira que exprimissem acles, ou seja,
codificamos os dados como a¢Ges com o uso da forma nominal do verbo nogerundio, pois,

para Glaser (1978), citado por Charmaz (2009), a utilizacdo de gerdndios na



34

codificacdoauxilia o pesquisador a detectar processos e a se fixar nos dados, transmitindo uma
forte sensacdo de acdo e sequéncia.

Apresentamos no Quadro 3 um exemplo de um codigo da analise.

Quadro 3 —Cdadigo expresso em gerindio
DIALOGO OCORRIDO NO GRUPO QUE

CODIGO INVESTIGOU FUNCOES POLINOMIAIS
Guto: Eu tenho uma pergunta para fazer: a funcdo
de grau 4, é uma parabola?
Jane: Quando a gente estava fazendo o trabalho eu

achava que ndo, mas depois eu Vi no
GeoGebra que sim. Ndo fica uma parébola
perfeita, mas é uma parabola sim.

Professor: Entdo, tem parabola perfeita e pardbola
néoperfeita?

Carlos: Tinha hora que ela dava uma entortadinha,
mas é uma parabola, ndo é nao?

Visualizando parabola
perfeita e parabola imperfeita
no GeoGebra

Fonte: A pesquisadora.

Para a construcdo dos cadigos, observou-se o assunto principal do didlogo transcrito,
bem como as definigdes e conceitos matematicos refletidos na discussdo em anélise. Em
seguida, escolheu-se o verbo adequado para cada situacdo, empregado no gerdndio. Dessa
maneira, garantiu-se um foco de interpretacdo. No exemplo representado no Quadro 3, 0
verbo visualizar foi escolhido, uma vez que nessa situacdo os alunos identificaram a
representacdo gréafica da pardbola no GeoGebra. Caso a acdo fosse outra, haveria outros
verbos, como: explorar, mostrar, definir, comprovar, entre outros, como exemplificado no
Quadro 5, constante do capitulo 5.

Apbs a codificacdo dos dados contidos nas transcricdes dos dialogos e interacdes
ocorridas no seminario, ou seja, depois de definir e separar os cddigos, prosseguimos para a
categorizacao, segunda fase da codificacdo, pois utiliza c6digos anteriores mais significativos,
direcionados, conceituais e seletivos. Nessa etapa, identificamos os cddigos que mais se
destacaram e os sintetizamos em categorias. Nesse momento do processo, norteou-nos a teoria
de Charmaz (2009, p.87), segundo a qual “a codificagdo focalizada exige a tomada de decisdo
sobre quais 0s codigos iniciais permitem uma compreensdo analitica melhor para categorizar
os seus dados de forma incisiva e completa”.

A categorizacdo visareunir um grupo de elementos dos cédigos. Em nossa pesquisa,
obtivemos categorias a posteriori, ou emergentes, no processo da analise dos dados colhidos

no seminario. Uma categoria pode ser vista como um conjunto ou grupo de contetudos que
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compartilham uma semelhanca, e cria-la é a caracteristica central da analise de contetdo
qualitativa. As categorias podem ser distinguidas como grandes enunciados que abrangem um
numero variavel de codigos, segundo seu grau de intimidade ou proximidade. Podem, através
de sua analise, exprimir significados que atendam aos objetivos do estudo, proporcionando
uma viséo diferenciada sobre os temas propostos.

Por exemplo, mostramos no Quadro 4 codigos que foram sintetizados para criar uma

categoria.

Quadro 4 — Caodigos sintetizados em uma categoria

CODIGOS CATEGORIA

Explorando o conceito de funcdo quadratica a partir da representacdo gréfica
de derivadas.

Visualizando parabola perfeita e pardbola imperfeita no GeoGebra.(ver
Quadro 3)

Descartando um dos quadrantes na leitura de grafico.

Utilizando
experiéncias
prévias.

Mostrando parabola definida por funcéo algébrica diferente da quadratica.

Definindo fungdo exponencial a partir do que se aprendeu em ensinos
anteriores.

Fonte: A pesquisadora.

Para criar categorias a partir dos codigos, foram observadas as semelhancas entre as
acOes praticadas pelos alunos em cada codigo. De acordo com essas caracteristicas, esses
coédigos foram agrupados em categorias cuja nomeacdo se faz de forma mais abrangente,
como o exemplo do Quadro 4, que representa a categoria das experiéncias prévias, ou seja,
cada codigo dessa categoria contempla acdes relacionadas aos conhecimentos prévios dos
alunos.

De acordo com Graneheim e Lundman (2004), das categorias emergem os temas. Um
tema responde a pergunta “Como?”, e pode ser visto como uma expressdo do conteudo latente
do texto. Para os autores, a questdo basica quando se realiza analise de conteldo qualitativa é
decidir se a analise deve se concentrar no conteddo manifesto ou latente. A analise de
conteddo no nivel manifesto restringe-se ao que é dito, sem buscar os significados ocultos, e,
no nivel latente, procura-se captar sentidos implicitos, ou seja, parte da informacdo manifesta
no texto para, entdo, dirigir-se a intencdo que o autor quis expressar. Na analise, ndo nos
restringimos apenas ao conteldo manifesto.

De acordo com Graneheim e Lundman (2004), os temas ndo sdo necessariamente

excludentes e podem ser construidos por codigos, categorias ou subtemas, de acordo com a
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escolha prépria do pesquisador, pois tém como fundamento os objetivos da pesquisa e
indicios levantados do contato com o material estudado e referencial teérico da pesquisa. No
caso de nossa pesquisa, apOs organizar nossas categorias, realizamos uma integracao entre
elas e 0 marco tedrico com o objetivo de classificar, sintetizar e organizar os dados,servindo
assim de suporte para a analise.

Compreendemos o tema como uma forma de integrar as categorias e organiza-las em
torno de um conceito central, ou seja, sistematizar o processo de codificacdo. Para definir
cada tema da pesquisa, buscou-se, alem dos aspectos manifestos, os aspectos latentes do texto,
ou seja, o que podia ser deduzido dos pressupostos implicitos nos dialogos dos alunos.

Nesta pesquisa, codigos e categorias foram divididos em dois temas: “Pensamento
matematico dos estudantes sobre fungdes e suas derivadas: conceito imagem e defini¢des” e
“Interagdes no processo de ensino ¢ aprendizagem de fungdes e suas derivadas”, explicitados
no capitulo 5.

No proximo capitulo, realizamos uma sintese das ideias do pensamento matematico
avancado referente as nocgOes tedricas de imagem conceitual e definicdo conceitual e do
interacionismo simbolico, a respeito da compreensdo dos estudantes sobre funcdes e suas

derivadas com énfase no uso de defini¢bes matematicas.
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3 MARCO TEORICO: PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO E
INTERACIONISMO SIMBOLICO

Neste capitulo, mostramos uma sintese das ideias presentes na linha do pensamento
matematico avancado (PMA) e do interacionismo simbdlico, que serdo utilizadas em nossa
pesquisa. Discutimos, sobretudo, as caracteristicas do pensamento matematico avancado,nas
noc¢Oes teodricas de imagem conceitual e definicdo conceitual, e a importancia das definigcdes
em matematica. No que se refere ao interacionismo simbdlico, focamos nas interacdes
ocorridas entre os estudantes e professores. O PMA vem sendo largamente utilizado nas
investigacOes realizadas no contexto da matematica universitaria, e serd utilizado nesta
pesquisa, relacionada com o estudo de funcdes e suas derivadas, e desenvolvido com

estudantes do curso de Sistemas de Informacao de uma universidade publica.

3.1Caracteristicas do pensamento matematico avancado

Existem diversas linhas de pesquisa sobre os processos de aprendizagem, e, em geral,
as discussdes recaem sobre o perfil de aprendiz que se deseja formar. Por isso, as concepgoes
de ensino e aprendizagem sdo fundamentais, uma vez que fornecem diretrizes para a pratica
do educador que se preocupa com 0 objeto de estudo,com as estratégias de ensino e com o
pensamento matematico desenvolvido pelos alunos no processo de aprendizagem. O
desenvolvimento do pensamento matematico dos alunos desde o nivel basico ao superior tem
sido foco depesquisas.(TALL, 1991; VINNER, 1991; DREYFUS, 2002; SFARD, 2007,
GRAY, 1999; DUBINSKY, 2002; DOMINGOS, 2006; COSTA, 2002; RESNICK, 1987).

Corroboramos com Domingos (2006), ao considerar que tanto as dificuldades quanto o
elevado nivel de fracasso escolar universitario apresentado pelos estudantes na area de
Matematica podem ser explicados pela baixa compreensdo de conceitos matematicos. Devido
a complexidade existente na compreensdo de conceitos matematicos, tais como fungdes e
derivadas, buscamos um referencial tedrico que nos permita analisar, descrever e explicar,
como 0s estudantes universitarios manifestam sua compreensdo relativa aos conceitos
matematicos.

Uma sistematiza¢do do pensamento matematico, desde a perspectiva cognitivista, foi
realizada por Tall (1995), por meio de trés componentes da atividade humana: a percepgéo
como entrada, 0 pensamento como processamento interno e a acdo como saida. Isso permite

considerarmos as atividades matematicas, como perceber objetos, pensar e realizar acOes
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sobre eles. Tall (1995) considera que 0 pensamento matematico inicia-se pela percepcdo dos
objetos do mundo externo e pelas a¢Oes exercidas sobre eles. Esse pensamento também se
desenvolve simultaneamente por meio dos processos orientados a inspiracdo de um
pensamento criativo baseado na definicdo formal e na demonstracdo sistematica dos conceitos
matematicos.A medida que o pensamento se desenvolve tornando-se mais complexo, as agoes
sobre esses objetos conduzem ao pensamento matemaético avangado, que envolve 0 uso de
estruturas cognitivas produzidas pelas varias atividades matematicas. Assim, tanto o
pensamento matematico elementar quanto o pensamento matematico avancado referem-se a
maneira como se processa internamente a informagao.

Tall (1995) propde a distin¢do entre a matematica elementar, na qual os objetos sdo
descritos, e a matematica avancada, na qual os objetos sdo definidos formalmente. Para a
matematica elementar, isso implica a descricao das propriedades a partir da experiéncia com o
objeto, enquanto na matematica avancada as propriedades emergem das definicoes.

Segundo Tall (1991, p. 3), a caracterizacdo do ciclo de atividades no pensamento
matematico avangado conduz “desde a atitude produtiva de considerar a contextualizagdo de
um problema numa investigacdo matematica até a formulacdo produtiva de conjecturas e a
etapa final de refinamento ¢ demonstra¢do”.

Tall (1991) se apoia na teoria de Piaget em relacdo a transi¢do de um estado mental a
outro. Isso se produz por meio da complementariedade entre os processos de assimilacéo
eacomodacdo. Entende-se assimilacdo como aapropriacdo individual de um novo dado e
acomodacdo como uma possivel mudanca na estrutura cognitiva individual. Além disso, essa
ideia é corroborada pela distincdo que Skemp (1979) fez entre as situa¢fes nas quais 0
processo de aprendizagem provoca uma simples expansdo da estrutura cognitiva do individuo
e aquelas nas quais o conflito cognitivo requer uma reconstru¢do mental.

Segundo Dreyfus (1991), o pensamento matematico avancado consistenuma grande
série de processos que interagem entre Si, COMOO0S processos de representacdo e
abstracdo.Além desses dois processos, existem outros, como classificar, conjecturar, induzir,
analisar e formalizar, mas é por meio dos dois processos principais que se passa de um nivel
de pensamento para outros.De acordo com 0 autor, esses processos podem ser encontrados
tanto no pensamento matematico elementar como no pensamento matematico avancado, pois
existem topicos da matematica basica que podem ser tratados de forma avancada, assim como
h& um pensamento elementar sobre tdpicos avangados, pois a distingdo estd na complexidade

de como séo tratados e gerenciados 0s processos presentes em cada um deles. Dessa forma,
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Dreyfus (1991) ressaltaa importéncia de o professor conhecer estes processos, pois facilita a
compreenséo das dificuldades apresentadas pelos estudantes.

No que se refere a definicdo de pensamento matematico avancado e as discussoes
produzidas sobre sua natureza e desenvolvimento, encontramos na literatura especializada que
“ao longo do tempo houve uma diversidade de opinides expressas sobre este tema e ndo ha
uma definicdo de PMA que seja unanimemente aceita”.(MAMONA-DOWNS; DOWNS,
2008, p. 155). Para esses autores, a op¢cdo mais simples é que o PMA compreende as
necessidades cognitivas para abordar os conteidos matematicos associados a dominios

usualmente tratados na universidade.

3.2 Imagem conceitual e defini¢ao conceitual

As noc0es tedricas de imagem conceitual e defini¢do conceitual foram introduzidas na
literatura especializada, segundo Tall (1992), pelo trabalho de Vinner e Hershkowitz (1980),
e, mais tarde, Tall e Vinner (1981) e Vinner (1991). A sintese dessas nog¢des, que realizamos,
estd baseada principalmente no trabalho de Vinner (1991).

Segundo Vinner (1991), quando se vé ou se ouve uma palavra associada a um conceito
matematico, algo como o nome do conceito é evocado na meméria. Isso faz parte do que é
denominado imagem conceitual. De acordo com Tall e Vinner (1981), a imagem conceitual
corresponde ao que esta associado ao conceito na mente do individuo e inclui todas as
imagens mentais, processos e propriedades ligadas ao mesmo. Nesse sentido, esses autores

consideram que:

A imagem conceitual é algo ndoverbal associado em nossa mente ao nome
do conceito. Pode ser uma representacdo visual do conceito, caso o0 conceito
tenha representagdes visuais; pode ser também uma cole¢do de impressdes
ou experiéncias. As representacfes visuais, as figuras mentais, as impressdes
e as experiéncias associadas ao nome do conceito podem ser traduzidas em
formas verbais. Mas é importante lembrar que essas formas verbais ndo sdo a
primeira coisa evocada em nossa memoria. Elas acontecem em estagio
posterior. [...] Quando vocé ouve a palavra "fungdo" por outro lado, vocé
pode lembrar-se da expressao "y = f(x)", vocé pode visualizar o grafico de
uma funcéo, vocé pode pensar sobre funcdes especificas comoy = x*ouy =
sen(x), y = Inx etc.. Do que nos dissemos, esta claro que s6 € possivel falar
de imagem conceitual em relagdo a um individuo especifico. Além disso, o
mesmo individuo poderia reagir de modo diferente a um certo termo (nome
do conceito) em situacdes diferentes. Em Tall & Vinner (1981) o termo
“imagem conceitual evocada” é introduzido para descrever a parte da
memoria evocada num dado contexto. Isso ndo &, necessariamente, tudo que
um certo individuo sabe sobre uma certa nogdo. (VINNER, 1991, p. 6).
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Por outro lado, a definicdo conceitual consiste na definicdoem forma de palavras de
um conceito de maneira exata e ndo circular (VINNER, 1983). Tall e Vinner (1981) fazem a
distingdo entre uma definicdo conceitual formal, que é a definicdo exata e precisa, € a
definicdo conceitual pessoal, que é o entendimento verbal da definicdo formal de uma pessoa.
A definicdo conceitual, geralmente utilizada para o desenvolvimento dos conceitos
matematicos no ensino universitario, compreende a definicdo conceitual formal e a defini¢do

conceitual pessoal.Nesse sentido, Tall e Vinner afirmam que:

A definicdo conceitual (se o individuo a possuir) ¢ uma questdo
completamente diferente. Consideramos que a definicdo conceitual é uma
forma de palavras usada para especificar esse conceito. Ela pode ser
aprendida por um individuo de forma mecénica ou de forma mais
significativa relacionando-a em maior ou menor grau ao conceito como um
todo. Também pode ser uma reconstrucéo pessoal feita pelo aluno a partir de
uma definicdo. Constitui-se numa forma de palavras que o aluno usa para a
prépria explicacdo de sua imagem conceitual (evocada). Se a definicdo
conceitual é dada para o estudante ou construida por ele mesmo, ele pode
varia-la de vez em quando. Nesse sentido, uma defini¢do conceitual pessoal
pode diferir de uma definicdo conceitual formal, sendo esta Ultima uma
definigdo conceitual aceita pela comunidade matematica em geral. (1981, p.
152, tradugio nossa’).

Tomando como referéncia o trabalho de Tall e Vinner (1981), Meyer (2003) considera
que a definicdo conceitual pode constituir-se também numa “reconstrucdo pessoal da
definicdo de um conceito, sem que tenham necessariamente significados coincidentes. Nesse
caso, a definicdo conceitual é considerada como a forma verbal utilizada pelo estudante para
especificar sua imagem conceitual (evocada)”. (MEYER, 2003, p. 6 apud ABREU, 2011, p
57).

A definicdo conceitual pode ser categorizada segundo o tema e objetivos da
investigacdo. No que se refere ao estudo desenvolvido por Vinner e Dreyfus (1989),
relacionado com as imagens e definicbes de funcdo, esses autores utilizaram as seis

categorias, sintetizadas a seguir, para analisar as defini¢des de funcao dadas pelos estudantes:

The definition of a concept (if it has one) is quite a different matter. We shall regard the concept definition to
be a form of words used to specify that concept. It may be learnt by an individual in a rote fashion or more
meaningfully learnt and related to a greater or lesser degree to the concept as a whole. It may also be a personal
reconstruction by the student of a definition. It is then the form of words that the student uses for his own
explanation of his (evoked) concept image. Whether the concept definition is given to him or constructed by
himself, he may vary it from time to time. In this way a personal concept definition can differ from a formal
concept definition, the latter being a concept definition which is accepted by the mathematical community at
large.”
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1) Correspondéncia: a funcéo é uma correspondéncia entre dois conjuntos que designa
para cada elemento do primeiro conjunto exatamente um unico elemento do
segundo conjunto (definicdo de funcdo de Dirichlet-Bourbaki).

2) Relacdo de dependéncia: a fungdo € considerada uma relacdo de dependéncia entre
duas variaveis (y depende de x).

3) Regra: a funcdo é uma regra, e a expectativa € que essa regra tenha alguma
regularidade, considerando que a correspondéncia pode ser “arbitraria”.

4) Operacdo: a funcdo é uma operacdo ou uma manipulacdo de nimeros por meio de
operacOes algébricas, com o objetivo de obter suas imagens.

5) Férmula: a fungdo é uma férmula, uma expressao algébrica ou uma equagéo.

6) Representacdo: a funcao é identificada com uma de suas representacdes graficas ou
simbolicas, por exemplo, y=f(x).

Conforme afirma Vinner (1991, p. 6), “adquirir um conceito significa formar uma
imagem conceitual para ele. Saber a defini¢do conceitual de cor ndo garante o entendimento
do conceito. Entender, como acreditamos, significa ter uma imagem conceitual. Certos
significados devem ser associados com as palavras”. Vinner desenvolveu um modelo que esta
baseado na existéncia de duas células (ndo relacionadas com o conceito bioldgico): uma para
a imagem conceitual e a outra para a definicdo conceitual. Qualquer uma dessas células pode
estar vazia quando néo se associa significado algum ao conceito. Ainda que cada célula possa
constituir-se de maneira independente, o referido modelo sugere que haja interacdes entre
elas. A exemplificacdo desse modelo serd apresentada a continuacdo segundo o trabalho de
Vinner (1991).

Inicialmente, o autor considera o processo pelo qual se introduz um conceito por meio
de uma definicdo. Nesse caso, a célula da imagem conceitual inicialmente vazia é
gradualmente desenvolvida a partir dos exemplos eexplicacBes realizados pelo professor,

livros, colegas, internet etc.

Figura 1 — IntercAmbio entre imagem conceitual e defini¢cdo conceitual

Definicdo Imagem
Conceitual Conceitual

Fonte: VINNER, 1991, p.9.

Vinner (1991) considera que o esquema representado pela Figura 1 refere-se aos
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processos de formagao de conceito a serem desenvolvidos em longo prazo, conforme ilustrado
pela Figura 2.

Figura 2 — O desenvolvimento cognitivo do conceito formal

Definicdo Imagem

Conceitual Conceitual

Fonte: VINNER, 1991, p. 10.

No que se refere aos processos de resolucdo de problemas e de desempenho em

atividades, o autor considera que:

Quando uma tarefa cognitiva € colocada para um estudante, espera-se que as
células da imagem conceitual e da definicdo conceitual sejam ativadas.
Novamente, parece-nos que muitos professores na escola secundéaria e no
college esperam que 0s processos intelectuais envolvidos na performance de
uma dada tarefa intelectual deveriam ser esquematicamente expressos por
uma das trés figuras [figuras 3,4 e 5 nesta redagdo] seguintes (as figuras
representam somente o aspecto da imagem conceitual e da definicdo
conceitual envolvida no processo). As setas nas figuras representam
maneiras diferentes pelas quais um sistema cognitivo deveria funcionar.
(VINNER, 1991, p.10).

Figura 3 — Intercdmbio entre definicdo e imagem

/ Resposta
Definicdo Conceitual «—» Imagem Conceitual
Informacdo

Fonte: VINNER, 1991, p.10.
Figura 4 — Dedugdo puramente formal

e

Defini¢cdo Conceitual Imagem Conceitual

AN

Resposta

Informacgdo

Fonte: VINNER, 1991, p.11
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Figura 5 — Deducéo seguindo pensamento intuitivo

Resposta

/'

Defini¢gao Conceitual «— Imagem Conceitual

Y

Informacao

Fonte: VINNER, 1991, p. 11.

Nos processos ilustrados pelas Figuras 3, 4 e 5, Vinner (1991, p. 11) considera que
“ndo importa como seu sistema de associa¢@o reaja quando um problema lhe é colocado em
um contexto técnico, ndo se espera que vocé formule sua solucdo antes de consultar a
definicdo conceitual. Isso ¢é, naturalmente, o processo desejavel”. Entretanto, o autor
reconhece que isso ndo corresponde ao que o estudante realiza na pratica. Assim, propde o

seguinte modelo (Figura 6) para a préatica:

Figura 6 — Resposta intuitiva

Resposta

™~

Defini¢do Conceitual Imagem Conceitual

/'

Informacdo

Fonte: VINNER, 1991, p. 11.

Vinner (1991, p. 12) esclarece que, no que se refere a ilustracdo realizada por meio da

Figura 6,

a célula da defini¢do conceitual, mesmo se ndo vazia, ndo é evocada durante
0 processo de resolucdo do problema. Os habitos de pensamento cotidianos
se sobrepGem e o respondente estd inconsciente da necessidade de consultar
a definicdo formal. N&o é preciso dizer que, na maioria dos casos, a
referéncia a célula da imagem conceitual sera bem-sucedida. Esse fato ndo
encoraja as pessoas a se referirem a célula da definicdo conceitual. Apenas
em problemas de ndorotina, nos quais imagens conceituais incompletas
poderiam ser ambiguas, pode-se encorajar as pessoas a se referirem a
imagem conceitual. Tais problemas sdo raros e, quando dados aos
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estudantes, sdo tidos como injustos. Entdo, ndo ha nenhuma forca aparente
gue possa mudar os habitos de pensamento comuns que sdo, em principio,
inapropriados para contextos técnicos.

A diferenca, portanto, que se percebe entre 0s processos representados pelas Figuras 5
e 6, fundamentados por Vinner (1991, p. 11), é que, naquele, o individuo responde através de
uma imagem conceitual, estabelecendo uma relacdo também com a definicdo conceitual,
neste, ndo ha relagcdo com a definicdo conceitual, dai chama-la de resposta intuitiva.

Vinner considera que os modelos, citados por ele, e implicitamente assumidos pelos
professores podem ser descritos por meio das ac¢des ilustradas anteriormente. Ressaltamos que
Vinner considera que tanto a imagem conceitual quanto a definicdo conceitual sdo centrais
para a explicagdo do processo cognitivo de formagdo dos conceitos. Nesse sentido, Tall e
Vinner (1981) fazem a distin¢do entre a definigdo conceitual formal e a definigdo conceitual
pessoal, a qual consideramos relevante frente aos dados desta pesquisa. Por isso, elaboramos
um esquema, compreendido pela Figura 7, no qual destacamos os intercAmbios propostos no
modelo indicado por Vinner (1991), por meio da Figura 3, bem como detalhamos a definicéo
conceitual formal e a pessoal, de acordo com Tall e Vinner (1981).

Figura 7 — IntercAmbio entre defini¢bes (formais e pessoais) e imagens conceituais

Resposta

Defini¢do Conceitual -
Imagem Conceitual

A
y

Formal «+<—> Pessoal

Informacéo

Fonte: Elaborado pelapesquisadora.

Esclarecemos que, no que se refere a ilustracdo realizada por meio da Figura 7,

compreendemos que € possivel que a célula da definigdo conceitual, tanto pessoal quanto
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formal, seja evocada durante o processo de resolucdo de um problema. Também pode haver
intercdmbio entre essas definicdes, bem como entre elas e a imagem conceitual. De acordo
com Tall e Vinner (1981), a defini¢cdo conceitual pessoal € o entendimento verbal da definicdo
conceitual formal de uma pessoa. A resposta dada pelo individuo a uma situacéo-problema
pode partir da definigdo conceitual pessoal em conexdo com a imagem conceitual do objeto

em estudo.

3.3Definicdes estipuladas e extraidas

Considerando o objetivo desta pesquisade compreender como e de que forma as
definicbes matematicas sdo utilizadas pelos estudantes nas representacdes graficas e
algébricas das funcdes e suas derivadas, baseamo-nos nesses aportes teoricos a fim de aplicar
essa fundamentacdo na analise das expressfes orais e escritas realizadas pelos estudantes,
quando utilizaram tanto a defini¢cdo conceitual formal quanto a pessoal. Além desses autores,
a analise também se fundamentou nos estudos de Edwards e Ward (2004), que corroboram
com Tall e Vinner (1981), no entendimento das definicdes matematicas, mas consideram que
as defini¢des conceituais podem ser estipuladas ou extraidas.

Edwards e Ward (2004) analisaram a compreensdo dos alunos sobre as definigdes
matematicas e qual o entendimento que eles tém do papel desempenhado pelas defini¢cdes
formais na matematica. Uma das conclusdes obtidas na pesquisa que realizaram foi que
alguns alunos com formacdo matematica avancada ndo entendem completamente a natureza e
0 papel das definicbes matematicas. Muitos alunos explicam as definicdes, mas ndo as usam
corretamente, e alguns estudantes apresentam concepgdes erréneas e/ou incompletas tanto
sobre as definicdes matematicas quanto sobre o papel que estas desempenham no ambito da
matematica. Em seu estudo sobre as definicbes matematicas nos cursos superiores de
Matematica, os autores utilizamduas categorias para as definigcdes: definicdes extraidas e
definicdes estipuladas.

De acordo com Edwards e Ward (2008), as definigdes matematicas sdo estipuladas, e
se apoiam em Landau (2001) e Robinson (1962) para explicita-las.Os autores afirmam que as
definicbes estipuladas sdo uma “construcdo explicita e autoconsciente da relacdo de
significado entre uma palavra e algum objeto, o ato de designar a um objeto um nome (ou um
nome a um objeto)”. (ROBINSON, 1962 apud EDWARDS; WARD, 2008, p. 224).Essas
defini¢cBes conceituais matematicas formais, de acordo com Tall e Vinner (1981), utilizam-se

de linguagem ou simbolos para se referir a conceitos. Uma definicdo matemaética estipulada é
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uma definicdo cujos significados em relagdo ao conceito sdo designados ou estipulados pela
comunidade matemética e comunicado por esses simbolos, ou seja, pela definicdo formal. Por

exemplo, de acordo com a comunidade matematica, uma definicdo formal para a funcao
exponencial é dada por f :R— R, tal que f(x)=a*,em queacR, a>0¢e a+ 1. Para cada

simbolo dessa definicéo, € estipulado um significado especifico. Por exemplo, pela definigéo,
a base a € R, a> 0 e a # 1. Para defini¢cdes estipuladas, os significados para o conceito sao
designados aos simbolos e assim determinam o uso do conceito que é referenciado por sua
definicao.

Por sua vez, as defini¢des extraidas referem-se a conceitos cujo uso em uma variedade
e contextos especificos permite uma extracdo ou atribuicdo de significados para esses
conceitos, os quais séo referenciados por suasdefinigdes. Sdo “definigdes que sdo baseadas em
exemplos reais, definigdes extraidas de um corpo de evidéncias”. (LANDAU, 2001 apud
EDWARDS; WARD, 2008, p. 224, traducdo nossa). De acordo com o0s autores,a maioria das
definicdes da “linguagem cotidiana” para conceitos ndo cientificos sdo defini¢des extraidas,
nas quais 0s conceitos sdo atribuidos de significados conforme o seu uso. Por exemplo, uma
crianca, ao desenvolver significados a respeito do conceito “cachorro” a partir do animal de
estimacdo da familia, vai experimentando esse conceito ao empregar a palavra cachorro a
outros animais. Com orientacdo de acerto ou erro, vai ajustando significados, guardando
aqueles que aplicam e eliminando aqueles que nao aplicam?®. Usando a palavra para nomear
uma variedade de animais, os significados como quatro patas, rabo etc., ou seja, sua imagem
conceitual a respeito do que € um cachorro caracteriza para a crianca esse animal. Em outras
palavras, o uso do termo cachorro em uma variedade de situacdes contribui a significacéo
desse conceito. Isto é, os significados em relacdo ao conceito sdo extraidos do seu uso.

Em termos de definicGes matematicas, considere a definicdo conceitual pessoal de um
aluno (conforme transcri¢do desta pesquisa) para a fun¢do exponencial: uma fung¢do que “tem

uma base e a variavel estd no expoente”. Com base nesse entendimento, o estudante afirma

1
coerentemente que a funcdo f(x) =3* é uma funcdo exponencial. A definicdo pessoal do

estudante é fundamentada, direta ou indiretamente, na definigdo formal, entretanto sem
entendimento do significado especifico estipulado ao expoente x; e assim exemplifica uma
funcdo exponencial como uma fungdo que ndo atende a definicdo formal. Argumentos

baseados em sua imagem conceitual a respeito do que é uma fungéo exponencial surgiram de

3 Esse exemplo da significacdo do conceito de cachorro é de Dewey (1959), que aponta que CONCeitos No seu Uso
se tornam mais definidos.
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uma variedade de contextos de uso, com coeréncia ou ndo, com especificidade da definicdo
formal. Assim, o estudante, sem compreender o significado estipulado para o expoente x para
0 conceito de funcdo exponencial, esta atribuindo significados ao conceito de forma similar ao
processo de extrair significados em relacdo auma definicéo.

Destacamos que, de acordo com Tall e Vinner (1981), a definicdo conceitual consiste
na forma simbdlica para especificar um conceito, e nesse sentido, fazem distin¢do entre a
definicdo conceitual formal e pessoal. Para os autores, uma definicdo formal na matematica é
uma construcdo simbdlica aceita pela comunidade matematica, e a definicdo conceitual
pessoal, compreendida como uma construcdo pessoal da definicdo formal remete a imagem
conceitual, e, por ser pessoal, pode diferir da definigdo formal.

Compreendemos que a definicdo conceitual, de acordo com Tall e Vinner (1981),
relaciona-se com as duas definicdes apresentadas por Edwards e Ward (2008), uma vez que
entendemos que a definicdo conceitual pode ser estipulada ou extraida. As definicdes
matematicas formais possuem significados estipulados para os conceitos que eles referem.
Quando os significados de um conceito matematico sdo evocados de uma definicdo formal,
sdo especificos ao conceito e seu uso se refere a essa especificidade, compreendemos como
definigcdes estipuladas. A defini¢do estipulada transmite um significado elementar, guia uma
discussdo especifica e é utilizada para servir a um propdsito. A definicdo estipulada faz surgir
0s usos de conceitos, ao passo que a extraida surge dos usos e conceitos.

3.4 O papel da definicdo em matematica

Sintetizaremos o papel da definicdo em Matematica tomando como referéncia
principal o trabalho de Vinner (1991). Esse autor considera que existe um problema sério na
aprendizagem da Matematica em torno da compreensdo de definicdes, especialmente no que
se refere ao conflito entre a estrutura da Matematica e 0s processos cognitivos de aquisicdo de
conceitos matematicos. A Matematica é assumida como uma teoria dedutiva que se inicia
tanto no contexto da sala de aula quanto nos livros didaticos a partir das no¢fes primarias e
axiomas, por meio dos quais séo definidas as demais nogOes. Os teoremas séo provados a
partir dos axiomas por meio de certas regras de inferéncia. Essa apresentacdo dos conceitos
matematicos geralmente ndo corresponde ao processo de aquisicdo dos conceitos
matematicos, e em nossa realidade a Matemética ndo é trabalhada de forma axiomatica.

Segundo o autor, a estratégia geralmente utilizada nas salas de aula propde que:
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Os professores de matematica poderiam constituir, em suas aulas, uma
sequéncia de definigdes, teoremas e provas como um esqueleto para seus
cursos. Seguir essas sequéncias pode ser pedagogicamente errado, ja que
ensino deve levar em consideracdo 0s processos psicolégicos comuns de
aquisicdo de conceito e raciocinio logico. (VINNER, 1991, p. 1).

Vinner (1991) ressalta a forma como os estudantes adquirem os conceitos matematicos

e ndo apenas as expectativas para a referida aquisicao, afirmando que:

[...] o papel da definicio em um dado curso de matematica deveria ser
determinado de acordo com as metas educacionais que se pretende que
sejam alcancgadas pelos estudantes dados. Se os estudantes sdo candidatos a
matematica avangada, entdo ndo somente as definigdes devem ser dadas e
discutidas, mas também os estudantes devem ser treinados a usa-las como
um critério Ultimo nas atividades matematicas. Essa meta s6 pode ser
alcancada se forem dadas, aos estudantes, tarefas que ndo podem ser
resolvidas corretamente com referéncia apenas a imagem conceitual.
Enquanto a referéncia a imagem conceitual resultar em uma solucéo correta,
0 estudante permanecera se referindo a imagem conceitual, ja& que esta
estratégia é simples e natural. Somente um fracasso pode convencer o
estudante que ele ou ela tem que usar a definicdo conceitual como critério
altimo para o comportamento. (VINNER, 1991, p. 21).

Apresentamos uma sintese das possiveis consequéncias que podem decorrer da

consideracdo do papel da definicdo em matematica, de acordo com Vinner (1991).

=

Conceitos sdo adquiridos, principalmente, por meio de suas defini¢des.
2. Estudantes usardo definicbes para resolver problemas e para provar
teoremas quando necessario a partir do ponto de vista matematico.
Defini¢Bes devem ser minimas. [...]

E desejavel que definicdes sejam elegantes. [...].

Defini¢es sdo arbitrarias. Defini¢des sdo feitas pelo homem. Definir
em matematica é dar um nome. (Por exemplo, ao se definir um trapézio,
pode-se defini-lo como um quadrilatero contendo pelo menos um par de
lados opostos que sdo paralelos. Por outro lado, pode-se defini-lo, se
quiser, como um quadrilatero contendo exatamente um par de lados
opostos paralelos. Se vocé escolher a primeira definicdo, um
paralelogramo €é também um trapézio. Se vocé escolher a segunda, ele
ndo é. Agora, se a ideia de que definicbes sdo arbitrarias € bem
entendida, o fato acima ndo causard confusdo, caso contrério, podera
causar uma enorme negociacdo). (VINNER, 1991, p. 2-3,grifos do
autor).

gk w

De forma geral, as nogOes de imagem conceitual e definicdo conceitual de Tall e
Vinner (1981) e defini¢Ges estipuladas e extraidas de acordo com Edwards e Ward (2008)

tornam-se importantes ferramentas no estudo do papel das definicbes em matematica.
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3.5 Interacionismo simbdlico

Um dos principais elementos no ensino e aprendizagem na sala de aula é a interacao
entre professores e alunos e entre alunos e alunos, pois influenciaa aprendizagem e interfere
na dindmica das relagdes. De acordo com Godino e Llinares (2000), uma parte substancial da
pesquisa em Educacdo Matemaética é dedicada a estudar as relagdes entre professores e alunos
durante as aulas na realizacdo de tarefas matematicas. Nesta secdo, apresentamos um resumo
das principais caracteristicas do interacionismo simbdlico e seu posicionamento em relacdo a
aprendizagem, a nocdo de significado, ao papel do sujeito como um ser social e a
interpretacdo dos significados. Em nosso estudo, o interacionismo simbolico servird como
base tedrica para estudar e analisar a forma como percebemos o uso de definicdes
matematicas pelos alunos num contexto de discussdo em sala de aula e na apresentacdo de
trabalhos em grupos. No contexto daanélise, nosso foco estara nas relagdes entre professores e
alunos, e entre alunos e alunos, fundamentado nas noc¢des de imagem conceitual e definicdo
conceitual de Tall e Vinner (1981), Vinner (1991) e definicdes estipuladas e extraidas de
acordo com Edwards e Ward (2008).As premissas do interacionismo simbdlico servirdo como
suporte para a discussao e analise dos dados.

No contexto historico,Haguette (1997, p. 25) afirma que, embora o termo
interacionismo simbolico tenha sido cunhado por Herbert Blumer em 1937, a escola de
interacdo simbolica teve sua origem no final do século XIX, com classicos da sociologia,
como Charles Horton Cooley (1864-1929), W. I. Thomas (1863-1947) e George Herbert
Mead (1863-1931). Mead, filésofo, psicélogo e cientista social, professor de filosofia da
Universidade de Chicago entre 1894 e 1931, entende a sociedade como um sistema de
comunicacgdes interindividuais significantes. No seu livro Mind, Self and Society (1934),
desenvolve a ideia de que a sociedade ndo € algo dado, antes € construido permanentemente
na dindmica dos atores sociais, isto é, nas suas interagdes. De acordo comHaguette (1997, p.
25), coube a Blumer sistematizar os pressupostos basicos da abordagem interacionista atraves
de seus escritos iniciados em 1937, em que ele apresenta e discute 0s mais importantes
aspectos da interacdo simbdlica, procurando ser fiel ao pensamento de Mead.

Segundo Blumer (1980, p. 119), o interacionismo simbolico baseia-se em trés

premissas:

A primeira estabelece que os seres humanos agem em relagdo ao mundo
fundamentando-se nos significados que este lhes oferece. [...] A segunda
premissa consiste no fato de os significados de tais elementos serem



50

provenientes da ou provocados pela interacdo social que se mantém com as
demais pessoas. A terceira premissa reza que tais significados sdo
manipulados por um processo interpretativo (e por este modificados)
utilizado pela pessoa ao se relacionar com os elementos com que entra em
contato.

As premissas apresentadas por Blumer mostram que a maneira como as pessoas
interpretam os fatos e agem perante outros individuos ou coisas depende dos significados que
atribuem as coisas, ou seja, em vez de somente reagir as acfes um do outro, as pessoas
interagem umas com as outras por meio de interpretacdo mutua das acdes. De forma
interativa, as pessoas interpretam o mundo que as cerca, e essa interacdo social € continua e
mediada pelo uso de simbolos e significados. Para Blumer (1980, p. 121), “o significado €é
produzido a partir do processo de interacdo humana”, ou seja, ¢ resultado dos processos de
interacdo, que sdo provenientes ou provocados pela interacdo social e podem sofrer
mudangas ao longo do tempo, pois, mediante um processo interpretativo desenvolvido pelo
individuo ao se relacionar com 0s objetos que o cercam, podem ser manipulados e
modificados. Assim, Blumer (1980, p. 121) afirma que “o interacionismo simbolico considera
os significados produtos sociais, criacbes elaboradas em e através das atividades humanas
determinantes em seu processo interativo”.

As perspectivas interacionistas concentram-se nos processos de interacdo social que
ocorrem entre as pessoas, mediados por relacdes simbolicas, ou seja, enfatizam os processos
individuais e os sociais, e 0 desenvolvimento da compreensdo pessoal dos individuos é
concebido por meio de sua participacdo. De acordo com Godino e Llinares (2000, p.3), “o
aspecto central da perspectiva interacionista em relacdo ao significado, é que esse é
desenvolvido através da interpretagdo e interacdo”, e enfatiza que “os principios
interacionistas podem ser classificados em: professores e estudantes constituem uma cultura
interativa na sala de aula, as convencdes relativas a cada disciplina emergem interativamente,
e o processo de comunicagdo se apoia nas negociagdes € nos significados compartilhados”.

Para Blumer (1980), os objetos passam a ter significado para a pessoa quando ha uma
interpretacdo consciente desse objeto, quando reflete e pensa sobre ele, quando passa por um
processo de autointeragcdo, quando seleciona, confere, reagrupa, suspende e transforma o0s

significados a luz da situacdo em que 0s objetos estéo inseridos. O autor afirma:

O agente seleciona, modera, susta, reagrupa e transforma os significados sob
0 ponto de vista da situacdo em que se encontra e da dire¢cdo de seus atos.
Por conseguinte, a interpretacdo ndo deveria ser considerada como uma mera
aplicacdo automatica de significados existentes, mas sim como um processo
formativo em que os significados séo utilizados e trabalhados para orientar e
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formar as agdes. Deve-se levar sempre em consideragdo que os significados
desempenham seu papel na acdo por intermédio de um processo de
autointeracdo. (BLUMER 1980, p. 122).

De acordo com o autor, o interacionismo simbolico considera que o significado é
produzido a partir do processo de interacdo humana, como produto social, e que o “uso de
significados por alguém em plena agdo envolve um processo interpretativo”.Para Haguette
(1997, p. 32), “a mente é concebida por Mead como um processo que se manifesta sempre
que o individuo interage consigo proprio usando simbolos significantes”.

O interacionismo simbdlico fundamenta-se em uma série de conceitos basicos ou
“imagens-raiz”, como Blumer (1980, p. 123) prefere denominar, e servede base a
compreensdo das ideias meadianas. S&o eles: grupos ou sociedades humanas, interagéo social,
0 homem como agente, 0s objetos e seus significados, a atividade humana e conjugacao das
linhas de acdo. Tais imagens-raiz, tomadas em conjunto, sdo importantes para saber a maneira
como o interacionismo simbdlico considera a sociedade e 0 comportamento humano. Nesta
pesquisa, percebemos a importancia das interacGes ocorridas entre estudantes e professores,
portanto descreveremos sucintamente cada uma dessas “imagens-raiz”, pois servirdo de base
para nossa interpretacdo dos dados. Em relacdo a natureza da sociedade humana, Blumer
(1980, p. 123) afirma:

Os grupos humanos sdo constituidos por seres humanos em agdo. O agir
compreende a infinidade de atividades que os individuos desempenham no
decurso de toda a sua existéncia ao entrarem em contato uns com 0s outros e
ao lidarem com as sucessivas situa¢des que enfrentam. Os individuos podem
agir isolada ou coletivamente, além de poderem tomar atitudes em nome —
Ou como representantes — de alguma organizac¢éo ou grupo de pessoas.

Para o autor, a importancia dessa definicdo se fundamenta no fato de os grupos ou
sociedades humanas “existirem em a¢ao”, ou seja, os grupos ou sociedades sdo constituidos
por pessoas empenhadas em agir, que passam por todo o percurso de sua vida realizando uma
infinidade de atividades, e isso acontece por meio da interacdo social.Nosso estudo levou em
consideracdo as acOes de um grupo de pessoas, no caso estudantes na sala de aula,
empenhados em agir, onde a interacdo se fez necessaria durante as discussdes ocorridas para 0
encadeamento de ideias fundamentadas nas definicbes matematicas de funcbes e suas
derivadas.

Sobre a interacdo social, Blumer (1980, p. 124) nos diz que “uma sociedade é
constituida de individuos que interagem uns com 0S outros. Suas atividades ocorrem

predominantemente umas em reagdo as outras”. As pessoas comunicam-Se € interpretam um



52

ao outro, ou seja, podem ser vistas como atores que desempenham o papel de redefinir
mutuamente suas proprias atitudes e as atitudes do outro. Afirma também que “a interagdo
social equivale a um processo interativo entre agentes, e ndo entre fatores a eles atribuidos”.
Fundamentados nessa perspectiva, de que as pessoas sao Vvistas como atores que se
relacionam, comunicam-se e interpretam um ao outro, percebemos a importancia das
interacdes ocorridas entre estudantes e professores em sala de aula para o desenvolvimento do
pensamento matematico dos estudantes, pois, quando interagimos, tornamo-nos objetos
sociais uns para com 0s outros, engajamo-nos em ac¢ao mental, tomamos decisdes, mudamos
direcdes, compartilhamos perspectivas, definimos a realidade e assumimos o papel do outro.

O ser humano ¢ conceituado por Blumer (1980, p. 129)“como um organismo que nao
apenas reage a outrem no nivel ndo simbolico como também lhes fornece indicios e interpreta
suas indica¢des”. O autor, fundamentado nas ideias de Mead, afirma que esse procurou
enfatizar com veeméncia o fato de o0 homem possuir um “eu”, isto ¢, o homem possui uma
estrutura que se adapta a natureza social, pois pode ser objeto de sua propria acdo,ou seja,
objeto de si préprio. Assim, da mesma forma que o individuo age socialmente com relacdo a
outras pessoas, ele interage socialmente consigo mesmo e age em relacdo a si proprio. Blumer
(1980, p. 130) afirma que o fato de o ser humano possuir um eu o capacita a interagir consigo
proprio, e que “essa interagdo ¢ social — uma forma de comunicagdo, com o individuo
dirigindo-se a si mesmo como a um individuo e a isto reagindo”.

Para o autor, o individuo empenhado na autointeracdo ndo € um mero respondente,
mas sim um organismo agente que necessita elaborar uma linha de acdo de acordo com 0s
elementos que verifica. Blumer (1980) considera que, devido ao homem se empenhar na
autointeracdo, ele precisa lidar com o que observa, portanto, quando entra em contato com o
que verifica, atribui-lhe um significado e utiliza-o como fundamento que norteara suas acoes.
Neste trabalho, consideramos importante essa autointeracdo, visto que o desenvolvimento do
pensamento matematico depende de reflexdes internas e pessoais.

No interacionismo simbdlico, Blumer (1980, p. 127) afirma que “objeto € qualquer
coisa passivel de ser indicada ou referida”, e que sua natureza compreende o significado que
esse objeto possui para a pessoa, pois pode possuir diversos significados para diferentes
pessoas. Para Blumer, esse significado determina a maneira pela qual a pessoa vé o objeto, a
maneira pela qual se prepara para agir em relacédo a ele e pela qual se prepara para comentar.
Os simbolos s&o objetos sociais usados pelas pessoas pararepresentacdo e comunicagdo e
representam o ponto central do interacionismo simbdlico, pois sem ele 0s seres humanos nao

podem interagir uns com os outros. O significado dos objetos para cada pessoa € gerado a
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partir da maneira pela qual Ihe é definido pelas pessoas com quem interage, ou seja, 0
significado € produzido a partir do processo de interacdo humana. Para um individuo, o
significado de um elemento nasce da maneira como outras pessoas agem em relacdo a si no
tocante ao elemento. Todas as suas a¢fes preocupam-se em defini-lo para o individuo. Dessa
forma, o interacionismo simbdlico considera os significados produtos sociais, criacGes
elaboradas em e através das atividades humanas determinantes em seu processo interativo.

Toda atividade realizada em grupo se baseia no comportamento cooperativo que
envolve uma resposta as intengdes dos outros, e essas intencdes sdo transmitidas através de
gestos que se tornam simbolicos, passiveis de serem interpretados. De acordo com
Blumer(1980, p.131),

a capacidade do homem de proceder a indicagdes a si mesmo empresta um
carater distintivo a acdo humana. Isto significa que o homem defronta-se
com um mundo que deve interpretar a fim de poder agir, ao invés de estar
em contato com um ambiente ao qual reage devido a sua organizagao.

O ser humano deve ser capaz de enfrentar situacdes em que é chamado a agir, €, para
isso, deve elaborar uma linha de acgdo, sendo que, quando essa acgdo € conjunta, ndo perde a

caracteristica de ser elaborada através de um processo interpretativo e interativo. Para o autor:

Tal processo interativo consiste na confec¢do de indicios destinados ao
outro, sobre como proceder e na interpretacdo das indicacGes feitas por este.
[...] os objetos de si mesmos sdo formados, sustados, enfraquecidos e
transformados no processo interativo mutuo. (BLUMER, 1980, p. 137).

Levamos em conta nesta pesquisa os diversos significados formados e transformados
por meio das interacBes dos participantes, significados baseados nas definicdes estipuladas e
extraidas e nas imagens conceituais de funcgdes e suas derivadas.

A partir do sucinto esbogo dessas “imagens-raiz”, juntamente com 0s conceitos
abordados por Tall e Vinner em relagdo ao pensamento matematico, estabelecemos, a seguir,

algumas relagdesque irdo possibilitar analisar os dados colhidos nesta dissertagéo.
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3.6 Interacionismo simbdlico e pensamento matemaético avancado

O interacionismo simbolico tem um olhar sobre a aprendizagem em uma perspectiva
diferente da forma basicamente cognitivista em que se baseiam os estudos de Tall e
Vinner(1981). Para o interacionismo simbdlico, de acordo com Blumer (1980), o sujeito é um
ser social, e a aprendizagem ocorre por meio de interacGes entre duas ou mais pessoas, a partir
dos significados interpretados. Baseados nas trés premissas do interacionismo simbolico de
Blumer, podemos inferir que a acdo dos individuos deriva dos significados que surgem das
interacOes sociais, e que podem ser modificados devido as interpretacdes. Para 0 pensamento
matematico avancado, os estudos de Tall e Vinner (1981), Vinner (1991) e Tall (1992)
mostram uma relacdo do sujeito com o objeto a ser aprendido. O interacionismo simbolico,
por sua vez, ndo mostra uma relacdo direta do sujeito com o objeto, e sim uma relacdo do
sujeito e o objeto mediado pela sociedade. Entretanto, o interacionismo simbélico reconhece a
importancia da interacdo da pessoa e o objeto;nesse sentido, Blumer (1980) define o ser
humano como um organismo agente no processo de autointeracdo. Assim, mesmo que as duas
teorias focam em aspectos diferentes em relacdo a aprendizagem em termos do individual e o
social, entendemos que séo teorias compativeis como anélise dos dados da pesquisa.

Os dados da nossa pesquisa mostraram o0 pensamento dos estudantes sendo
desenvolvido nas interacdes. A interacdo € um processo social, e, apesar de que os alunos
individualmente vao ter diversas imagens conceituais, essas sdo produzidas socialmente. As
discussbGes ocorridas, as argumentacdes dos colegas e professores, a compreensdo das
definicBes ndo ocorreram estreitamente em interacdo individuo e objeto; pelo contrario, vao
aparecendo de diversas formas num encadeamento de ideias compartilhadas na sala de aula, e
ndo em reflexdes do sujeito isoladamente com o objeto, por isso focamos nossas atencdes nas
interacdes.

Enquanto compreensdo individual de um conceito, adotamos a concepc¢édo de imagem
conceitual de Tall e Vinner (1981, p. 2). Para esses autores, 0 termo imagem conceitual esta
utilizado para descrever “a estrutura cognitiva total que se associa com o conceito, que inclui
todos os retratos e propriedades associadas e processos”. Isto €, todos os atributos mentais
associados com um conceito, sejam eles conscientes ou inconscientes, devem ser incluidos na
imagem conceitual. Além disso, os autores afirmam que a imagem conceitual nem sempre
deve ser coerente e que estimulos diferentes podem provocar partes diferentes da imagem.

Para Blumer, o0 objeto, como o conceito matematico em nosso caso,pode ter diferentes

significados para diferentes pessoas, e que o individuo forma, mantém e transforma os objetos
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de seu universo, a medida que lhes concede significado. Entendemos que, na nomenclatura de
Tall e Vinner (1981), isso se refere as imagens conceituais diferentes para pessoas
diferentes.Em relacdo a acdo sobre objetosmatematicos,na medida em que o pensamento se
desenvolve tornando-se mais complexo, as acdes sobre esses conduzem ao pensamento
matematico avancado, que envolve o uso de estruturas cognitivas produzidas pelas vérias
atividades matemaéticas. Esse pensamentoremete & imagem-raiz do interacionismo, que
entende “o ser humano como um organismo agente”. Para Blumer (1980), o individuo
empenhado na autointeracdo nao € um mero respondente, mas sim um organismo agente que
necessita elaborar uma linha de ac&o de acordo com os elementos que verifica. Blumer (1980)
considera que, na autointeracdo, o homem precisa lidar com o que observa, portanto, em
contato com o que verifica, atribui-lhe um significado e utiliza-o como fundamento norteador
de suas acOes. Essa incorporacdo da concepcao do individuo como agente no interacionismo
simbdlico possibilita que as formulagdes tedricas da perspectiva cognitivista sejam
compativeis com a teoria do interacionismo simbdélico.

A interacdo simbdlica em ambientes de interacdo social fornece uma maneira para
compreender a influéncia dessas interacBes no desenvolvimento das imagens conceituais de
pessoas em interacdo. Os significados que os estudantes manifestam nas interacfes ocorridas
em sala de aula em relacdo as definicdes de fungdes e suas derivadas motivou a adog¢do do
interacionismo simbolico para a andlise. Tanto o interacionismo simbdlico como os conceitos
do pensamento matematico avancado estdo relacionados com o processo interpretativo em
gue as pessoas, tanto de forma isolada quanto coletiva, conduzem a si mesmas pela definicédo
de umobjeto, processo que revela e aponta o significado que as coisas tém para os estudantes
quando interagem uns com 0S Outros.

A seqguir, no capitulo4, apresentamos 0s objetivos tracados para a elaboracao das oito
atividadesrelacionados ao estudo de funcdes e suas derivadas, aplicadas nesta pesquisa, e 0

desenvolvimento de cada uma delas.
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4 DESCRICAO DAS ATIVIDADES COMPLEMENTARES AS ATIVIDADES DA
SALA DE AULA

Neste capitulo,descrevemos as atividades que foram elaboradas com o intuito de
explorar a construcdo de conceitos de funcGes e suas derivadas, e promover a interacdo e o
didlogo entre alunos, objetivando uma complementacgéo a aula do professor.

Ressaltamos que cada atividade esta vinculada as aulas ministradas pelo professor em
sala de aula, relacionadas ao estudo de funcbes e suas derivadas (ver Apéndices A-H).
Algumas ocorreram em sala de aula e outras no laboratdrio de Informatica, com a utilizagdo
do softwareGeoGebra.

A realizacdo das atividades foi imprescindivel para o desenvolvimento do seminario,
visto que, por meio delas, importantes conceitos foram abordados, bem como o0 manuseio das
ferramentas do software. Apesar dos dados colhidos nas atividades ndo fazerem parte da
andlise desta pesquisa, apresentamos a descricdo das atividades neste capitulo, pois essas
descricdes, juntamente com os didlogos aqui transcritos, apresentam importantes informacoes

que esclarecem os dados da analise.

4.1 Atividade 1: Taxa de variacao

Optamos por explorar os recursos do GeoGebra sem orientacdo passo a passo, pois
entendemos que alunos que cursam Sistemas de Informacdo tém propensédo para explorar os
recursos da tecnologia.

A primeira atividade teve como objetivo estabelecer relacGes entre taxa de variacéo e
0 conceito de derivada de uma funcdo em um ponto da funcdo onde x = a. Para isso, foi

proposta a seguinte situagdo-problema:
Um mergulhador salta de um trampolim a 14,7 metros de altura. Desprezando-se a

resisténcia do ar, considerando a altura h em metros, o tempo t em segundos e sua velocidade

inicial de 9,8 metros por segundo, sua funcédo posicéo é

h(t)=—4,9t* + 9,8t +14,7
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Na aula anterior, o professor regente corrigiu exercicios referentes aos conceitos de
limites laterais e continuidade e abordou aspectos de derivada relacionados a taxa de variagéo,
inclusive com exemplos sobre velocidade média. Mesmo assim, os alunos apresentaram
dificuldades em responder aos itens da atividade, e ficaram mais preocupados em aprender a
manipular as ferramentas do software do que interpretar as informagdes no grafico construido
em relacdo aos conceitos apresentados em aula, pois a atividade estava muito carregada em
relacdo a aprendizagem de e manipulacdo de recursos e ferramentas do software. O controle
deslizante adaFigura 8, configurado no intervalo [0,3] e incremento 0,5, altera dinamicamente
os valores da abscissa do ponto A, que representa no grafico a altura do mergulhador em
funcéo do tempo. Analogamente, o controle deslizante b, configurado no intervalo [0; 0,999]
e incremento 0,001, altera dinamicamente os valores da abscissa do ponto B, determinando as
variacdes do tempo (t) e da altura h(t) do mergulhador, gerando condicGes de associacdo entre

0s conceitos de taxa de variacdo, velocidade instantanea e de derivada da fun¢do em um ponto
especifico.

Figura 8 — Gréfico da funcdo h(t) =—4,9t> +9,8t +14,7 construido de acordo com as
instrucOes da atividade 1.
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Fonte:Reproducdo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

De acordo com o didlogo transcrito abaixo, percebemos que os alunos responderam

aos questionamentos sobre velocidade média recorrendo aos conceitos de Fisica abordados na
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aula de Célculo. Sobre o item da atividade(Ver Apéndice A) “1.7. Qual a velocidade média do

mergulhador entre 1 ¢ 3 segundos?”, temos a seguinte discussao:

Pedro:
José:

Pedro:
José:

Carlos:
Pesquisadora:
Jose:

José, o que vocé fez para calcular a velocidade média do
mergulhador entre 1 e 3 segundos?

Eu achei 9,8. Eu peguei a variacdo do espaco sobre a
variagao do tempo.

Deslocamento sobre tempo?

E. No instante 1, o deslocamento dele era 19,6 m, e esse
deslocamento ele faz em dois segundos.

Entdo, é 19,6 sobre 2? Esté certo Professora?

Como vocé encontra velocidade média?

Eu vou dividir a distancia pelo tempo.

O que nos chamou a atencdo foi uma discussdo que ocorreu em relagdo ao sinal

negativo do namero, que representava a velocidade instantanea, no seguinte questionamento:

“Qual a velocidade instantdnea do mergulhador no momento em que ele atinge a agua?”.

José:
Pedro:

José:
Pedro:
José:
Pedro:

José:
Guto:

Eu estou achando -19,6 metros. [-19,6 metros por segundo].
O José, pensa comigo aqui. Essa velocidade tem que ser
positiva, pois quando o mergulhador est4 subindo, ela é
negativa. L& em cima € zero, e depois € positiva por causa
da forga da gravidade.

Eu entendi seu raciocinio, mas eu acho que tem que ser
negativo. Acho que quando sobe é positivo, e ai inverte o
sentido da trajetoria, pois primeiro ele sobe e depois desce.
E quem disse que quando sobe é positivo?

Olha aqui no GeoGebra, gente. Quando esta no ponto
maximo da curva € zero, e depois desce negativo.

Eu entendi, s6 ndo consigo compreender uma velocidade
negativa.

Olha os calculos que fiz aqui no papel, deu negativo.

Acho que os dois estdo certos. O mais ou 0 menos é para
mostrar o sentido da trajetoria.

Observamos que os alunos tinham conhecimento de fisica, a respeito de movimento

retrogrado (sentido contrario da trajetéria) e movimento progressivo (mesmo sentido da

trajetdria), pois, na discussdo, utilizaram esses conceitos e perceberam que a velocidade pode

assumir tanto valores positivos quanto negativos.

Percebemos que o aluno Marcelo ja havia feito a disciplina Calculo, devidoa nocéo

que apresentavaem relagcdo ao conceito de limites e derivada no seguinte dialogo:

Marcelo:
Pesquisadora:
Marcelo:

O professora, tem duas perguntas iguais aqui.
Quais?
A questdo 1.8 e a questdo 1.18
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A questao 1.8 (Ver Apéndice A) é: “Qual a velocidade instantanea do mergulhador
no momento em que ele atinge a agua?”’.
E a questao 1.18 (Ver Apéndice A) é: “Qual a derivada de h(t) no instante em que o

mergulhador atinge a 4gua? Explique”.

Pesquisadora:  Por que é a mesma pergunta?
Marcelo: Porque velocidade instanténea fala de limite naquele ponto
especifico, e isso € derivada. Posso resolver por limite?

Em alguns computadores, a versdo instalada do GeoGebra ndo calculava limites, e,
nesses casos, 0s alunos recorreram ao lapis e papel para calcula-lo. Os que estavam on-line na
versdo mais atualizada fizeram todos os célculos utilizando o software.

A pergunta era a mesma, e foi proposital. Queriamos que os alunos estabelecessem
essa relacdo, ou seja, que percebessem que a derivada representa a taxa de variagdo
instantdnea de uma funcdo.Esse € um dos exemplos que mostra a funcdo velocidade
representando a taxa de variacdo (derivada) da funcdo. Houve comentarios também a respeito
da funcéo aceleragdo como a derivada da funcdo velocidade.

Fizemos a correcdo dessa atividade antes de realizar a segunda, e esclarecemos, aqui,
gue a animacdo do controle deslizante ndo conduziu para a taxa de variacdo, como
pretendiamos. Queriamos enfocar taxa de variacdo e, devido a muitos questionamentos,
resolvemos retomar 0os mesmos objetivos na segunda atividade, ou seja, que os alunos
estabelecessem relacGes entre taxa de variacéo e o conceito de derivada de uma fungdo em um

ponto da funcdo onde x=a, no gréafico.
4.2 Atividade 2: Derivada de uma fungéo em um ponto

Com mais habilidades no software, os alunos direcionaram seus questionamentos para
0S conceitos que queriamos que compreendessem sobre aaplicacdo de derivada na resolucéo
de problemas envolvendo taxa de variacdo. O professor regente da turma ministrou em sala de
aula, antes da realizacdo dessa segunda atividade, duas aulas sobre derivada. Os alunos
resolveram exercicios do tipo: “Encontre a reta tangente a curvay = x°nos pontos ondex =0 e
x = -1, e calcule a inclinagédo (coeficiente angular m) da reta tangente a curva tragcada nestes
pontos”.

O conceito de derivada ja havia sido formalizado pelo professor em aula, sua defini¢do

como limite ja havia sido explorada, e os alunos sabiam calcular derivada de funcdes por
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. , . . d
meio de algumas formulas, ou seja, usavam regras de derivacdo tipo: d—(x”):nx”‘l,
X

- , )  gf—fg’
(cf)y=cf', (fg) =fg'+f'g, (f+g)=f+g, (5] -3 gzg . (f-g)=f-g,
d XY _ A%
&(e )—e .

O professor seguiu a abordagem do livro-texto, mostrando que “o problema de
encontrar a reta tangente a uma curva e o problema de encontrar a velocidade de um objeto
envolvem determinar o mesmo tipo de limite.”(STEWART, 2010, p.130). As seguintes

defini¢cdes de acordo com 0 mesmo autor também foram exploradas:

DEFINICAO: A reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) é a reta por

P,que tem a inclinacdo m = limM , desde que esse limite exista.
xX—a x _ a

DEFINICAO: A derivada de uma fungéo f em um nimero a, denotada por (@),

f'(a)=lim= , Se 0 limite existir.

h—0

fla+h) - f(a)
h

Observamos que, devido a esses aspectos e a correcdo da atividade anterior, a
realizacdo da segunda atividadefoi rapida, porémeficiente e com articulacdo entre a
visualizacdo e manipulacdo algébrica. Os alunos recorriam a animacao eaos dados da Tabela
1 para responder aos questionamentos da atividade.O controle deslizante a corresponde ao ponto
A (a, h(a))



Figura 9 — Grafico da fungdo h(t) =—4,9t + 9,8t +14,7 construido na atividade 2.
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Fonte:Reproducéo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

Os alunos utilizaram os dados do grafico da figura 9 para completar a tabela 1 nos instantes
especificados.

Tabela 1 — Relag&o entre os pontos de uma funcgéo e os pontos de sua derivada

Instante | Ponto A=(a,h(a)) que | Equacdo da reta | Valor (m) do

Ponto B=(a,m)
representa a intersecdo | tangente (p) a

coeficiente angular | da fungédo h’(t)

entre a reta tangente (p)e | fungéo h(t) da reta tangente
a funcao h(t) (p)
0 0, 14.7) Y=9.8x+14.7 9.8 (0,9.8)
0.5 (0.5, 18.38) Y=4.9x + 15.93 4.9 (0.5,4.9)
1 (1, 19.6) Y=19.6 0 (1,0)
1.5 (1.5, 18.38) Y=-4.9x + 25.73 -4.9 (1.5, -4.9)
2 (2,14.7) Y=-9.8+34.3 -9.8 (2,9.8)
2.5 (2.5, 8.58) Y=-14.7 + 45.33 -14.7 (2.5, -14.7)
3 (3,0) Y=-19.6 + 58.8 -19.6 (3, -19.6)
Fonte: A pesquisadora.




63

A conversa comeca em torno do item 1.10 (Ver Apéndice B). “No contexto do

problema, o que o coeficiente angular m representa?”’

Carlos: O José, o que vocé colocou na 1.10?

José: Olha na tabela, moco? E o mesmo coeficiente que esta na
equacdo da reta tangente.

Carlos: Vocé esta olhando na tabela? Eu estou olhando no gréfico.

[O aluno olhava o valor do coeficiente angular m registrado
no gréfico, aparentemente sem nenhuma analise].

Jose: Mas é a mesma coisa. Eu achei mais facil olhar na tabela.

Carlos: E mais facil mesmo, mas eu queria entender isso aqui no
gréfico. O Professora, eu estou vendo que o0 x do ponto A é o
mesmo x do [ponto]B, e que m é o valor perto de x na
equacgdo da reta tangente, mas eu queria saber o que ele
significa na reta. [perto de x significa coeficiente numérico
de x da reta f(x) = mx+b]

Pesquisadora: Coloca sua reta tangente paralela ao eixo x, com m=0. O
gue vocé observa olhando a reta no gréafico e na tabela?

Carlos: No gréfico eu vejo que a reta ndo toca o eixo X, ela ndo esta
inclinada. Esse m ¢ a inclinagcdo? Derivada tem a ver o que
com reta tangente?

José: Na tabela a gente vé que esse m é o coeficiente angular da
reta tangente. Essa reta é a derivada da funcdo naquele
ponto la.

O aluno José compreendia o conceito de derivada, mas chamava a reta tangente de
derivada da funcdo no ponto. Queriamos nessa atividade que os alunos percebessem que a reta
tangente a funcdo em um ponto dado € a reta cuja inclinacdo é igual a derivada da funcéo.
Solicitamos aos alunos que construissem o grafico da Figura 9, e, através dele, percebemos
que h&a um controle deslizante que, quando animado, mostra a reta tangenciando a curva,
deixando como rastro pontos no esboc¢o da funcdo derivada.

A maioria dos alunos ndo apresentoudificuldades em construir o grafico da funcéo,
criar o controle deslizante e habilitar rastro, ou seja, ja manipulavam com eficiéncia 0s
recursos do software. Preencheram a tabela corretamentee fizeram observacdes pertinentes
entre a tabela e o gréafico plotado no GeoGebra, mas ndo compreenderam ainda o conceito
geométrico da derivada. Queriamos que os alunos estabelecessem relacGes entre taxa de
variacao e coeficientes angulares de retas tangentes a curvas, atribuindo, assim, significado ao
conceito de derivada, pois a utilizacdo de uma ferramenta computacional viabiliza a
visualizagdo grafica e possivel atribuicdo de significado ao conteudo que esta sendo
desenvolvido. Mas, naquele momento, percebemos que a utilizacdo do software sem
conhecimento matematico adequado poderiatrazer conclusdes equivocadas, por isso

resolvemos planejar a atividade 3, cujo objetivo consistia em estabelecer conexdes entre a
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funcdo e sua derivada. Foi realizada na sala de aula com a utilizagcdo de lapis e papel
quadriculado para tragar uma reta tangente a um gréafico num dado ponto.

4.3 Atividade 3: Construcdo e interpretacdo de grafico de funcdo polinomial e de

suaderivada

Essa atividade foi elaborada com o objetivo de explorar a construgdo do esbogo de
gréaficos de fungdes polinomiais de segundo, terceiro e quarto grau, analisar dominio e
imagem, determinar intervalos em que a curva era crescente ou decrescente e realizar calculo
algébrico da derivada da funcdo. No primeiro momento, a construcdo dos graficos foi feita na
malha quadriculada, em sala de aula, e sem auxilio de ferramentas tecnoldgicas, e, no segundo
momento, a mesma atividade foi realizada com o auxilio do software no laboratdrio de
informatica. As folhas de resolucao foram recolhidas pela pesquisadora e entreguesaos alunos
na aula seguinte para que comparassem suas construcdes graficas realizadas no papel
quadriculado as construcGes feitas no GeoGebra. Dessa forma, esclarecemos que a mesma
atividade foi feita de duas maneiras, primeiramente sem o uso de tecnologias digitais, e depois

com o uso do GeoGebra.Os alunos ndo apresentaram dificuldades para construir o grafico da
fungdo f(x)=x*-9 e g(x)=x’na malha quadriculada, e a maioria deles recorreu a estratégia

de atribuir valores a variavel x, organizando em uma tabela os valores de x e de y. Calcularam
a derivada das funcdes de forma algéebrica com relativa facilidade e construiram o grafico da
derivada. Determinaram o dominio e a imagem das funcGes, bem como os pontos de
intersec¢do com o eixo x e com o eixo y. Na funcdo quadratica, alguns alunos resolveram a
equacdo x* —9 =0 para encontrar as raizes da equacéo com a finalidade de visualizar os zeros
da funcéo.

As duvidas vieram quando tentaram construir o grafico da funcdo

h(x) = 4x* —12x* +16X ,pois recorreram ao mesmo processo anterior, ou seja, atribuindo

valores a variavel x. As fungdes foram elaboradas pela prépria pesquisadora, e cada uma delas
apresentava um diferente nivel de complexidade para sua construcdo. Nosso intuito erade que
os alunos percebessem que, para construir a funcdo h(x), seria viavel uma estratégia diferente
da utilizada para construir f(x) e g(x), ou seja, objetivava-se explorar com os alunos outras
formas para a construcdo de graficos de fungbes na malha quadriculada. Apenas um aluno,
Marcelo, conseguiu realizar o esboco do gréfico de h(x), portanto, nessa funcéo, a maioria ndo

respondeu, nessa aula, aos questionamentos referentes ao dominio, imagem e intervalos de
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crescimento e decrescimento. Apresentamos, para efeito de comparacdo, na Figura 10, o
grafico da funcdo h(x)e sua derivada na folha quadriculada, feito pelo aluno Marcelo e, na
Figura 11, a construcdo da mesma funcdo e sua derivada feito pela pesquisadora no

GeoGebra. Podemos observar alguns erros cometidos pelo aluno comparando a figura 10 com

a figura 11.

Figura 10 —Gréafico da fungéo h(x) = 4x* —12x® +16x € A ’(x)na malha quadriculada

3.Esboce o grafico da fungdo 4(x) = 4x* —12x’ +16x na malha quadriculada.

3.1.Em quais pontos essa curva intercepta o eixo x? E o eixo y?

& "(‘:\'\:0.\ :,(O:C’\ 5 (3103 53 (o,0) N \ K\
3.2.Em quais intervalos a curva é crescente? E decrescente? f QI 0 ) K Vo
Comme /(-3 - €35) , (1,1)] [(3,0)4 0, +e2 m:u-»»ws«f-wx vk s

= %)

i > P < et ~
3.3.Determine 0 dominio e a imagem dessa funcéo.
-0, +0 T ~6,2% , +o0

3.4.Calcule algebricamente a derivada de 4, e construa o grafico de 2’ no mesmo plano

cartesiano. a a
Ny = g2 - 236> +36

3.5.Qual € o grau de A(x)? E de sua derivada?

Fonte: Grafico construido pelo aluno Marcelo.
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Figurall—- Grafico da fungdo h(x) = 4x* —12x® +16x € /’(x) pontilhada
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Fonte: A pesquisadora.
Os estudantes apresentaram dificuldades para esbocar o grafico dessa funcédo e ficaram

curiosos quanto a sua construcdo. Houve uma discussao acerca das relagdes de uma funcéo e
sua derivada e alguns alunos estabeleceram relagdesimportantes entre pontos maximos e
minimos da funcdo e o significado desses pontos com as raizes da funcdo derivada.
Perceberam que h’ era um grau a menos queh, comentaram sobre o dominio e a imagem,
sobre intervalos de crescimento e decrescimento da funcdo, e compreenderam a importancia
do grafico da derivada para a construgdo do gréfico da funcdo. Entretanto, essas observacbes
X

foram feitas na visualizagdo dos graficos das fungdes f(x)=x*-9 e g(x)=x’,pois nio

conseguiram construir o graficode h(x).

Na aula seguinte, a resolugdo dessa atividade aconteceu no laboratorio de informatica
com o auxilio do GeoGebra, facilitando a visualizacdo dos graficos que haviam sido
construidos na malha quadriculada da aula anterior. Dessa forma, os estudantes tiveram a
oportunidade de comparar o que haviam construido na malha quadriculada com o grafico

plotado no GeoGebra. Fizeram observacdes pertinentes a respeito das relagdes entre 0s pontos
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maximos e minimos da funcdo h(x) e as raizes da fungéo % ’(x), pois agora podiam visualizar o

gréafico construido no GeoGebra.

Houve questionamentos também a respeito da quantidade de raizes da funcdo h(x),

pois, de acordo com os alunos, sendo de quarto grau, a equacdo deveria ter quatro raizes,

entretanto, mesmo com essa observacgao, ndo conseguiram perceber a duplicidade na raiz x=2.

A questdo foi respondida no quadro pelo professor utilizando a forma fatorada, ou seja,

Ax* —12x° +16x = 4x(x +1)(x - 2)°.

Segue, abaixo, a transcricdo de didlogos dos alunos a respeito de suas observacGes

e/ou questionamentos ocorridos durante a realizacdo dessa atividade, na sala de aula e na sala

de computagdo. Utilizamos a palavra “alunos” para indicar a fala de varios alunos, e ndo

alguém especifico.

Pesquisadora:

Alunos:

Pesquisadora:

Alunos:

Pesquisadora:

Marcelo:

Pesquisadora:

Roberto:

Pesquisadora:

Marcelo:

lvo:

Pesquisadora:

Alunos:
Guto:

Professor:

Quais dificuldades vocés tiveram para a construcdo do
gréfico da funcdo de quarto grau?

Precisariamos de outro instrumento para sua construgao.

O qué, por exemplo?

Um software, ou uma escala menor para aproximar 0S
pontos.

E, aproximar os pontos € uma boa opc&o. E se n&o tiver o
software? Alguém tem outra ideia?

Achar os minimos e 0os maximos da funcao.

E como se acha isso?

Pela derivada.

Como assim?

N&o me lembro, mas acho que tem que igualar a derivada a
zero, e tem também que calcular a derivada segunda.
[Marcelo é aluno repetente e estava tentando lembrar o que

jad havia sido ensinado em outra ocasido, mas nao se
lembrava, e esse assunto ainda ndo havia sido abordado nas
aulas do professor].

O Professora, me ocorreu uma divida aqui agora. Vocé nos
deu uma fung&o e pediu o grafico dela e de sua derivada. E
possivel o contrario? Do grafico da derivada construir o da
funcéo?

Vocés entenderam a pergunta de lvo? O que a turma acha, é
possivel ou nao?

Acho que néo.

Eu acho que dé pela integral, s6 que n&o fica perfeito, pois
a integral ndo usa constante e eu ndo sei 0 que aconteceria
com o nimero menos 9. [Guto é aluno repetente,
esclarecemos que a integral tem uma constante de
integracdo e o — 9 refere-se a0 — 9 da fungdo
f(x)=x2-9].

Ja que ndo vimos integrais ainda, vamos analisar 0 que
temos aqui agora. Vocés fizeram o esboco grafico de uma
funcéo e de sua derivada. Quais regularidades vocés podem
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observar entre a funcdo e sua derivada? Estou falando
graficamente.

Guto: Eu acho que ndo da perfeito porque, veja bem: a derivada
de f(x)=x?—-9€ 2x. A derivada de f(x)=x?—-10 € 2,
a derivada de f (x) = x? mais qualquer constante é 2x. A

reta 2x pode ser a derivada de infinitas fungdes, por isso eu
acho que néo da.

Jonas: Concordo com Guto, que tem relagdo tem, mas como vou ter
certeza que € exatamente f(x)=x>—-9 através da
derivada 2x? N&o tem como néo.

Pesquisadora: Vamos voltar ao gréafico e observar de novo.

Marcelo: Vejo uma relagdo aqui. A inclinacdo da reta, se ela é
crescente ou decrescente.

Pesquisadora: Como assim?

Marcelo: Se for f(x) =—x?a reta da derivada fica decrescente. No

f (x) = x3, percebo também que quando a parabola [a
derivada f'(x) =3x?] estd decrescendo, a funcdo tem

valores negativos, e quando a pardbola é crescente, a
funcéo esta em sua parte positiva.

Jonas: Até agora ndo consegui enxergar a relacdo grafica da
fungéo com sua derivada.
Marcelo: Vejo aqui nitidamente que a derivada corta 0 eixo X

exatamente no momento em que a funcéo atingiu seu ponto
maximo e minimo.

Ivo: O professora, sera que tem alguma relago entre a derivada
da derivada e a fungéo?

Devido aos questionamentos ocorridos durante as explicacBes, as conclusdes
alcancadas pelos alunos, as regularidades observadas, e principalmente & fala de Ivo: O
Professora, me ocorreu uma ddvida aqui agora. Vocé nos deu uma funcdo e pediu o gréfico
dela e de sua derivada. E possivel o contrario? Do gréfico da derivada construir o da
funcdo? A atividade 4, realizada em sala de aula sem o auxilio do software, foi elaborada
pensando na sugestdo do aluno Ivo, que sugeriu eshocar o grafico de uma funcédo a partir do
grafico da sua funcdo derivada. Entretanto, propusemos a construcdo do grafico da funcéo
derivada a partir do grafico da funcdo, pois suplinhamos ser mais facil estabelecer relacdes
entre a fungdo e sua derivada visualizando a fungdo. Com ointuito de focalizar aspectos
gréficos, o ponto de partida foi um esboco do grafico da funcdo sem fornecer sua forma
algébrica. Destacamos também as observagdes do aluno Marcelo em relacdo as regularidades
observadas entre a funcdo e sua derivada nos intervalos de crescimento e decrescimento da

derivada. Em relagdo a funcgdo f (x) = x*, ele observou que no intervalo onde a derivada
f'(x) =3x2 era decrescente, a fungdo estava em sua parte negativa, e no intervaloonde a

derivada era crescente, a fungdo estava em sua parte positiva. Segue-se a descricdo dessa
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atividade, que também foi feita utilizando a malha quadriculada, sem o auxilio do software
GeoGebra.
4.4 Atividade 4: Construcéo e interpretacdo de grafico de funcdo polinomial e de sua

derivada

Essa atividade teve como objetivo principal a construcdo do grafico da derivada a
partir do grafico da funcdo, sem o conhecimento da forma algébrica da fungdo. Para isso,
propusemos aos alunos as tarefas que foram realizadas da seguinte forma: primeiramente,
cada aluno recebeu uma folha na qual deveria elaborar uma fungéo, determinar seu dominio e
registrar o calculo de sua derivada, bem como esbocar na malha quadriculada seu grafico e o
de sua derivada. Essa folha foi assinada pelos alunos, recolhida pela pesquisadora, codificada
e reservada para posterior compara¢do. Em segundo lugar, os alunos receberam outra folha
com uma malha quadriculada, na qual esbogcaram novamente o grafico da funcdo que haviam
elaborado na primeira tarefa, mas dessa vez ndo registraram a forma algébrica da funcdo e
tiveram o cuidado de ndo assinar o nome, ou seja, na folha constava apenas o esbogo do
gréfico de uma funcdo. Essa folha também foi recolhida pela pesquisadora, que a codificou de
acordo com o nome do aluno que estava na folha recolhida anteriormente, isso para que nao
fosse conhecida pelo colega a autoria do gréafico. Em terceiro, os alunos receberam o gréafico
construido pelo colega na malha quadriculada, no qual deveriam determinar pontos de
intercessdo com 0s eixos, dominio, imagem e grau da funcdo. Foi proposto,ainda, que
construissem o grafico da derivada no mesmo plano cartesiano onde estava construido o
grafico da funcdo. Por fim, a pesquisadora recolheu todas as folhas, organizou-as de acordo
com o nome do aluno que havia elaborado as fungdes e entregou novamente para os alunos,
de forma que cada estudante tinha em méaos o que havia elaborado e o que o colega havia
feito. Dessa forma, iniciou-se a discussdo sobre as relacbes graficas que havia entre uma
funcdo e sua derivada, e cada aluno pdde comparar o que ele havia feito com o que fez o
colega.

Esclarecemos que a atividade foi realizada de forma individual, sem consulta em
cadernos, livros, calculadora e softwares, e ndo permitimos também o dialogo entre os alunos
até a construcdo dos graficos, pois queriamos que elaborassem estratégias para a construgédo
de gréficos de funcdes derivada por meio da funcdo principal. No inicio, os alunos ficaram
sem saber o que fazer, dizendo ser impossivel a construgdo da funcdo derivada sem a forma
algébrica da funcdo principal. Todos eles usaram a estratégia de elaborar a funcdo

algebricamente e foram testando os graficos até achar um parecido com o que tinham em
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maos, ou determinaram a funcdo pelos pontos constantes no grafico. Mesmo relembrando
com eles, antes da realizacdo da atividade, a existéncia de funcbes exponenciais,
trigonométricas, irracionais, polinomiais e logaritmicas, apenas quatro alunos elaboraram uma
funcdo polinomial de terceiro grau, um aluno elaborou uma funcéo trigonométrica (f(x) = sen
X) e todos os outros elaboraram fungdes polinomiais de segundo grau. Essa atividade
encontra-se no Apéndice D, que pode ser acessado para maiores informagdes. Os dialogos que

estdo transcritos logo a seguir aconteceram durante a realizagédo da atividade, em sala de aula.

Jonas: O Professora, acho que quem fez esse grafico aqui se
esqueceu de escrever a lei de f(x).
Pesquisadora: Esqueceu nao, é isso mesmo.

Jonas: Vocé quer que eu desenhe o gréafico da derivada sem a
funcdo algébrica?

Professor: Essa é a ideia.

Pedro: N&o sei nem de onde comegar. Acho que é impossivel.

Marcelo: E s6 descobrir a fungdo gente.

Pesquisadora: Gostaria muito que vocés ndo comentassem suas
descobertas e estratégias de resolugdo até a conclusdo da
atividade.

Apo0s a ideia de Marcelo, todos os alunos comecgaram a procurar qual era a lei que
definia a funcdo. Em alguns graficos, cujos pontos ndo estavam tdo nitidos, os alunos ficaram
sem saber o que fazer, e depois comecaram a testar possibilidades graficas de fungdes escritas

algebricamente:

Guto: O Professora, pede a pessoa que desenhou esse aqui para
definir direitinho os pontos. Do jeito que esta aqui ndo tem
jeito.

Pesquisadora: Vocé esta querendo descobrir a lei para desenhar o gréafico
da funcdo derivada? Faz esse gréafico através do gréafico da
funcéo.

Guto: Isso é impossivel. Vou desenhar varias aqui até descobrir
qual a pessoa usou.

Mesmo sugerindo a construcdo do grafico sem recorrer a lei que a definia,
Gutopreferiu testar varios exemplos de fungdes até achar uma funcéo que se parecesse com 0
esboco que tinha. O aluno que recebeu a funcgdo trigonométrica descobriu que era a funcao
seno e assim tracou a derivada tambeém recorrendo a regra algébrica. Apds a construcdo dos
gréficos, permitimos aos alunos que comparassem o que haviam feito, sem ter como
referéncia a forma algébrica da fungdo, com o esbogo de um grafico elaborado a partir da lei

da funcdo. Durante a corre¢do da atividade, fomos aos poucos conduzindo os alunos para a
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observacdo de regularidades entre a funcdo e sua derivada. Alguns conceitos sobre fungéo

foram relembrados.

Pesquisadora:

Pedro:
José:

Jane:
Jonas:

Pesquisadora:

Marcelo:

Pesquisadora:

Marcelo:

Todo mundo recorreu a lei da fungéo. Vocés nao pensaram
em outra estratégia?

Acho gue ndo tem jeito de ser diferente.

O Professora, mas tem algumas coisas aqui que podem ser
observadas. Se fosse o grafico de uma polinomial de
terceiro grau, a derivada seria uma parabola. Se fosse uma
parabola, a derivada seria uma reta, que foi o que fizemos
aqui.

E mesmo, e se fosse uma tipo f(x)=2x a derivada seria 2.

Ai seria um ponto.

Seria um ponto, gente?

N&o, seria uma reta paralela ao eixo x.

Essa funcéo tem nome?

Funcéo constante.

Os alunos ndo estabeleceram conexdes para esbocar o gréafico da derivada sem a lei da

funcdo, mas observaram importantes conclusdes sobre os tipos de fungdes e suas derivadas.

Revisamos sobre a diferenca entre representacdo de ponto no plano cartesiano e funcéo

constante. Um dos alunos, que ndo é repetente, falou sobre ponto maximo e minimo, pois foi

um assunto abordado pelos alunos repetentes na aula anterior.

lvo:

Pesquisadora:

Se achar a raiz da derivada tem como achar o ponto
maximo ou minimo da funcd@o.[Pode ser um ponto de
inflex&o].

Vocés conseguiram enxergar o que Ivo esta falando?

Nesse momento, 0s alunos pegaram os esbo¢os dos graficos e procuraram observar o

que o colega estava falando.

Pesquisadora:

José:

Ivo esta dizendo que o ponto maximo ou minimo da funcéo é
exatamente no ponto onde o grafico da derivada corta o
eixo X, ou seja, é a raiz da derivada. Isso estd acontecendo
no gréfico de vocés?

E verdade. De certa forma é onde a reta tangente ¢é paralela
ao eixo X, por isso que € a raiz da derivada; a inclinacao é
zero.

Nas funcbes polinomiais de segundo grau, conseguiram identificar a raiz da funcéo

derivada como ponto maximo ou minimo da funcdo. Na Figura 12, temos o esboco de uma

funcdo de segundo grau e sua derivada. Um aluno elaborou o gréfico de f(x), e outro esbocou

f).
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Figura 12 — Grafico de uma funcdo quadratica e de sua derivada,
construido por alunos na atividade IV

LOSRS GO 1) § 1

Fonte:Grafico construido pelo aluno José.

Os alunos que estavam com o esboco da funcdo polinomial de terceiro grau
observaram intervalos de crescimento e decrescimento na fungdo derivada e estabeleceram
relagbes importantes com a fungdo. Perceberam o comportamento da funcéo derivada nos
pontos maximos e minimos da funcdo, bem como a inclinacdo da reta tangente quando

paralela ao eixo das abscissas. Durante a discussdo, Caio fez o seguinte questionamento:

Caio: O Professora, percebi aqui que, quando a derivada €
decrescente, a funcdo é negativa, e quando a derivada
cresce, a funcao é positiva.

O aluno esta dizendo que, no intervalo onde f > era decrescente, a imagem de f era

negativa, e, onde era crescente, a imagem era positiva. Questionamos com toda a turma se o
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que Caio estava falando podia ser generalizado. Como ja haviamos explorado funcdes de
terceiro grau, foi facil perceber que essa conclusdo ndo se aplica a todas as fungdes. Vejamos

na tela abaixo o que ele estava vendo:

Figura 13 — Grafico de f(x)=x® e sua derivada f'(x) = 3x* (pontilhada)

Fonte:Reproducéo do trabalho do grupo pela pesquisadora.
Essa observacdo havia sido feita por Marcelo anteriormente:

Marcelo: Se for f(x) = — x%, a reta da derivada fica decrescente. No
f(x) = x3, percebo também que, quando a parabola [a
derivada f’(x) = 3x’]esta decrescendo, a funcéo tem valores
negativos, e, quando a parabola é crescente, a funcao esta
em sua parte positiva.

Exploramos intervalos de crescimento e decrescimento utilizando o grafico da Figura
13, e sentimos necessidade de fundamentar todas as conclusdes obtidas por meio de
defini¢des, pois alguns alunos pensavam que a funcdo era decrescente quando sua imagem era
menor que zero. Como toda a discusséo estava em torno dos questionamentos sobre intervalos
de crescimento e decrescimento, e 0 comportamento da derivada nesses intervalos, decidimos

elaborar a atividade 5, que trata exatamente desses conceitos.
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4.5 Atividade 5: O que £’ nos diz sobre f ?

Comecamos essa atividade com a definicdo de funcéo crescente e decrescente, retirado
do livro-texto (STEWART, 2010, p.11).
Definicéo de fungéo crescente:

Uma funcéo fé chamada crescente em um intervalo I se f(x,) < f(x,)sempre que x, < x,

em I. Ela é denominada decrescente eml se f(x,)> f(x,) sempre que x, <x_em .

Inicialmente, solicitamos aos alunos que fizessem a leitura da definicdo de funcéo

crescente e decrescente em um intervalo I. Questionamos quem era x,, f(x),x,€ f(x,).e,

. ~ 3 .
para isso, usamos novamente a tela do GeoGebra com a funcéo f(X) = X" e sua derivada

(Figura 6). Como dito anteriormente, encerramos a atividade 4 com discussdes a respeito de
intervalos de crescimento e decrescimento, e queriamos neste momento ressaltar a definicéo
para fundamentar matematicamente as conclusdes obtidas. Os itens para a realizacdo dessa
atividade foram:

Plote no GeoGebra uma funcdo f que apresente intervalo(s) de crescimento e
decrescimento, obtenha o dominio e a imagem de f,determine algebricamente o(s)
intervalo(s) onde fécrescente e onde fé decrescente. Calcule algebricamente sua
derivada.

Esperavamos que, devido a facilidade de visualizacdo grafica que o
softwareproporciona, os alunos fariam opgoes diversas de tipos de funcbes, mas néo foi isso
que aconteceu. Das 33 atividades enviadas para a sala virtual, constatamos que 23 eram
funcBes polinomiais de segundo grau, 2 de terceiro grau, 4 de quarto grau, 3 funcdes
trigonométricas e uma funcgéo algébrica. Ao final da atividade, propusemos fechar a discussdo

com a andlise de uma funcgéo quadrética, pois a discussdo estava focada nesse tipo de funcéo,

e para isso escolhemos f(X)=X2 +4x -2, construida por Guto em sala de aula durante a

realizacdo da atividade 5, o qual se disponibilizou para plotad-la no GeoGebra, a fim de ser

visualizada por todos os alunos.

Figura 14 — Funcéo T (X) = X* +4X — 2 e sua derivada (pontilhada)
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20
18
16
14 _,/

12 /

/ Atividade 5

/ D=R

8 Im=y=>-6

y € crescente quando x = -2

y é decrescente quando x < -2

10

a derivada é crescente

/ quando a funcao é decrescente, a derivada é negativa porque forma infinitas retas tangentes decrescentes
/2 quando a funcao é crescente, a derivada € positiva porque forma infinitas retas tangentes crescentes
quando a funcao atinge um valor maximo ou minimo o valor da derivada & 0

Fonte:Reproducdo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

O texto que se encontra no grafico da Figura 14 foi construido por Guto com a
participacdo dos alunos durante a discussdo. Na exploracdo do grafico, Guto foi mostrando
com o cursor do notebook a posicdo das retas tangentes a curva, por isso o texto se refere a
elas. O valor minimo da parabola foi determinado através do calculo de f(-2), pois os alunos
perceberam que o valor para X = -2 era a raiz de /. Podemos observar no texto escrito pelo
aluno que ele coloca a igualdade quando escreve “y é crescente quando X>—2 e ndo coloca
a igualdade quando escreve “y é decrescente quando x< - 2”. Essa duvida a respeito do uso
ou ndo da igualdade nos intervalos de crescimento ou decrescimento foi levantada durante a
realizacdo da atividade, e esclarecemos que de acordo com a definicdo utilizada, a igualdade
ndo era utilizada. Pensavamos que o assunto ja estava esgotado e que todos tinham
compreendido as relacbes de uma funcdo e sua derivada nos intervalos de crescimento e

decrescimento, mas, durante a explicacdo, surpreendemo-nos com o seguinte questionamento:

Ivo: O Professora, na funcéo de segundo grau, nessa ai que vocé
estd corrigindo [0 aluno se refere as observagdes feitas no
trabalho de Guto] eu entendo, e acho que essa concluséo ai
serve. Mas ndo serve na que eu fiz aqui néo.

Pesquisadora: E qual vocé fez?

Ivo: Uma de terceiro grau aqui. Nela tanto faz a fungdo ser
crescente ou decrescente; a derivada sempre sera positiva.

Pesquisadora: Vem aqui na frente e explica o que vocé vé no seu grafico
para concluir isso ai.
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Voltamos a examinar a funcdo f(x) = x® e sua derivada (ver Figura 13), e toda a turma
acompanhava as explicacfes. De acordo com a fala de Ivo, ele entendia que, no intervalo de
menos infinito a zero, ou seja, no 3° quadrante, a funcéo era decrescente, e a derivada nesse
intervalo, por estar acima do eixo X, era positiva. Ele disse imagem negativa com intervalo
decrescente, como se fosse a mesma coisa. Voltamos a definicdo de funcdo crescente e

decrescente explorada no inicio da atividade, e fizemos novamente a leitura passo a passo,
. . . ~ 3 P

explicando e discutindo quem era x,, f(x),x,e f(x,), na funcdo f(X)=Xx". Apés a

discussdo, o aluno concluiu que a funcdo escolhida por ele era sempre crescente, e, para

atender ao que haviamos solicitado nessa atividade (Plote no GeoGebra uma funcéo f que

apresente intervalo(s) de crescimento e decrescimento), ele mudou sua fungdo para

f(x)=x*—2x* e fez corretamente o0 que a atividade propunha. A seguir, o aluno Miguel fez

0 seguinte questionamento:

Miguel: Consigo entender tudo isso nessas fungdes ai, mas coloquei
uma funcao aqui e nela ndo consigo enxergar isso ai ndo. A
minha é uma trigonométrica. Vejo claramente o
comportamento da derivada nos intervalos de crescimento e
decrescimento, mas confundi aqui na trigonométrica.

Plotamos o grafico f(x)=2sen(x) e de sua derivada, sugerido pelo aluno, para a

visualizacdo de todos os presentes, e, nesse momento, antes de qualquer intervencao de minha

parte, o0 aluno Marcelo fez o seguinte comentéario:

Marcelo: O Professora, deixa eu mostrar isso ai no grafico que fiz
aqui, que também é de uma funcao trigonométrica. Acho que
a davida do pessoal era a mesma que eu tinha, e entendi
tudo isso depois que eu cologuei uma reta tangente e fiz um
controle deslizante. S6 da para entender isso ai se
compreender a reta tangente.
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Figura 15 — Grafico de f(x) =sen(x) com linha solida, sua derivada f'(x) = cos(x) com linha pontilhada e
a reta tangente a fungao f (x) = sen(x)

A reta tangente a funcdo f(x), tem coeficiente negativo em toda a
a=31 extensdo em que a funcdo e decrescente, e coeficiente angular

positivo onde é crescente.

Fonte:Reproducéo do trabalho de Marcelo pela pesquisadora.

Na Figura 15, vemos a funcdo f(x)= sen(x) e sua derivada f(x)= cos(x),construida
pelo aluno Marcelo. Ativamos o controle deslizante para mostrar que a reta € sempre tangente
a curva da funcdo f, e que a tangente do angulo que ela faz com o eixo das abscissas é a
derivada. VVoltamos aos conceitos de seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo para
explicar o tridngulo que aparece na reta tangente. Na caixa de texto do GeoGebra, o aluno
registrou uma concluséo, explicando que a reta tangente tem coeficiente angular negativo nos
intervalos em que a fungdo € decrescente, e coeficiente angular positivo é crescente. Como a
maioria dos alunos escolheu uma funcdo polinomial de segundo grau para a realizacdo da
atividade 5, mas as dividas mais frequentes giravam em torno de outros tipos de funcdes,
elaboramos a atividade 6 para contemplar os mesmos conceitos abordados. Propusemos a
elaboracdo de seis funcdes: trigonométrica, polinomial de grau 3 e de grau 4, racional,
exponencial e logaritmica, e nelas exploramos dominio, imagem e intervalos de crescimento e

decrescimento. Segue a descrigdo dessa atividade.
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4.6 Atividade 6: O que £’ nos diz sobre f ?

Devido ao carater de generalizacdo da questdodo titulo dessa subsecdo, ou seja, se as
relacBes entre uma funcédo e sua derivada servem para qualquer tipo de funcédo, percebemos a
necessidade de levar os alunos a explorar o que haviam concluido em outros tipos de funcéo.
Como a maioria da turma havia escolhido uma funcdo polinomial de segundo grau na
atividade anterior, dessa vez propusemoso seguinte:

1. Elabore as seguintes funcdes:

1.1 Trigonométrica t(x) =
1.2. Polinomial de grau 3 f(x)=
1.3. Polinomial de grau 4 p(x)=

1.4. Racional r(x)=
1.5. Exponencial e(x)=
1.6. Logaritmica I(x)=

2. Determine o dominio e a imagem de cada um delas.
3. Determine algebricamente a derivada de cada funcdo que vocé elaborou.
31 t'(x)=
32. fiix)=
33. p'(x)=
34. r(x)=
3.5, e'(x)=
3.6. I'(x)=
Exploramos 0s mesmos conceitos abordados na atividade anterior. N&o houve
dificuldade para elaborar a funcdo e nem para obter a derivada de cada uma delas, pois tudo
foi feito com as ferramentas do software. Eles apresentaram dificuldades em estabelecer o
dominio e a imagem, principalmente na funcdo trigonométrica. Das 30 atividades enviadas
para a sala virtual, 3 eram de funcdo cosseno, 27 de funcdo seno, e nenhum aluno
utilizououtro tipo de funcdo trigonométrica. Treze alunos colocaram funcdo algébrica em vez
de funcdoracional. A definicdo de funcdo algébrica e fungéo racional foram trabalhadas em

sala de aula de acordo com o livro de James Stewart (2010, p. 22):

P(x)

Uma funcdo racionalf é a razdo de dois polinémios: f(x):% em que P e Q sdo
X

polinémios. O dominio consiste em todos os valores de xtais que O(x) = 0 .
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Uma funcgdo f é chamada funcéo algébrica se puder ser construida por meio de operagoes
algébricas (como adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e extracdo de raizes) a partir de

polindmios. Toda fun¢do racional é automaticamente uma fungao algébrica.

As fungdes que os alunos colocaram na atividade como racionais foram: f (x) = v/4x?

f(x)=~/x, F(X)=+/x+1, f(x)=~/3x+4, f(x)=~/2x+3, que, de acordo com a defini¢ido

acima, seriam apenas funcdes algébricas. Seis alunos erraram em termos o que é uma funcéo
exponencial, colocando: f(X)=4"2, f(x)=e*", f(x)=¢*, f(x)=2"". Dois alunos
colocaram f(X) = x*como exemplo de funcio exponencial. Na fungio polinomial de 3° grau

3 2 ~ ,
f(x) =ax” +bx" +cx+d, todos os alunos, com excecdo de apenas um, colocaram o ndmero

1 no valor numérico do coeficiente a.Apenas quatro alunos usaram a base 10 nas funcdes
logaritmicas, e acreditamos que o logaritmo neperiano apareceu 26 vezes, porque, quando nao
especificamos a base do logaritmo ao digitar a funcdo logaritmica no campo de entrada do
GeoGebra, esse automaticamente faz a representacdo na base e. O conceito de reta tangente
foi abordado devido ao questionamento do aluno Carlos:

Carlos: O Professora, derivada tem que ser com reta tangente nio
é? O que é mesmo uma reta tangente?

Pesquisadora: Bom, depende. O conceito que temos de reta tangente é
guando ela toca a curva em um Unico ponto, mas pela sua
pergunta, creio que esse conceito ndo é suficiente aqui né?

Carlos: Isso mesmo, veja isso aqui. Tenho uma reta no meu controle
deslizante que toca a curva em dois pontos, e ai? [Ver
Figura 16].
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Figura 16 — Grafico de f(x) = x* + 3x® — 4 e uma reta que tangenciaafungdo em dois

pontos
Funcao 7
> e(x) = 4<*2 6l
s ¢(x) = 442 In(d) |
> f(x) =x* —x*+x—2
> f(x) =3x2—2x+1 21 ;
o I(x) = In (8 xz) . ‘ . _ 0 ‘ ‘ ‘ a=-2.06 .

10 -8 6 -4 2 Jof]/2 4 6 & 10 12 14
|’(x)=§ 21 F
s p(x) =x'+3x*—4
> p'(x) = 4x3+9x2

x>+ 4
rx) = x+2
x2+4x—4
-
*rix) x2+4x+4
t(x) = sen (x* — 1) ;
5 t/(x) = 2x cos (x> — 1) __.-": 141
Numero ‘ -161
) a=-2.06 E
Ponto -187
s A = (-2.06, -12.2) on]
Reta __.-': 20
s by =3.29x - 5.43 221

Fonte:Reproducéo do trabalho do grupo pela pésquisadora.

Considerei a pergunta do aluno muito pertinente, e achei conveniente esclarecer que
essa discussao foi feita na primeira aula de derivada pelo professor regente. Lembrei ao aluno
que esse era justamente o “Problema da Tangente”. Assim, abri o livro do James Stewart
(2010) na pagina 130, e li com ele a defini¢cdo abaixo:

DEFINICAO: A reta tangente a uma curva y=f(x) em um ponto P(a, f(a)) ¢ a reta por P que tem
a.inclinagao ,;  1im?. =/ | desde que esse limite exista.

x—t xX—a

Comparamos a definicdo com o que ele via no grafico quando fazia a animagdo com o
controle deslizante. O aluno concluiu que o conceito de reta tangente a curva ndo € o mesmo
de reta tangente a circunferéncia. Apos a realizacdo dessa atividade, o professor abordou em
sala de aula as aplicacdes da derivagdo nos problemas de otimizacdo e a importancia de se

encontrarem os valores maximo ou minimo de uma funcdo, pois as regras de derivacéo ja

1€
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haviam sido trabalhadas e resolvidas em exercicios. At¢é o momento, 0s alunos estavam
investigando como as derivadas afetam a forma do gréafico de uma fungéo; os conceitos de
méaximo e minimo foram discutidos, mas ndo formalizados. Por isso, decidimos realizar a

atividade 7, fechando o assunto “O que f* nos diz sobre f?”.

4.7 Atividade 7: O que £’ nos diz sobre f ?

Iniciamos a atividade com a leitura de trés defini¢cBes fundamentais (STEWART,
2010, p. 253 e 256):

DEFINICAO1:Uma funcdo ftem méaximo absoluto (ou maximo global) em ¢ se

f(c)= f(x) paratodo x em D, onde D é o dominio de f. O nimero f(c) é chamado valor
maximo de f em D. Analogamente, f tem um minimo absoluto em c se para f(c¢) < f(x)

para todo x em D, e o numero f(c) é denominado valor minimo de f em D. Os valores

maximo e minimo de f sdo chamados valores extremos de f.

DEFINICAO2:Uma funcdo f tem um maximo local (ou maximo relativo) em ¢ se7
quando x estiver nas proximidades de c.[Isso significa que f'(¢) > f(x) para todo x em
algum intervalo aberto contendo c]. Analogamente, f tem um minimo local em ¢ se

f(e) < f(x) quando x estiver proximo de c.

DEFINICAO3:Um ndmero critico de uma fung&ofé um nimero ¢ no dominio defonde
ouf’(c)=00u f(c) ndo existe.

Discutimos sobre ponto maximo e minimo de uma funcédo desde o inicio da realizacéo
das atividades, mas faltava formalizar e definir nimero critico. N&o tinham a minima ideia
por onde comecar, e fizeram tentativas plotando fungbes no GeoGebra, até que o aluno
Marcelo deu a dica de elaborar primeiro a fungdo com raizes em 2 e em -2, e depois integrar
essa funcdo. Ndo sabiam integrar, questionaram sobre isso, e 0 mesmo aluno respondeu da
seguinte forma: “E s6 procurar uma fungdo que se vocé derivar gera a fungio f(x)=x2—4."
Esse foi 0 primeiro contato que os alunos que ndo eram repetentes tiveram ao conceito de
integral. O interessante foi que os alunos cobraram a defini¢do de nimero critico, pois o aluno

Marcelo, que ja havia cursado a matéria e fazia dependéncia, falava em sala de aula sobre esse
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namero. Na Figura 17, temos o grafico e as conclusfes de alguns itens da atividade, enviada

por Marcelo para a sala virtual.

Figura 17 — Grafico de f(x)=0,33x%-4x, f'(x) e {’(x)”

05.f(x):D=R:Im=R

f'(x): D=R:lm = [-4, + oo[

06. A derivada possui valor igual a zero, devido ao coeficiente
angular da reta tangente a curva em tais pontos ser nulo.

07. A fungdo possui dois pontos criticos: P1 = (2, 5.33) —
maximo absoluto, P2 = (2, 5.33) — minimo absoluto e um
ponto de inflexao P3 = (0,0).

08. A variagcdo dos valores da fungdo, no tocante ao seu

I"CTestIMente — oU: decrescimento, = Inflti= dirétamente no

comportamento da derivada, visto que ambas estdo inter-
relacionadas pelas inclinagdes das infinitas retas tangentes as
curvas da fungdo original.

09. (Questdo resolvida na atividade 6, omitida para maior

organizagdo e nao duplicacdo de dados.)

10. Sim, as conclusdes obtidas sdo cabiveis para qualquer tipo
de fungdo.

Fonte:Reproducéo do trabalho do aluno Marcelo pela pesquisadora.

No item 7 da caixa de texto da Figura 17, o aluno enumera dois pontos criticos em

relacdo & funcgdo f(x) =0,33x* —4x. Esclarecemos que essa fun¢do ndo tem maximo e nem

minimo absoluto, como mostra o texto do aluno. O ponto (0,0) o aluno denomina

corretamente de ponto de inflexdo, que ainda ndo havia sido definido com a turma. Nao houve

duvidas por parte dos alunos em responder aos itens da atividade relacionados ao dominio e a

imagem das func¢des. A maioria dos alunos teve dificuldades em elaborar a fungéo de acordo

com o enunciado do item 2 e 3 dessa atividade (Ver Apéndice G):

2. Plote no GeoGebra uma funcdo f que seja continua em [-4,4] e tenha maximo

absoluto em -2 e minimo absoluto em 2.

3. Determine algebricamente a fungdo f e sua derivada.

Depois que a maioria dos alunos plotou a fun¢do que atendia ao enunciado acima,

iniciou-se a discussdo sobre 0s outros itens da atividade, e o0 aluno José apresentou a seguinte

davida;

José:

Professora, quer dizer que, se tiver ponto maximo ou
minimo, a derivada é zero, certo?
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Pesquisadora: Sim. [Essa resposta foi sim de acordo com o gréafico da
figura 10 da atividade que estava sendo realizada no
momento].

José: Entdo, se a derivada for zero, tem ponto critico, entdo tem
maximo ou minimo.

Pesquisadora: E justamente isso que estamos testando, Vvocé esta
afirmando?

José: Eu achei uma funcéo aqui que onde a derivada é zero ndo é
maximo e nem minimo. Esse é o ponto de inflex&o?

O aluno estava se referindo & funcéof(x) = x%, que podemos visualizar na Figura 13.

Pesquisadora: Sim.

José: Ent&o, existe o ponto de inflexdo, mas ele ndo é critico.

Pesquisadora: Nesse caso que vocé esta mostrando, esse ponto de inflexao
¢ critico, correto?

Os alunos comecaram a testar em outras funcbes a existéncia de pontos criticos, e 0
que representavam. Muitas duvidas surgiram e alguns afirmavam que nem todo ponto critico
representava um ponto de inflexdo e nem todo ponto de inflexdo representava um ponto
critico. Decidimos elaborar a atividade 8, com a definicdo de ponto de inflexdo, e 0 que a
derivada segunda dizia sobre a funcdo, pois novas conjecturas surgiam frente a visualizacdo

dos resultados dos graficos que estavam sendo testados nessa atividade.

4.8 Atividade 8: O que £’ nos diz sobre ?

Essa foi a ultima atividadeantes da realizacdo dos estudos em grupos. Resolvemos
inicia-la com a definicdo de concavidade, porque um aluno afirmou que a Unica funcdo que
tinha concavidade era a de segundo grau. A definicdo de ponto de inflexdo tornou-se

necessaria devido aos questionamentos constantes na atividade anterior.

DEFINICAO 1:Se o grafico de f estiver acima de todas as suas tangentes no intervalo I,
entdo ele é dito concavo para cima em I. Se o gréafico de f estiver abaixo de todas as suas

tangentes em 1, é dito concavo para baixo em I.

DEFINICAO 2: Um ponto P na curva y=f(x) é chamado ponto de inflexdo se f é continua
no ponto e a curva mudar de c6ncava para cima para concava para baixo ou vice-versa em
P.
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Depois de ler com a turma as definicbes acima, e antes de iniciar a realizagcdo da
atividade 8,houve o seguinte dialogo entre alunos:

Laura: Aprendi a ver concavidade para cima e para baixo apenas nas
pardbolas; nunca me falaram de concavidade associado ao conceito de
reta tangente.

Jane: Ué, se for assim, uma fungdo pode ter varias concavidades.

José: Acho que nédo. Se for de segundo grau tem uma concavidade, se for de
terceiro, tem duas, e assim por diante.

Ana: O Professora, isso que José esta falando aqui é certo?

Pesquisadora: Podemos testar isso ai também. A realizacdo da atividade 8 permite essa
investigacdo. Vamos comecar e ver se € verdade ou ndo.

O questionamento acima ficou sem resposta no momento, porque esperavamos que
realizassem uma investigacdo sobre as relacGes entre as funcOes e suas derivadas nos

intervalos com concavidades e nos pontos criticos, mas, assim que iniciamos, eles plotaram a

~ 5 ‘ - . ..
funcdo f(X)=X"e perceberam que o que José afirmava estava incorreto. Solicitamos aos

alunos que realizassem, de inicio, a seguinte tarefa:

Plote no GeoGebra uma fungdo f cujo esboco do grafico apresente concavidade para
cima, concavidade para baixo, e um ou mais pontos de inflexdo. Limite seu grafico em
um intervalo I.Determine algebricamente as fungdesf,f e f *.

Esperdvamos que os alunos escolhessem todo tipo de funcdo, pois ja haviamos
explorado varias delas nas atividades anteriores. Das 28 atividades enviadas para a sala
virtual, um aluno escolheu a fungéo f(x) = sen(x), e todos os outros escolheram uma fungéo
polinomial de terceiro grau para a realizagdo dessa atividade. Na Figura 18, temos as

conclusbes registradas pelo aluno Marcelo.
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Figura 18 — Graficode f(X)=X>=2X*, /e f”

Fonte:Reproducdo do trabalho do aluno Marcelo pela pesquisadora.

As fungbes foram limitadas no intervalo [-2,2], delimitando um intervalo do dominio.
Para determinar a imagem de /” e o ponto de inflex&o, o aluno recorreu a raiz de /. A maioria
dos alunos respondeu corretamente ao item 11 e 12 da atividade(Ver Apéndice H), que
perguntava: “quando f *’ for positiva, f tem concavidade para cima ou para baixo? E quando
f” for negativa?”. Entretanto, ndo registraram as conclusdes que estabeleciam uma relagéo
entre uma funcdo, sua primeira derivada, e sua segunda derivada, questionamento do item 13
da atividade. Marcelo escreveu, em sua conclusdo, que “a partir do ponto de inflexao
podemos criar as curvas mais suaves e precisas”’.Essa informacdo ndo fazia parte dos
questionamentos da atividade 8, portanto se deduz que ele chegou a essa concluséo quando
realizou a tarefa que foi proposta a seguir, realizada no mesmo horario de aula.

Essa tarefa, realizada por meio de um appletfoi adaptada do site
(http://www.geogebratube.org/?lang=pt BR)  por  André  Pereira  (técnico em
computacdo).Este applet apresenta, com visualizagdo mais clara no site disponibilizado
acima, o grafico da fungdo f(x) em preto e um grafico em vermelho com pontos marcados em
azul.O objetivo dessa tarefa é construir o grafico da funcdo derivada por meio do gréafico da
fungdo, sem o conhecimento de sua forma algébrica. Esse mesmo objetivo foi proposto na
atividade 4, e nela todos os alunos recorreram a forma algébrica da funcdo. Nessa tarefa, o
aluno deveria arrastar 0s pontos azuis para cima e para baixo, e desenhar em azul o gréfico de

f '(x). O botao “Verificar a precisdo” mostra 0 qudo preciso estd o seu grafico da f '(x) em
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relacdo ao grafico correto. O botdo “Mostrar resultado!” mostra o gréfico da fungédo f '(x),
desenhado em vermelho.

_Figura 19 — Grafico de f'e f” feito no applet.

Tente desenhar o grifica da fungio derivada

/F(X)

- Func¢ado derivada - vermelho

com bolinhas azuis.

Reiniciar o geafico | | Vencar a Preciséo | 95 | Mostrar Resultade! | Precisio final: 96% Excelante

Este applet apresenta o grifico da fungdo f (x) em preto e um gréfico em azul com pontos marcados. O objetivoe desta tarefa &, arrastando os pentes azuls para cima e para baixo, desenhar em azul o
gréfico da f'(x). O botdo "Verificar a precisio” mostra o quio praciso estd o seu grfico da £'(x) em relagio so grafico correto. O botdo "Mostrar resultado!l” mostra o grafico da funglio £'(x),
desenhado em vermelho,

Instrugdes

1. Mexa os pontos. Quando vocé achar que tem uma boa representagio da f'(x), clique no botSo “Mostrar resultadol” abaixo do appler.
2. Wocé pode continuar @ mover 0s pontos e ver como a precisdo muda,

3. Clique em "Reiniciar o gréfico” para obter um novo problema.

Fonte:Reprodugéo do trabalho do aluno Marcelo pela pesquisadora.

Na realizacdo dessa tarefa, os alunos colocaram em prética os conceitos abordados nas
atividades anteriores em relacdo a pontos criticos, pontos de inflexdo, pontos méaximos e
minimos, concavidades e intervalos de crescimento e decrescimento. Chegaram a 98 e 99% de
precisdo nos graficos construidos que enviaram para a sala virtual, percentual fornecido pelo
applet. Nesse dia, propusemos a realizacdo do seminario.

No préximo capitulo, relatamos os resultados de nossa anélise e a discussdo desses

resultados fundamentada nas interagdes e dialogos de trés grupos apresentados no seminario.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO DA ANALISE DOS ESTUDOS SOBRE FUNCOES E
SUAS DERIVADAS APRESENTADOS PELOS ALUNOS NO SEMINARIO

Neste capitulo, relatamos sobre os resultados da analise dos dados e a discussao desses
resultados. A analise focou nas transcricbes dos didlogos ocorridos em trés grupos de
estudantes, dos dez que realizaram o seminario(nesta pesquisa,sdo denominados: G1, G2, e
G3). Cada grupo se encarregou de pesquisar sobre um tema que tratasse de uma funcéo e de
suas propriedades e observar as relacfes entre essa funcdo e suas derivadas. Em grupos, 0s
estudantes deveriam sintetizar, realizar testes com a utilizagio do GeoGebra e,
posteriormente, apresentar, em um seminario, os resultados de seus estudos relacionados as
funcBes e suas derivadas. Muitos dialogos aconteceram nas interacfes, pois foi intensa a
participacdo de alunos. Foi necessario focar a analise em alguns aspectos desses dialogos. A
decisédo a respeito do que analisarocorreu por meio de uma leitura global das transcrigcdes, nas
quais observamos a presenca significativa de referéncias as representacdes graficas realizadas
no software e o uso de definicbes matematicas em que os estudantes manifestaram seus
entendimentos.

Com os procedimentos de andlise de conteudo (GRANEHEIM; LUNDMAN, 2004)
delineados no capitulo 2, definimos seis categorias emergentes que norteiam as interpretacées
dos dados dessa analise, a luz das teorias de PMA e interacionismo simbdlico. As categorias,
que apareceram nas discussdes dos trés grupos, determinam um parametro de conduta para
organizar os dados e interpretar a discussaodos alunos durante as interacdes entre eles. As seis
categorias emergentes sao:

a) utilizando experiéncias prévias;

b) transitando entre as representacdes;

c) apresentando defini¢do de conceitos;

d) discutindo as davidas apresentadas;

e) explorando/testando fung@es e suas derivadas, utilizando o GeoGebra;

f) avancando na compreensdo das defini¢des (melhoria na aprendizagem).

Formadas nossas categorias na codificagédo, realizamos uma integracdo entre elas e o
marco teorico, 0 que nos proporcionou Visualizar a possibilidade de categorias mais amplas,
ou seja, os temas. O primeiro tema, “Pensamento matematico dos estudantes sobre funcdes e
suas derivadas: conceito imagem e definigdes”, é resultado da analise, em uma perspectiva
cognitiva, de como os estudantes universitarios manifestam sua compreensao relativa aos

conceitos matematicos. O segundo tema,“Interacdes no processo de ensino e aprendizagem
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de funcbes e suas derivadas”, reflete a forma como percebemos o uso de defini¢des
matematicas pelos alunos num contexto de discussdo em sala de aula e apresentacdo de

trabalhos em grupos.

Organizamos no Quadro 50s resultados da analise de contetdo.

Quadro 5 — Codigos, categorias e temas estabelecidos na codificagdo.

CODIGOS CATEGORIAS TEMAS

Explorando o conceito de funcdo quadrética a
partir da representacdo grafica de derivadas.

Visualizando parabola perfeita e parabola
imperfeita no GeoGebra(ver Quadro 3).

Descartando um dos quadrantes na leitura de

. Utilizando
grafico.

experiéncias prévias.
Mostrando parabola definida por funcdo algébrica
diferente da quadratica.

Definindo funcdo exponencial a partir do que se
aprendeu em ensinos anteriores.

derivadas: Conceito imagem e

Plotando uma funcdo no GeoGebra a partir de 2
sua forma algébrica. 7]

£
Professor alertando para a forma grafica da 2
funcao. ] - _ Transitando entre as 3
Visualizando a expansdo na dire¢do horizontal representagdes.

(foi definida algebricamente na diregdo vertical).

Fatorando uma funcdo de quarto grau para
visualizar sua forma gréfica.

Interpretando a defini¢do formal de uma funcéo.

Definindo uma funcgdo pela sua forma grafica e
algébrica.

Buscando teoria que mostre o ponto de inflexdo
na funcéo. Apresentando

Apresentando funcdo com ponto de inflexdo definicéo de
baseado no exemplo do livro do autor James conceitos.
Stewart.

Definindo o dominio de uma funcdo por meio de
sua forma gréfica e algébrica.

oes.

Baseando a defini¢do pessoal na definicdo formal
do livro.

Pensamento matematico dos estudantes sobre fung

definig

Professores e alunos interagindo no encadeamento
de discussoes a partir do que esta surgindo.

e
e
suas

Apresentando argumentos fundamentados em

definicdo formal. Discutindo as duvidas

e

Professores sugerindo reflexdo na definigdo
pessoal.

ensino

apresentadas.

Alunos confrontando ideias e conceitos.

InteragBes no processo

de
aprendizagem

funcoes
derivadas.

“Quebrando” defini¢cdes pessoais e conceitos por
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meio de argumetacdes.

Estabelecendo relagbes entre uma funcdo e sua

derivada.

Comprovando que a derivada acompanha a

fungéo.

Utilizando a reta tangente no grafico para mostrar

a derivada nula. Explorando/Testando
Realizando  testes com  parametros para funces e suas
transformacdes no grafico. derivadas utilizando o

Realizando deslocamentos de grafico de fungdo GeoGebra.

no GeoGebra.

Realizando testes com £, f* e f”’(constante 0,14).

Resistindo a mudanca no conceito, baseado em
definicdo pessoal e defini¢do formal.

Admitindo ndo saber.

Professores confrontando a definicdo pessoal € a

definicio formal apresentada pelo aluno. Avancando na

compreensdo das

Apresentan Ovi m riénci - .
presentando duvidas baseado em experiéncias definicoes (Melhoria

prévias.

Mudando a definicdo pessoal por diversas vezes. na aprendizagem).

(conflito de ideias).

Apresentando argumentos fundamentados em
defini¢do formal.

Mudando a postura em relacdo as conclusoes.

Fonte: Elaborado pela pesquisadora.

A redacdo dos resultados da andlise de dados apresenta em detalhes o nome dos
membros de cada grupo, o tema escolhido por eles, as transcri¢cdes dos diadlogos selecionados
para interpretacdo, além dos comentérios feitos pelos professores, a saber, o regente da turma
e a pesquisadora. Ressalta-se que os nomes aqui utilizados sdo ficticios para resguardar a

identidade dos participantes deste estudo.

5.1 Grupo que investigou derivadas em fungdes polinomiais (G1)

Jane, Ana e Carlos fizeram parte do grupo que estudou fungdes polinomiais com foco
em maximos e minimos, e a relagdo desses com as derivadas. Logo no inicio da apresentagdo,
argumentaram sobre a importancia das defini¢des, apresentaram a defini¢do formal de funcao
polinomial, comentaram sobre maximos e minimos e esclareceram que plotaram varios
graficos de fungdes polinomiais no GeoGebra com o intuito de observar e estabelecer

relagOes entre as fungdes e suas derivadas primeira e segunda.
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Funcéo polinomial:

onde:

* n é o grau do polindmio;

* X é variavel independente;

« y = f(x) é a variavel dependente.

Uma funcéo polinomial f: R 2Rde grau n é uma fun¢édo da forma:

— . 2 .
y= f(z) = apz"™ + ap_1z" + ...+ a3z + asz® + ayz + ag;

e Mpy @y 1yenn, az,az,a1,a0 gig constantes reais

(anp # 0):

Fizeram testes com transformacdes de funcdes, realizando deslocamentos verticais e

horizontais. A aluna Jane, baseada na forma grafica da funcdo, afirmou que a funcédo

polinomial de quarto grau e a de segundo grau sdo parabolas.

Pesquisadora:

Jane:
Professor:
Jane:
Professor:
Jane:

Professor:
Jane:

Pesquisadora:

Jane:

Qual é a fungdo?

Essa parébola é a funcéo, e a derivada ¢ essa aqui de azul.
[A aluna se refere a funcdo f(x) = —x* + 4 e sua derivada;
ver Figura20].

Isso ai é uma parabola?

Sim, essa funcdo formou uma parabola, olha ai a forma
dela.

Essa de azul ai?[A de azul se refere a funcaof(x) = —x* +
4]. E uma parabola? Qual é a fungdo?
A funcéo?

E, algebricamente.

Menos x a quarta mais quatro. Observamos que, quando ela
fica virada para baixo, a derivada segunda toca o €ixo x.
Qual é a derivada segunda dela?

Essa de verde aqui. E uma paréabola também. [A de verde se
refere a funcdo f"(x) = —12x2, representada no grafico da
Figura 20].
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Figura 20 — Graficos das fungdes f, f* e f".

= Fungio
@ f(x) = —x*+ 4
& (=)

()

Fonte: Reproducéo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

De acordo com Tall e Vinner (1981), a imagem conceitual corresponde ao que esta
associado ao conceito na mente do individuo e inclui todas as imagens mentais, processos e
propriedades ligadas a ele, e nesse caso as formas graficas das funcGes se apoiam nas
afirmacdes da aluna. Suas experiéncias anteriores com a forma grafica da parabola
fundamentaram suas afirmacoes.

Também, nas conclusdes do grupo, existem evidéncias de definicbes extraidas e
defini¢des estipuladas (EDWARDS; WARD, 2008).De acordo com os autores, as definicdes
matematicas sdo estipuladas, ao passo que a maioria das defini¢des “linguagem cotidiana” s&o
extraidas, ou seja, 0s conceitos sdo apreendidos a partir do uso dos significados em diversas
situacdes e contextos.As defini¢cbes conceituais matematicas formais utilizam-se de simbolos
para se referir a esses conceitos cujos significados, estipulados pela comunidade de
matematicos, devem ser comunicados por estes simbolos. Por sua vez, as defini¢Oes extraidas
referem-se ao uso de conceitos em uma variedade de contextos especificos.Assim,
apresentamos o dialogo ocorrido com a aluna Jane, quando questionada pelo colega Guto, se a

funcdo polinomial de quarto grau era uma parébola.

Guto: Eu tenho uma pergunta para fazer: a funcdo de grau 4 ¢
uma parabola?
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A comunidade matemaética nos diz que a defini¢do conceitual formal de uma funcéo
polinomial de segundo grau, f(x)=ax?+bx+c, com a=#0, é uma curva chamada

pardbola.Nesse questionamento, o aluno Guto se referia a essa definicdo conceitual formal,
pois esta destaca o grau da funcéo.

Jane: Quando a gente estava fazendo o trabalho eu achava que
nao, mas depois eu vi no GeoGebra que sim. Nao fica uma
parébola perfeita, mas é uma parabola sim.

Seguindo o dialogo, a aluna Jane, para responder a pergunta de Guto, utiliza uma
definicdo extraida, pois, para ela, a representacdo grafica apresentada pelo GeoGebra
visualmente tem a forma de uma parabola, mesmo incoerente com a defini¢cdo conceitual
formal, essa faz parte da sua imagem conceitual de parabola. Realizamos atividades (ver
capitulo 4) com funcdes quadraticas antes desse estudo realizado pela aluna, e, em suas
experiéncias prévias, ela utilizou essa representacdo em outra situacdo, e assim, atribuiu

significados ao conceito conforme o seu uso em diversas situagdes e contextos.

Professor: Entéo, tem parabola perfeita e parabola ndoperfeita?

Carlos: Tinha hora que ela dava uma entortadinha, mas é uma
pardbola, ndo é ndo?[Grafico similar & representacdo
grafica da fungdo f(x)=x*+3x*—4 na figura 16]

José: Se vocé mexer no zoom do grafico vocé vai ver que parece,
mas ndo é uma parabola.

Pesquisadora: Quando é parabola?

Jane: Agora eu ja ndo sei. Eu achava que tudo era parabola.

Professor: Vocés acham que, na utilizacdo do GeoGebra, essa
representacdo grafica plotada, d& para realmente identificar
se € ou ndo parabola sem olhar a funcéo algebrica?

Jane: N&o da ndo. Eu coloquei x° e deu parébola, quer dizer, eu
achei que era parabola.
Marcelo: Da sim. Da para saber a partir da derivada dela. Se a

derivada ndo é uma reta, entdo ndo € uma parabola. Nao
basta s6 0 GeoGebra, tem que saber a matéria.

A resposta dada pelo aluno Marcelo, que € aluno repetente, assim como o aluno Guto,
fundamenta-se em experiéncias prévias. Quando ele afirma que ndo basta s6 0 GeoGebra, ou
seja, ndo basta apenas a visualizagdo, nem a definicdo extraida,entende-se que o aluno ressalta
a importancia da compreensdo da matéria, nesse caso, a defini¢cdo conceitual formal. O aluno
compreendeu que a derivada de uma fungdo polinomial de segundo grau é uma funcéo

polinomial de primeiro grau, ou seja, visualmente a derivada de uma fungdo quadratica que
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gera o grafico de uma parabola é uma funcdo que gera o grafico de uma reta. A interacéo
entre a aluna Jane, que no momento estava apresentando o seminario, e o0s colegas, alunos
repetentes, participantes da discussao, cooperou para uma ressignificacdo dos conceitos que
estavam sendo abordados. Os alunos desse grupo apresentaram concep¢fes fundamentadas
em formas gréficas visualizadas no GeoGebra, que ndo correspondem a definicdo formal
fundamentada na representacéo algébrica.

Ainda, de experiéncias prévias, se existe funcdo quadratica completa e incompleta’,
existe certa logica para existir também parabola perfeita e imperfeita, na imagem conceitual
da aluna Jane. A parabola “ndo perfeita” é um exemplo de defini¢do extraida, pois faz parte
de um contexto especifico, baseada em exemplos reais e extraida de um corpo de evidéncias,
no caso de uma fungdo quadratica “completa e incompleta”.

A construcdo de conceitos matematicos pode partir de situacdes das quais 0 aluno tem
algum conhecimento prévio, e esse geralmente esta vinculado a aplicacdo e utilizagdo. Os
alunos trazem para a sala de aula, ou surgem durante as aulas, definigdes pessoais e imagens
conceituais embasadas em suas experiéncias e percepcdes, por seremresultado de uma
aprendizagem adquirida por meio de experiéncias e interacdes de cada individuo.

Segundo Tall e Vinner (1981), o desenvolvimento cognitivo de uma pessoa, associado
a um conceito matematico, sucede da soma de todas as experiéncias integradas com esse
conceito, ou seja,um conceito matematico nao deve ser introduzido ou trabalhado tendo como
Unica referéncia pedagogica sua definicdo formal. E necessaria uma variedade de ideias, todas

associadas a ele, para que se forme o que chamam de imagem conceitual.

Usaremos o termo imagem conceitual para descrever a estrutura cognitiva
total associada a um conceito, que inclui todas as imagens mentais,
propriedades e processos associados. Ela é construida ao longo dos anos por
meio de experiéncias de todos os tipos, mudando a medida que o individuo
encontra novos estimulos e amadurece. (TALL; VINNER, 1981, p. 152,
traducdo nossa).

Nos dialogos apresentados, ressaltamos a ocorréncia da categoria “discutindo as
duvidas apresentadas”, pois a discussao entre a aluna Jane, colegas e professores, em torno do
conceito ‘“‘Parabola”, foi constante, envolvendo argumentos de todos os envolvidos. Os
episédios descritos nos levam a reflexdo sobre as premissas basicas do interacionismo

simbolico descritas por Herbert Blumer (1980). Para Blumer, “o ser humano orienta seus atos

* Na equacdo ax? +bx+c =0, quando b0 e C#0, dizemos que a equacio do 2° grau é completa. Se
pelo menos um dos coeficientes b e ¢ é nulo, dizemos que a equagdo do 2° grau € incompleta. (Tudo é
Matematica — 9° Ano. DANTE, 2008, p. 45).
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em dire¢do as coisas, em funcdo do que elas significam para ele”. Mesmo com o argumento
dos professores e colegas sobre 0 que seria uma parabola, Jane continuou acreditando na
possibilidade de ainda assim a funcdo representar uma parabola, pois estava fundamentada no
significado que essa representacdo tinha para ela. Percebemos isso quando argumentou que
poderia ndo ser uma “pardbola perfeita”. Para o interacionismo simbolico, as pessoas
interagem umas com as outras por meio de interpretacdo mutua das a¢des, em vez de somente
reagir as agdes um do outro. Suas respostas ndo sao dadas diretamente as acdes um do outro,
mas baseadas no significado que eles atribuem a tais a¢bes. Assim, interacdo humana é
mediada pelo uso de simbolos e significados, através de interpretacdo, ou determinacéo do
significado das agBes um do outro. (BLUMER, 1980). As perspectivas interacionistas
enfatizam os processos individuais e os sociais, e o desenvolvimento da compreensdo pessoal
dos individuos é concebido por meio de sua participacdo. De acordo com Godino e Llinares
(2000), o aspecto central da perspectiva interacionista em relagdo ao significado é que esse é
desenvolvido através da interpretacdo e interacdo. O significado que a aluna Jane tinha em
relacdo ao conceito de parabola foi modificado durante a discussdo em grupo, pois
percebemos sua inseguranga no conceito anterior quando diz: “Eu achei que era pardbola”.
Para Blumer, o ser humano conhece as coisas pelos seus significados e esses séo criados e

modificados pela interacdo social. Nesse sentido, ele considera que:

A peculiaridade consiste no fato de que os seres humanos interpretam as
acOes dos outros ao invés de meramente reagirem as agdes dos outros. Suas
respostas ndo sao feitas diretamente a acdo, mas, sim, baseadas no
significado que ddo a essa acdo. (BLUMER, 1980, p.19).

Considerando, entdo, essa interacdo como forma deressignificacdo de conceitos, de
acordo com (BLUMER, 1980), destaca-se a sugestdo do aluno Guto, cuja reflex@o a respeito
da forma fatorada da funcdo proporcionou a pesquisadora e a aluna Jane novas intervencdes e
redirecionamentos do conceito de pardbola. Esse didlogo, que sucedeu a fala do referido

aluno, esté transcrito a seguir:

Pesquisadora: A funcéo de quarto grau tem quantas raizes?

Jane: Quatro raizes.

Pesquisadora: Coloca uma ai no GeoGebra pra gente fechar essa parte
aqui.

Jane: N&o sei.

Guto: Coloca na forma fatorada, tipo: f(x) = (x2 — 1)(x? — 4).
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Devido aos questionamentos do aluno Guto em relagdo a funcdo de quarto grau,
discutimos também sobre a quantidade de raizes de uma funcgdo polinomial, e o0 grupo disse

ndo ter achado nenhuma polinomial com quatro raizes reais.

Figura 21 — Gréfico de funcdo de quarto grau e sua derivada

Funcéo |
f(x)=(x*-1) (x*-4)
f(x) = 4x3? - 10x f(x)

Fonte:Reproducéo do trabalho sugerido pelo aluno Guto pela pesquisadora.

Professor: Isso mesmo, e ai? Sdo duas parabolas?
Jane: N&o. Eu ja entendi.
Professor: Entéo, fechamos aqui.

De acordo com os episodios descritos, acreditamos que, para a aluna Jane, as
interacdes ocorridas entre colegas e professores foram fundamentais para a mudanga da
imagem conceitual e definicdo conceitualpessoal da funcdoquadratica. Através das interagdes,
os alunos foram estimulados a ressignificar seus conhecimentos, construindo novos saberes.
A categoria “Avangando na compreensdo das definicbes (melhoria na aprendizagem)” fica
evidente na interacdo do professor com a aluna, quando questionada se a funcéo polinomial de
quarto grau apresenta duas parabolas. Sua resposta (“eu ja entendi”) nos mostra uma mudanca
de conceito, que foi acontecendo gradativamente por meio de argumentos de colegas e

professores ao longo de sua apresentacao.
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De forma geral, percebemos a ocorréncia de todas as categorias da andlise nesse
grupo, pois os alunos também transitaram entre as representagdes, principalmente a algébrica
e a grafica, e realizaram exploracdes e testes com fungdes e suas derivadas utilizando o
GeoGebra.Foi notavel a facilidade com que os alunos manipulavam as ferramentas do
software, e essa habilidade trouxe dinamismo as interacoes.

Passaremos, a seguir, a descricdo do grupo que investigou derivadas em funcgdes
logaritmicas, com foco no comportamento da funcéo derivada nos intervalos de crescimento e

decrescimento.

5.2 Grupo que investigou derivadas em func¢des logaritmicas (G2)

Participaram da apresentacdo desse grupo os alunosCaio, Pedro e Walter, que
decidiram pesquisar sobre o comportamento da funcgéo derivada nos intervalos de crescimento
e decrescimento de fungdes logaritmicas. Como no trabalho descrito na secdo anterior,
surgiram muitas ddvidas que enriqueceram as discussdes. Fizeram transformagfes nas
funcBes logaritmicas, gerando outras fungdes, com outros comportamentos, e varios aspectos
foram discutidos, tais como: dominio, conjunto imagem, ponto de inflexdo, ponto maximo e
minimo. Logo no inicio da apresentacéo, Caio plotou a fungdo f(x)=log,x (ver Figura 22) e
fez a leitura do gréfico de f’(x) no GeoGebra, considerando apenas o primeiro quadrante do

plano cartesiano.

Pesquisadora: Espere ai, quem é a funcao?

A pergunta foi feita porque ele estava falando da fungdo g(x)=Ilog,,x, mas no
GeoGebra estava plotado f (x) = log,x .
Caio: A funcdo é essa daqui 0. A funcdo é a de azul

[representamos com linha solida] e a derivada é a
vermelha[pontilhada].
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Figura 22 — Grafico da funcao f (x) = log,x € f'(x) = |X;
n

Fonte:Reproducéo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

O aluno afirmava: “Eu percebi que se a fungdo € crescente a derivada vai ser

decrescente”. Pedi para mostrar no GeoGebra como ele fazia essa leitura porque ele
comentava a respeito da funcdo derivada no primeiro quadrante, sem comentar a parte do

gréafico que o software esbogou no terceiro quadrante (Figura 22).

Fiz o seguinte questionamento:

Pesquisadora:
Caio:
Pesquisadora:
Pedro:

Jane:

Se essa parte de baixo [terceiro quadrante] ndo faz parte da
funcdo derivada, vocé podia tirar ela dai, entao.

N&o consigo tirar.

Entendem a davida de Caio?

Sim, se a parte de baixo faz parte ou ndo da fungdo
derivada.

Ldgico que faz, uai, como que vocé tira uma parte da fungéo
assim?

O que estava sendo questionado era: Se o dominio da fungéo f (x) = log,x € 0 conjunto

de ndmeros reais positivos, sua derivada pode ter um dominio que possui além de reais

positivos, os reais negativos? Como mostra o grafico no GeoGebra, a fungéo f (x) = log,x

possui dominio D = {x € R, x > 0}, sua derivada pode existir somente para valores de x > 0, ou
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seja, ndo tem como determinar a derivada de uma funcdo para valores em que néo existe o
dominio da fungéo.

Nesse recorte, observamos que a imagem conceitual do aluno Caio em relacdo ao
gréfico da funcdo derivada desta funcao corresponde ao que esta associado apenas a curva no
primeiro quadrante, pois, além de ndo fazer a leitura da parte do grafico da funcdo que
aparecia no terceiro quadrante, o aluno tentou apaga-la com recursos do software. Nao
conseguindo, afirmou: “N&o consigo tirar”. Isto é, a forma gréfica da funcdo faz parte das

imagens mentais que se manifestaram em suas afirmacgdes. Houve discussdo entre os alunos

-1

sobre o dominio da fungéo f:(x) :IL.
n2

Pesquisadora: Qual o dominio da funcéo derivada?

Marcelo: Dominio Real. Essa fungéo € logaritmica? Porque, se ela for
logaritmica, o dominio dela é maior que 0.
Luna: A variavel independente néo esta no Log, ndo esta dentro do

Log. [Isto é, a variavel x ndo é o logaritmando].

A derivada de f(x) ndo é uma funcéo logaritmica?

N&o, porque In2 ali é constante, entdo aquele denominador
se torna uma constante também. Entéo, néo é logaritmo por
causa disso, pra ser logaritmo 0 X... seria 0 mesmo que X
sobre 2, ou 1 sobre x In 2.

Pesquisadora:
Jane:

Pesquisadora:
Jane:

Pesquisadora:
Jane:
Pesquisadora:

Caio:

Pesquisadora:

Ln 2 é um namero?
Sim, é uma constante, seria 0 mesmo que 1 sobre 2x por
exemplo.[A aluna considera In2 igual ao nimero 2, e assim

-1
estabelece a seguinte igualdade: X _ _ i]

In2 2x
Aproximadamente quanto?
N&o sei.
Entdo, a derivada de logaritmo de x na base 2 ndo é uma
funcdo logaritmica? O dominio dela pode ser real? Tem
alguma restri¢do para o dominio da funcéo?
X ndo pode ser 0, porque esta embaixo. [x ndo pode ser zero
porgue esta no denominador].
Entao, esse grafico que representa a funcdo derivada, vocés
acham que é s6 a parte de cima? Sé a parte de baixo ou 0s
dois? [a parte de baixo se refere ao 3° quadrante, e a parte de
cima ao primeiro quadrante].

® Dado qualquer nimero x para o qual esse limite exista, atribuimos a x o ndmero f’(x). Assim, podemos
considerar f” como uma nova funcdo, chamada derivada de f e definida pela equacdo
£1(x) = lim f(x+h)— f(x)
h—0 h
como a inclinacdo da reta tangente ao gréafico de f no ponto (x, f(x)). A funcdo /” é denominada derivada de f, pois
f(x+h)— f(x)
h

. Sabemos que o valor de /" em x, f°(x), pode ser interpretado geometricamente

foi “derivada” a partir de f pela operacdo-limite na equacdo f'(x) =lim
h—0

0 conjunto { x/ f'(X) existe} e pode ser menor que o dominio de f. (STEWART, 2010, p. 140).

. O dominio de /" ¢é
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Esse didlogo nos leva ao seguinte questionamento: “Se o dominio da funcdo é o
conjunto de numeros reais positivos, sua derivada pode ter um dominio que possui além de

reais positivos, reais negativos?”’. Observamos que ndo ha uma compreensdo dos estudantes

- ~ 71 Y - ~
em relagéo ao dominio da funcéo ¢(x) - X_ ea derivada da funcao f (x) = log,x -
In2

Outro aspecto que podemos destacar € a participacdo da aluna Jane, do grupo anterior,
que traz importantes conceitos em relagdo ao logaritmo natural, e do aluno repetente Marcelo,
que questiona se a funcdo € logaritmica e especifica o dominio. A categoria “Apresentando
defini¢do de conceitos” se destaca nesse grupo, ¢ esclarecemos que, N0 inicio da apresentacéo,
o0 aluno Caio apresentou um slide com a definicdo de funcdo logaritmica e seu dominio:
“Toda fungdo definida pela lei de formacdof(x) = log.x, com a # 1 e a> 0 é denominada
funcdo logaritmica de basea. Nesse tipo de funcdo, o dominio é representado pelo conjunto
dos niimeros reais maiores que zero e o contradominio, o conjunto dos reais”. Fundamentados
nessa definicdo, Marcelo e Jane apresentam questionamentos se a fungdo derivada seria ou
ndo logaritmica, e argumentam sobre seu dominio. Portanto, a interagcdo ocorrida entre o0s
participantes propiciou a apresentacdo de definicdo de conceitos, possibilitando
esclarecimentos e ressignificacdo da aprendizagem, avancando na compreensao das
defini¢bes (melhoria na aprendizagem).

Apos essa discussdo, Caio resolveu mostrar a funcéo h(x) =log,2 e as conclusdes a

que chegou (ver figura 23). Esse estudo foi individual e desvinculado dos estudos dos outros
membros do grupo, que estavam focados nas exploragfes que podiam realizar na funcéo

f (x) = log,x . Caio, testando possibilidades, resolveu explorar a fungédo h(x)=1og,2, e nessa

funcdo encontrou uma constante, o valor 0,14 (aproximadamente), fazendo a intersecdo entre
a derivada segunda de h(x) e o eixo x. Ele estava tentando descobrir qual era o ponto
méaximolocal da derivada primeira; para isso, determinou a derivada segunda e percebeu que
ela tinha uma raiz. Resolveu calcular essa raiz, ou seja, a interse¢do entre 0 eixo x e a derivada

segunda.
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Figura 23 — Gréfico da funcdo h(x) =1o0g,2,h'(x)e h"(x)

=3

Funcao
h(x) = log,(2)
h*(x) = - In (2)
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Fonte:Reproducéo do trabalho do aluno Caio pela pesquisadora.
Caio: Porque ela [ela refere a h’(x)] tem essa voltinha aqui, ela

tem uma concavidade bem pequena do 0 até 1, depois ela
fica aqui, ou seja, estabelecemos um ponto maximo e eu
fiquei curioso pra saber que ponto era esse, ai eu peguei a
derivada dela [derivada de h’(x)] e calculei a intersecdo
dela [h’’(x)] com o eixo x pra saber qual era o ponto
maximo.[Ele calculou o ponto de intersecdo entre 0 eixo x e
h”(x)]. Deu 0,14. Ela [h’(x)] vai ser crescente até 0 0,14 e
decrescente até a abertura.

Caio estava analisando os intervalos onde %’(x) era crescente e decrescente; para isso,

movimentou a janela de visualizacdo do software para saber qual era o ponto minimo da
funcéo %’(x),que para ele era uma paradbola. Nas fung¢des do tipo h(x)=1log,a, que ndo é uma
funcdo logaritmica,o aluno disse ter testado varias fung¢bes variando o numeroa. Quando ele

diz até 100 mil, quer dizer que plotou no GeoGebraa funcéo h(x) =log, 100000 . Também fez

outras funcbes desse tipo, variando o valor atribuido a constante a.Explorando/testando
funcdes e suas derivadas utilizando 0 GeoGebraé uma das categorias que emergiu a partir dos
codigos da andlise. Essa descoberta despertou a curiosidade de muitos alunos, pois nesse
momento houve uma grande discussdao em sala de aula. Alguns alunos que estavam com o
notebook faziam testes para valores diferentes no logaritmando. Estavam interessados em
descobrir se essa intersecdo com 0 eixo X sempre seria 0,14. A turma deu opini&o,

consultaram tanto o GeoGebra quanto os cadernos para saber a derivada de uma fungéo
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logaritmica. Caio colocou na tela do GeoGebra a funcéo h(x) = log, 100000 e fez a intersegéo

da derivada segunda com o eixo das abscissas, encontrando o nimero 0,14.

Questionei com a turma o que a derivada segunda diz da funcdo, mas as respostas que
obtive ndo se referiam as relacdes entre a derivada segunda e a funcdo, e sim com a derivada
primeira e segunda. Caio se preocupava com o numero 0,14, mas insistino questionamento
sobre o0 que a derivada segunda nos diz sobre a funcdo h, porque haviamos explorado esses
conceitos na oitava atividade, descrita no capitulo 4. Pedro dizia que a raiz da derivada
segunda mostra que a funcdo tem um ponto de inflexdo, e Walter afirmava que a derivada
segunda mostra se a concavidade é para cima ou para baixo. A derivada segunda nos remete a
concavidade da funcdo e a existéncia de um minimo ou maximo local. Toda essa discussdo a
respeito do numero 0,14 trouxe uma motivacao para buscar a definicdo conceitual formal de
varios conceitos envolvidos na situacdo-problema, pois, até entdo, os alunos se referiam
apenas as suas imagens conceituais. De acordo com Vinner (1991, p. 12), na pratica, a
definicdo conceitual ndo é evocada durante o processo de resolucdo de um problema, pois 0s
habitos de pensamentos cotidianos se sobrepdem a necessidade de consultar a definicdo
formal. Devido a curiosidade em relacdo ao numero 0,14, os estudantes recorreram as
defini¢bes formais de maximo e minimo local, nimero critico e maximo e minimo absoluto.
Vinner (1991, p. 21), em relacdo ao papel da definicdo na matematica, informa-nos que,
“enquanto a referéncia a imagem conceitual resultar em uma solug¢do correta, o estudante
permanecera se referindo a imagem conceitual, j& que esta estratégia ¢ simples e natural”.
Enquanto os alunos estavam interagindo com o aluno Caio em relacdo a sua descoberta,
estavam firmados em suas imagens conceituais, mas, quando se envolveram na busca de
explicagbes para a existéncia do numero 0,14, buscaram a defini¢do estipulada de cada
conceito, pois precisavam de significados especificos a essas defini¢des formais.

Caio continuava interessado em descobrir sobre a razdo da existéncia do numero 0,14
e suas relacdes com a derivada primeira e segunda de uma funcdo,e a discussdo continuou

com questionamentos feitos pelo professor.

Caio: Eu testei até 0 100 mil. N&o dormi a noite, fiz varias fungoes
e sempre achei esse 0,14.
Professor: Mas esse € 0 ponto maximo? Se vocé tomar como referéncia

que a funcdo é a derivada primeira, e, se vocé deriva-la
novamente, pega a derivada segunda. A derivada segunda
indica 0 maximo ou o minimo. Se vocé procurar 0 maximo
da derivada primeira, vocé vai encontrar esse valor ai?
Caio: Vou.
Professor: Qual é o problema com esse nimero?
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Caio: N&o entendo por que sempre da 0,14.

Pedro: E magica.

Professor: Toda funcéo, como? Se modificar o qué na fungdo?

Caio: Se modificar aqui 0, o logaritmando. Vou colocar outra aqui
para vocés verem.

Figura 24 — Gréfico da funcéo f (x) = log, 100000, f'(x), f''(x)e o ponto A(0,14; 0)

15

10

-1o4 :

Fonte:Reproducdo do trabalho do aluno Caio pela pesquisadora.

Considerando o papel das definicdes, retomamos o0s registros do aluno Caio,

destacando a fungdo f (x) =log, 100000, que esse aluno representou no GeoGebra, e as

_ In(100000)

derivadas primeira e segunda dessa fungéo: f'(x) = >
In(x)*x

In(x) In(L00000) + 2 In(100000)

e = In(x)° X2

, respectivamente. O ponto A (0,14; 0) é a intersecdo

entre o eixo das abscissas e a derivada segunda da funcéo f.

Caio: Vejam isso aqui 6. Isso aqui é a funcéo log de 100000 na
base x. Vou calcular a derivada dela. A derivada vai ter o
mesmo comportamento das outras funcdes que eu fiz. Agora
vou fazer a derivada segunda. Olha aqui a intersecdo da
derivada segunda com o eixo x. Igual a 0,14 de novo. Nao
entendi porque sempre da 0,14. A partir de 100000 eu
assumi que sempre sera 0,14.

Pesquisadora: O que vocés acham disso, turma?

Pedro: Bruxaria.
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Todo o episddio descrito acima, com a riqueza de detalhes e a interacdo entre os
participantes sobre as diversas definicdes e conceitos construidos com a experiéncia
vivenciada pelo aluno Caio nos testes realizados, remete-nos ao papel das definicdes no

ensino aprendizagem de matematica. Tentando descobrir qual era o ponto maximo da

derivada primeira na fungdo h(x) =1log,2, Caio determinou a derivada segunda e percebeu

que ela tinha uma raiz. Resolveu calcular essa raiz, ou seja, a intersecdo entre o eixo X e a
derivada segunda, encontrando a constante 0,14. Esse fato o levou a testar ideias, envolvendo
conceitos importantes relacionados as funcfes e suas derivadas, despertando e motivando
também varios alunos que participaram das discussdes.Vinner (1991, p. 7), tomando como
exemplo a forma como os alunos compreendem o valor absoluto na matematica, afirma o

seguinte:

guando decidindo sobre a pedagogia do ensino de matematica, tem-se que
levar em conta ndo sO questfes sobre como se espera que 0s estudantes
adquiram os conceitos matematicos mas também, e talvez principalmente,
como os estudantes realmente adquirem aqueles conceitos.

Acreditamos que a maneira como o0s conceitos de funcdes e suas derivadas foram
construidos através dos testes realizados pelo aluno Caio foi significativa, e nesse grupo
destacamos duas categorias imprescindiveis ao estudo da matematica: “Explorando/Testando
funcBes e suas derivadas utilizando o GeoGebra” e “Avangando na compreensdo das
definicdes (melhoria na aprendizagem)”. Percebemos o avanco na compreensdo de alguns
estudantes quando o professor retomou a discussdo sobre func¢des logaritmicas, pois foram

exploradas, pelo grupo, no GeoGebra fungdes do tipo f(x) =log,xe do tipo f(x)=1log,a.

Perguntamos aos alunos do grupo se existe alguma diferenca quandoa variavel € o
logaritmando ou a base do logaritmo. Para responder aos questionamentos do professor, 0s
alunos recorreram a definicdo formal de funcéo logaritmica, plotaram no GeoGebra a fungédo

f(x)=1log,2, e analisaram o dominio e o conjunto imagem. Foi, entdo, que perceberam que a
funcdo f(x)=1log,2ndo atendia aos mesmos critérios de uma funcéo do tipo f(x)=log,xem
que a > 0 e a# 1. Embora f (x) =log, 2 n&o seja uma funcéo logaritmica,seu dominio serefere

a base x, portanto o dominio é x > 0 e x # 1.Vinner (1991) afirma que defini¢des podem ter
papeis extremamente importantes, ndo apenas porque interferem na formacdo da imagem

conceitual, mas porque frequentemente tém um papel crucial em atividades cognitivas.
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Quando o aluno Caio diz: “Eu testei até o 100 mil. Ndo dormi a noite, fiz varias
fungoes ¢ sempre achei esse 0,147, percebemosinteresse e persisténcia em descobrir se a
intersecdo da derivada segunda com o eixo x daquele tipo de funcdo seria sempre a constante
0,14. As interpretacdes que o aluno faz sobre esse nimero, as interacdes ocorridas, as imagens
conceituais do aluno em torno das defini¢cdes abordadas nos levam a considerar o significado
na concepgdo interacionista. Blumer (1980, p. 117) nos diz, na terceira premissa, que “os
significados sdo manipulados por um processo interpretativo (e por este modificados)
utilizado pela pessoa ao se relacionar com os elementos com que entra em contato”.A busca
do aluno Caio por uma resposta, um significado, o levou a esse processo interpretativo
consciente e reflexivo. Podemos observar que o aluno Caio manipulou os significados em

relacdo a imagem conceitual da segunda derivada de uma func¢éo, no dialogo:

Pesquisadora: Essa funcéo tem ponto de inflexdo? Se isso for um ponto de
inflexdo, 0 que a derivada segunda nos diz? A derivada
segunda fala alguma coisa?

Pedro: A raiz da derivada segunda mostra que tem um ponto de
inflexao.

Walter: Mostra se a concavidade € para cima ou para baixo.

Pesquisadora: Quando calculamos a derivada segunda, o que acontece
mesmo?

Caio: A intercessdo da derivada segunda com o eixo x € 0,14. Esse

foi 0 ponto maximo da derivada.

Para Caio, a imagem conceitual da derivada segunda dizia mais que um ponto de
inflexdo ou a forma da concavidade. Para Blumer (1980), os objetos passam a ter significado

para a pessoa quando ha uma interpretacdo consciente desse objeto. O autor afirma:

O agente seleciona, modera, susta, reagrupa e transforma os significados sob
0 ponto de vista da situacdo em que se encontra e da direcdo de seus atos.
Por conseguinte, a interpretacdo ndo deveria ser considerada como uma mera
aplicagdo automatica de significados existentes, mas sim como um processo
formativo em que os significados sdo utilizados e trabalhados para orientar e
formar as agdes. Deve-se levar sempre em consideragdo que os significados
desempenham seu papel na acdo por intermédio de um processo de
autointeracdo. (BLUMER 1980, p. 122).

De acordo com o autor, o interacionismo simbolico considera que o significado é
produzido a partir do processo de interacdo humana, como produto social, e que o “uso de
significados por alguém em plena a¢do envolve um processo interpretativo”. Seguindo esse
raciocinio, podemos dizer que o aluno Caio se envolveu nesse processo interpretativo

envolvendo diversos conceitos sobre funcgdes e suas derivadas. No interacionismo simbdlico,
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esse processo se chama mente. Para Haguette (1997, p. 32), “a mente é concebida por Mead
COmMo um processo que se manifesta sempre que o individuo interage consigo préprio usando
simbolos significantes”. De acordo com os episddios, constatamos que as interagdes ocorridas
foram fundamentais para a interpretacdo e construcdo de significados, acentuando a
importancia das defini¢des nos estudos realizados pelos grupos.

Antes de encerrar a apresentacdo do grupo, o professor retomou a discussao sobre a
descoberta do nimero 0,14, esclarecendo a necessidade de se fazer uma analise algebrica para
verificar se as conclusdes testadas empiricamente sdo validas em qualquer situacao. Explicou
sobre conjecturas em matematica e discorreu sobre algumas descobertas realizadas por

matematicos ao longo da histdria.

5.3 Grupo que investigou derivadas em funcgdes exponenciais (G3)

Seis alunos participaram desse grupo que foi formado pela jungéo de dois grupos, e
apresentaram o trabalho em duas partes: a primeira parte foi apresentada pelos alunosAlice,
Miguel e Fabio, e a segunda parte pelos alunos Elen, Bela e Marcio. Os grupos realizaram
estudos separadamente, e se organizaram numa Unica apresentacao. Os estudos foram sobre o
comportamento da funcdo derivada de funcBes exponenciais, com 0 objetivo de encontrar
pontos mé&ximos e minimos, crescimento e decrescimento, e ponto de inflexdo. Mostraram e

explicaram o contetido dos seguintes slides no inicio da apresentacéo:

DEFINICAO DE FUNGAO EXPONENCIAL
Sejaa e R, a> 0ea# I. Chamamos de Fungdo Exponencial a funcdo definida por
f(x)=a". A funcdo exponencial é também definida como sendo a inversa da funcéo
logaritmica natural, isto é: log,a=x <> b* =a.

As funcdes logaritmicas f(x) =log,x, em que a base a é uma constante positiva, sdo

inversas das fungfes exponenciais, e esse fato foi comentado na leitura do slide pelos alunos
do grupo, mas ndo observaram o significado da fungéo logaritmica natural e do nimero e. Se
a funcdo exponencial for definida como sendo a inversa da funcdo logaritmica natural,
teremos apenas a base e, portanto fica incoerente com a ¢ R, a > 0 e a # 1. A fungéo
exponencial € também definida como sendo a inversa da funcdo logaritmica natural, isto é:

log,a=x<>b*=a.
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O proximo slide se refere ao dominio e imagem da funcdo exponencial. Ressaltamos

que os alunos preferiam consultar sites na internet ao invés de consultar o livro adotado.
Percebemos a redundancia na notagdo apresentada no slide do grupo: R = ]-o0, + oo e R’ =]0,

+ oo].

Dominio e Imagem da funcéo exponencial

Dominio: R =]-o0, + oo]

Imagem: R’ =]0, + oo

No inicio da apresentacdo do grupo, ndo entendemos o porqué da definicdo formal de
méaximo absoluto e méximos e minimos locais. Decidimos aguardar e ndo questionamos

esse fato, pois o aluno apenas leu a definicdo sem explicar do que se tratava.

Maximo absoluto

e Uma funcédo f tem maximo absoluto em c se f(c) = f(x) para todo x em D, onde D
é o dominio de f.

e O numero f(c) é chamado valor maximo de f em D.

Méximos e minimos locais

Teste da segunda derivada

Suponha que £’ seja continua na proximidade de c. Se f’(c) =0 e f>’ > 0, entdo f tem
minimo local em c. Se f’(c) = 0 e f*’(c) <0.entdo f tem maximo local.

Apds a leitura de cada slide, a equipe apresentou no GeoGebra o grafico da fungédo
f (x) =e*, com o objetivo de mostrar que a funcdo exponencial ndo tem ponto maximo e nem

minimo. Utilizando o controle deslizante, deslizaram uma reta tangente ao longo da curva

para mostrar que a funcdo ndo toca o eixo x (ver figura 25).
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Figura 25 —Gréfico da fungdo f(X)=e" e reta tangente

Funcao
F(x) = e*
Ponto

A =(0.36, 1.43)
Reta
a:y—-143x+0.92

Fonte: Reproducéo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

Alice:

Miguel:

Alice:

Miguel:

Alice:

Miguel:

Miguel:

A conclusdo de M

A equipe de polinomiais provou que isso realmente acontece, mas isso
ndo acontece na exponencial, porque a exponencial ndo tem raizes. [A
aluna se referia ao trabalho apresentado pela equipe que apresentou
fungdes polinomiais, que mostrou pontos maximos e minimos na fungédo
polinomial]

A gente tentou de tudo; pesquisamos a teoria para poder entender isso
aqui. Era uma lei, estava definido, entéo fizemos de tudo para encontrar.
[Encontrar uma teoria que mostrasse ponto maximo e minimo, e/ou
ponto de inflex&o especificamente na fungéo exponencial].

Plotamos também no GeoGebra para ver o que a segunda derivada dizia.
Se acontecia a mesma coisa que acontecia nas polinomiais.

Para conseguir um maximo ou minimo, tinha que ter a primeira derivada
igual a zero.

NOs plotamos esse gréfico ai, e movimentamos varias vezes a fungéo, e
observamos que a derivada ndo muda. [A derivada ndo muda porque a
derivada da funcéo f(x) = e* é f'(x) = e*].

Fizemos a mesma coisa que as outras equipes, somamos e diminuimos
constantes. Muda os valores, mas a derivada ndo altera. Nenhuma
derivada a gente consegue dar zero, ndo toca o eixo x. Fizemos um zoom
e aproxima bastante, mas néo toca o eixo. Colocamos uma reta tangente
para tentar provar que ndo toca.

Como ndo conseguimos encontrar uma derivada que toca 0 eixo X,
concluimos que a funcéo exponencial ndo tem ponto maximo ou minimo.

iguel foi que, se a derivada ndo toca o0 eixo X, a fungdo ndo tem

ponto maximo ou minimo. ApoOs essa conclusdo, a outra parte da equipe apresentou o
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resultado de seus estudos em relacdo a pontos de inflexdo, que foi acrescentado apés a
definicdo do objetivo original do quadro. Comegaram com 0 seguinte questionamento para a
turma:“E possivel haver ponto de inflexdo em uma funcgdo exponencial?”.

Nesse momento, a maioria da turma se pronunciou como ndo sendo possivel. Entdo, o

1
aluno Marcio apresentou no GeoGebra a funcéo f (x) =3* como um exemplo de funcéo

exponencial, e mostrou que, mesmo ndo tendo ponto mé&ximo ou minimo, a funcdo

apresentava ponto de inflexdo.

1
Figura 26 — Grafico da fungéo f (x) =3, /'(x), f”’(x) € 0 ponto A

Funcéo
1
f(x) = 3 2.
1 :.:
., \ _ 3%ln(3) .:
Sx)= 2 : .
SxIn(3)%+ 2+ 3¥In(3) 2 w fix)
*in + 2x3xIn(3)x . )
S = x4 :
Ponto ¢ H ..
A = (-0.55, 0) AL : ey
."-:- — r - -
o~
4
1 /
R (]
I
I

Fonte:Reproducéo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

Marcio: Vejam bem essa funcdo aqui: 3 elevado a um sobre X.
Quando fizemos a segunda derivada dela, obtivemos uma
raiz aqui, aproximadamente -0,55 [ver ponto A no grafico].
Isso prova que uma funcdo exponencial, mesmo n&o tendo
ponto maximo ou minimo, tem ponto de inflexdo.

Bela: Em tudo que a gente pesquisou, nés ndo achamos uma
funcéo exponencial que tivesse ponto de inflexdo. SO que a
gente achou isso em um exercicio do James Stewart, que
mostra que tem; temos as referéncias.

A aluna Bela se referia ao exemplo 8 apresentado no Livro de Calculo de James
Stewart (2010, p. 274).

1
Exemplo 8- Use a primeira e segunda derivada de f (x)=e*, junto com as assintotas,

para esbocar seu grafico.
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Questionados a respeito de por que ndo utilizaram o mesmo exemplo do livro,
disseram que a fungdo exponencial tinha de ter base numérica e o nimero e era letra e ndo
namero, por isso trocaram a letra e pelo nimero 3 na funcdo. Pelo fato dos membros desse
grupo terem realizado estudos separadamente, essa justificativa foi dada por um aluno que
ndo participou da apresentacdo do grafico da funcéo f (x) = e”na Figura 25, portanto passou
despercebido. Seguiu-se uma discussdo entre os alunos, e este foi convencido pelos colegas
que 0 numero e representava o numero de Euler,que é aproximadamente2,71828, portanto
poderia ter sido usado como base para funcbes exponenciais. Ndo nos estendemos nessa

discussao, e o professor retomou com a seguinte pergunta:

Professor: Qual é a fungdo mesmo?

1
Marcio: FO)=3"
Pesquisadora: Antes do James Stewart, vocés achavam que néo tinha ponto
de inflexao, é isso?

Marcio: Até hoje de manha, a gente acreditava que ndo existia essa
funcao.
Bela: Na verdade, é o seguinte: nds encontramos um artigo de

uma universidade federal fluminense, que achamos seguro e
a gente viu uma fungéo com ponto de inflexdo, e ficamos em
duvida se era exponencial.

Pesquisadora: Vocés mudaram de opinido quantas vezes?

Bela: Mudamos umas dez vezes ou mais. Mas ai, hoje de manha,
depois que vimos isso no livro do James Stewart, acabou a
davida, pois o livro dele é confiavel; € o livro do professor.

Guto: Desculpa perguntar agora, mas essa funcéo e exponencial?
1

Mércio: Essa aqui é; f(x)=3* é exponencial.

Marcelo: N&o € irracional ndo?

Pesquisadora: E exponencial, racional ou irracional?

Marcio: O critério para ter uma fungdo exponencial é ter uma base

elevada a um expoente x. Aqui nos temos a base 3 e 0
1 . . .

expoente—. O expoente é considerado como uma varidvel,
X

entdo, ela € uma funcdo exponencial.

1
A maioria dos alunos estava envolvida nas discussoes sobre a funcdo f(x)=3*. O

grupo que realizou estudos sobre func@es irracionais falava que a funcgéo era irracional, e 0
grupo que estudou sobre polinomiais falava que era polinomial. Recorriam as definicGes e
defendiam seu ponto de vista, e, mesmo questionados pelo professor, mantinham a posigéo
que a fungdo apresentava caracteristicas de uma exponencial. Fundamentado na defini¢do de

funcdo exponencial apresentada no inicio da exposicdo do trabalho(sejaa ¢ R,a>0ea # I,

chamamos de Funcdo Exponencial a funcédo definida por f (x) =a”), o aluno estava convicto
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1
de que a funcéo f (x) = 3* era exponencial. Esse episodio nos remete as conclusdes de Vinner

(1991) em relagdo ao papel da definicdo na matematica. Esse autor considera que existe um
problema sério na aprendizagem da matematica em torno da compreensdo de defini¢oes,
especialmente no que se refere ao conflito entre a estrutura da matematica e 0s processos
cognitivos de aquisi¢do de conceitos matematicos. Quando o aluno Marcio afirma: “O critério

para ter uma fung@o exponencial ¢ ter uma base elevado a um expoente x”,ele estava baseado

P ~ . 1 -
na definicdo formal de funcdo exponencial. Ele observa a base 3, e 0 expoente e conclui que

a funcdo é exponencial. Nesse caso, ele ndo levou em consideracdo que f(x)=a”* é diferente

1
de f(x)=ax*.0u seja, ter a varidvel no expoente ndo é o equivalente de ter a varidvel como

expoente. O aluno conhecia e enunciava a definicdo formal de funcdo exponencial, e até a
usava para fundamentar suas conclusGes, no entanto ndo compreendia o significado
matematico formal de f(x)=a", e, nesse caso, podemos afirmar que apenas conhecer a
definicdo formal ndo garante a sua compreensdo. Vinner (1991, p.6) também corrobora essa
ideia ao afirmar: “NGs assumimos que adquirir um conceito significa formar uma imagem

conceitual para ele. Saber a definicdo conceitual de cor ndo garante o entendimento do

conceito”.

Professor: A equipe vai continuar mantendo que é exponencial?

Bela: Nos fizemos o trabalho todo afirmando que é.

Professor: Entdo, enxergando assim a definicdo, vocés continuam
achando que é exponencial, é iss0?

Maércio: Sim

Pesquisadora: Entdo, vamos dar uma olhada no GeoGebra. Se vocés
plotarem o grafico dela, vai ser de uma exponencial?
Bela: Eu vejo o gréafico de uma exponencial sim.

O aluno voltou para 0 GeoGebra e plotou o grafico das seguintes fungoes:
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Figura 27 — Graéfico da funcdo f e da fungéo g

Funcéo 7 I
1 I
f(x) = 3x I
I
g(x) =x 2% S f(x)
I
I
49X
I
\ I/
0 !
T ==="0 1 2

Fonte:Reproducéo do trabalho do grupo pela pesquisadora.

Na andlise dos dois graficos, seguiu-se a seguinte discussao:

Pesquisadora:

Marcio:
Professor:

Marcio:

Pesquisadora:
Marcio:

Como é o gréafico de uma funcdo exponencial? Volta o

grafico 1. Tem uma coisa também que ndo entendo Marcio.
1

Por que vocé afirma que f(x)= 3x ¢ exponencial e
f (X) = x.2* ndo é? Qual a diferenca?

Analisamos de acordo com a definigdo: a primeira tem uma
base e a variavel esta no expoente. J& a segunda, a variavel
esta no expoente, mas também esta na base.

Ok, mas veja graficamente: ela parece uma fungéo
exponencial?

Eu estou enxergando uma fungdo exponencial sim, olha aqui

acurva, € idéntica. [O aluno se referia ao grafico da fungéo
1

f(x)= 3% representado apenas no primeiro quadrante].

E essa parte que esta no segundo quadrante?

Isso aqui? Eu descartei, ué. Isso faz parte do grafico? Nao
sabia.

Nota-se que o aluno Marcio percebeu a representacdo grafica no segundo quadrante

quando quis encontrar um ponto de inflex&o (ver figura 26), mas ndo considerou essa mesma

representacdo para fundamentar seus argumentos sobre a forma de uma fungédo exponencial.

O professor retomou a palavra, releu a definigcéo de funcgédo exponencial com a turma e

mostrou caracteristicas no grafico das fungdes. As interacdes ocorridas entre os integrantes do

grupo e professores e 0s argumentos utilizados nas discussdes nos remetem as afirmacoes
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deVinner (1991). O autor desenvolveu um modelo baseado na existéncia de duas células: uma
para a imagem conceitual e a outra para a definicdo conceitual, econsidera que sdo centrais
para a explicacdo do processo cognitivo de formacdo do conceito. Vinner (1991, p. 11)
considera que “ndo importa como seu sistema de associagao reaja quando um problema lhe ¢
colocado em um contexto técnico, ndo se espera que vocé formule sua solugdo antes de
consultar a definigdo conceitual™. Isso é, naturalmente, o “processo desejavel”, entretanto o
autor reconhece que isso ndo corresponde ao que o estudante realiza na pratica. Para Tall e
Vinner (1981), a definicdo conceitual, geralmente utilizada para o desenvolvimento de
conceitos matematicos no ensino universitario, compreende a defini¢do conceitual formal e a
definicdo conceitual pessoal. Essa distingdo € relevante para a analise dos dados desta
pesquisa, por isso elaboramos um esquema, compreendido pela Figura 28, no qual
destacamos os intercambios propostos no modelo indicado por Vinner (1991), bem como

detalhamos a defini¢do conceitual formal e a pessoal, de acordo com Tall e Vinner (1981).

Figura 28 — Intercambio entre definigdes (formais e pessoais) e imagens conceituais

Resposta

Definicdo Conceitual -
Imagem Conceitual

A
y

Formal <« Pessoal

Informacéo

Fonte: Elaborado pela pesquisadora.

Esclarecemos que, no que se refere a ilustracdo realizada por meio da Figura 28,
compreendemos que é possivel que a célula da definicdo conceitual, tanto pessoal quanto
formal, seja evocada durante o processo de resolucdo de um problema. Também pode haver

intercdmbio entre essas definicdes, bem como entre elas e a imagem conceitual. De acordo
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com Tall e Vinner (1981), a defini¢do conceitual pessoal é o entendimento verbal da definicdo
conceitual formal de uma pessoa. A resposta dada pelo individuo a uma situacdo-problema
pode partir da definicdo conceitual pessoal.

Em nosso estudo, podemos inferir que a célula da imagem conceitual sobre fungédo
exponencial do aluno Marcio foi gradualmente sendo ressignificadaa partir dos exemplos e
argumentos realizados pelos professores e colegas. De acordo com Vinner (1991), muitos
professores tém a expectativa de um processo de méo Unica para a formacao do conceito. Eles
esperam que a imagem conceitual seja formada por meio da defini¢do conceitual formale seja
completamente controlada por esta. Claramente, percebemos que as conclusdes do aluno e
suas respostas aos questionamentos em relacdo a fungdo exponencial ndo sdo coerentes com a
definicdo conceitual formal, entretanto percebemos que em todo o processo a definicdo
conceitual pessoal foi construida a partir da definicdo conceitual formal da funcédo
exponencial, ja que o aluno Marcio afirma: “Analisamos de acordo com a defini¢do; a
primeira tem uma base e a variavel estd no expoente”. Os significados desseconceito
matematico foram evocados da definicdo conceitual formal, e, assim, temos uma definicao
estipulada, pois sua definicdo pessoal foi fundamentada diretamente pela definicdo formal,
entretanto sem entendimento do significado especifico estipulado ao expoente x. Argumentos
baseados em sua imagem conceitual a respeito do que é uma fungdo exponencial surgiram de
uma variedade de contextos de uso, com coeréncia ou ndo, com especificidade da definicdo
formal. Dessa forma, o aluno Marcio, sem compreender o significado estipulado para o
expoente x para o conceito de funcdo exponencial, atribuiu significados a esse conceito.

Ap0s a observacao do professor, o aluno José fez um comentario pertinente:

Professor: Esta vendo, a gente foi quebrando um a um os argumentos
de vocés, e o James Stewart ndo afirmou que era
exponencial, certo?

Bela: N&o, a gente que concluiu isso. Parecia ser.

José: Vocé concorda que a fungdo exponencial tem s6 uma
concavidade? Como ela vai ter ponto de inflex&o, se ela ndo
troca de concavidade? Cadé a légica disso? Se s6 tem uma
concavidade, como pode ser iss0?

Pesquisadora: E agora? O que vocés podem afirmar?

Marcio: Afirmamos agora que essas fun¢des que colocamos aqui ndo
S840 exponenciais e as exponenciais ndo tém ponto de
inflex&o.

Por fim, percebemos na Gltima afirmacéo do aluno Marcio, uma ressignificacdo de sua
definicdo conceitual pessoal, ou seja, em aspectos de sua defini¢cdo extraida. Quando ele diz:

“Afirmamos agora que essas funcdes que colocamos aqui ndo sdo exponenciais € as
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exponenciais ndo t€ém ponto de inflexdo”, percebemos que ele atribuiu significados para os
conceitos abordados, referenciados por suas defini¢des, conforme o uso nessa situagéo.

O aluno José utilizou conceitos dos estudos de funcdes e suas derivadas em seus
argumentos.Vinner (1991) recomenda, quando for necessario, iniciar conflitos cognitivos com
0s estudantes, com o objetivo de encoraja-los a um estégio intelectual mais alto, e afirma que
uma das metas do ensino de matematica deveria ser mudar os habitos de pensamento do modo
cotidiano para 0 modo técnico. Porém, considero queos conceitos matematicos, se sua
natureza permite, deveriam ser adquiridos no modo técnico de formacdo de conceito e ndo no
modo cotidiano. Deve-se comecar com varios exemplos e contraexemplos através dos quais a
imagem conceitual serd formada. Para ele, as definicbes podem ter papéis extremamente
importantes nos contextos técnicos, e estes impdem ao estudante alguns habitos de
pensamento totalmente diferentes daqueles tipicos do cotidiano. No comecgo do processo de
aprendizagem, os héabitos de pensamento do cotidiano irdo se sobrepor aos habitos de
pensamento impostos pelos contextos técnicos, e os estudantes continuam usando os habitos

de pensamento cotidianos também em contextos técnicos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa foi motivada por inquietudes surgidas da nossa propria pratica
profissional, como professora de Calculo, relacionadas com as dificuldades que os estudantes
universitarios geralmente apresentam no processo de aprendizagem dos contetdos abordados
no contexto do Calculo Diferencial e Integral. Constatamos, na literatura especializada da area
de Educacdo Matematica, que o Calculo tem ocupado um papel de destaque nas pesquisas por
“constituir-se um dos grandes responsaveis pelo insucesso dos estudantes quanto por sua
condic¢do privilegiada na forma do pensamento avancado em Matematica”. (IGLIORI, 2009,
p.13).

Decidimos centrar nossa pesquisa em um tema especifico de Calculo, que consiste no
estudo das funcdes e de suas derivadas. Para isso, observamos como esse tema era proposto e
desenvolvido com uma turma do curso de Sistemas de Informacdo de uma universidade
publica e atuamos conjuntamente com o professor regente da disciplina na elaboracéo de oito
atividades complementares, implementadas durante o desenvolvimento da disciplina de
Célculo.

Essas atividades estavam focadas na proposi¢cdo de situagdes-problema, cuja solugédo
era realizada por grupos de estudantes durante as aulas préaticas, seis destas realizadas no
laboratério de informéatica, com a utilizacdo do GeoGebra. A partir de um processo de
construcdo, os estudantes visualizavam, de maneira dindmica e interativa, 0os procedimentos
relacionados aos conceitos de fungdes e suas derivadas, e eram incentivados a enunciarem
verbalmente ou por escrito, suas conclusdes sobre as questdes propostas nas referidas
atividades, bem como sobre os conceitos contemplados nas mesmas. A utilizagdo das
tecnologias aplicadas ao ensino e aprendizagem de funcgdes e suas derivadas foi considerada
importante tanto para a visualizacdo de representacdes graficas referentes as questdes
propostas por meio das atividades elaboradas pelo professor e pela pesquisadora quanto para
0s questionamentos e interacdes realizadas pelos estudantes durante o desenvolvimento dessas
atividades, bem como do estudo, preparacdo e apresentacdo do seminario pelos grupos de
estudantes.

Observamos que as interacdes entre estudantes, professor e pesquisadora durante a
realizacdo das atividades e nas apresentacfes dos resultados pelos grupos foram relevantes e
evidenciaram algumas incongruéncias entre a maneira como alguns estudantes utilizaram as
definicbes matematicas e a forma como estdo compreendidas na Matematica. Assim,

percebemos uma falta de coeréncia matematica nos seus argumentos para justificar as
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proposi¢Oes encontradas durante a execucgdo das atividades, contemplando o estudo de
funcgBes e suas derivadas. 1sso nos motivou a realizar uma analise mais aprofundada sobre a
compreensdo das definicdes matematicas presentes na comunicacdo matematica dos
estudantes referentes a esses estudos, no contexto de um ensino baseado no desenvolvimento
de uma sequéncia de atividades complementares as aulas do professor, e desenvolvidas para
promover o aprendizado de conceitos de fungdes e suas derivadas, utilizando o software
GeoGebra.

Nesse contexto, nosso objeto da analise dos dados da pesquisa de campo consiste na
comunica¢do matematica que utiliza definigdes matematicas.Interpretamos esse objeto pela
Gtica do pensamento matematico avancado. (TALL; VINNER, 1981; VINNER, 1991; TALL,
1991). Tomando como referéncia principal os estudos de Tall e Vinner (1981), utilizamos os
construtos imagens conceituais e definicdes conceituais — pessoal e formal para realizar uma
andlise a respeito da compreensdo dos estudantes sobre funcGes e suas derivadas com énfase
no uso de definicdes matematicas(VINNER, 1991; EDWARDS; WARD, 2008). Ao mesmo
tempo, levamos em consideracéo as interacdes ocorridas em sala de aula segundo as ideias do
interacionismo simbolico(BLUMER, 1980; GODINO; LLINARES, 2000). Consideramos que
0 espaco social em torno dos questionamentos levantados pelos estudantes durante o
desenvolvimento das atividades e nas apresentacbes e discussdes referentes aos
guestionamentos propostos ou emergentes delas revelou a importancia da utilizacdo das
defini¢bes conceituais — formais e pessoais — para a compreensdo e ressignificacdo dos
conceitos matematicos associados as fungdes e suas derivadas.

Referente a esse contexto, focamos nossas aten¢des nas interagcbes que aconteceram
durante as apresentacGes dos trés grupos no semindrio, entendendo a importancia do
momento, pois era um espaco no qual as vozes dos estudantes e os confrontos e argumentos
emergentes das discussdes produzidas evidenciaram incongruéncias entre definicdes pessoais
e formais. Selecionamos para a analise, 0s dados das discussdes e interacdes com referéncia
aoobjetivo de nossa pesquisa:compreender como e de que forma as definigdes matematicas
sdo utilizadas em discussdes entre estudantes e professores durante as apresentagcdes do
seminario sobre estudos realizados por grupos de estudantes a respeito de funcdes e suas
derivadas, cujos estudos enfatizam representacfes graficas das fungdes e suas derivadas,
elaboradas por meio de um software com representagéo grafica dindmica.

Os dados da nossa pesquisa mostraram que 0 pensamento matematico manifestado
pelos estudantes sobre os conceitos referentes as fungdes e suas derivadas evoluiu a partir das

interacfes produzidas entre os estudantes e, entre eles com o professor da turma e a
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pesquisadora, 0 que interpretamos por meio da andlise dos distintos episddios descritos no
capitulo 5 desta dissertacao.

Com relacdo ao Grupo 1, que fez a apresentacdo no seminario sobre funcdes
polinomiais e suas derivadas, observamos, inicialmente, os significados que a estudante Jane
atribuia a parabola. Ela entendia que as representacfes graficas das fun¢des polinomiais do 2°
e do 4° grau se referiam a parébolas. Essa estudante baseou-se em seu conceito imagem de
“parabola”, entendendo que a forma da curva plotada no GeoGebra fornecia informacdes
suficientes para afirmar que as referidas fungdes eram parabolas.

Entretanto, as interacbes produzidas por meio das discussdes ocorridas durante a
apresentacdo do grupo em questéo, foram fundamentais para colocar em confronto a definicéo
pessoal da estudante com a definicdo formal. Nesse sentido, destacamos as declara¢fes dos
alunos repetentesMarcelo e Guto, fundamentados em suas experiéncias prévias, de que ndo
basta apenas a visualizagdo das curvas plotadas no GeoGebra para concluir que se trata de
uma parabola. Com base nos argumentos desses alunos, inferimos que, para este caso, neste
momento na aprendizagem da estudante, sua definicdo extraida de uma parabola ndo era
adequada para a comunicacdo em relacao aos graficos em um contexto social. Foram colegas
que apontaram as ideias vinculadas a definicdo conceitual formal que estabeleceu um
entendimento em comum. Quando os estudantes estabeleceram as relacdes entre a fungéo e
sua derivada ficou evidenciado que a derivada de uma funcdo polinomial de segundo grau é
uma funcdo polinomial de primeiro grau, ou seja, visualmente a derivada de uma funcéo
quadratica que gera o grafico de uma parabola € uma funcéo que gera o grafico de uma reta. A
interacdo entre a aluna Jane que no momento estava apresentando o tema do grupo no
seminario e os colegas, participantes da discussdo, cooperou para uma ressignificacdo dos

conceitos que estavam sendo abordados.

Os alunos desse grupo apresentaram concepc¢des fundamentadas em formas graficas
visualizadas no GeoGebra que ndo correspondem com a definicdo conceitual formal,
fundamentada na representacdo algébrica das funcdes polinomiais e de suas derivadas. De
acordo com a analise dos episodios selecionados do grupo que realizou a apresentacdo sobre
funcdes polinomiais, consideramos que as interagdes ocorridas entre estudantes e professores
foram fundamentais para a mudanca gradativa da imagem conceitual e da definicéo
conceitualpessoal da funcdo quadratica para um grau de aproximagdo maior aos significados
estipulados para a definicacdo conceitual formal. Atraves das intera¢fes, os alunos foram

estimulados a ressignificar seus conhecimentos e a construirem novos saberes. Isso ficou
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clarona interacdo do professor com a aluna sobre a representacao gréfica da funcéo polinomial

de quarto grau, quando a mesma afirmou: “eu ja entendi” .

O Grupo 2 resolveu pesquisar sobre o comportamento da funcdo derivada nos
intervalos de crescimento e decrescimento de funcdes logaritmicas. Observamos que houve
uma discussdo inicial relacionada com o dominio de uma funcgdo logaritmica e com o dominio
de sua derivada. Ao plotar ambas as fun¢Ges no GeoGebra, o software ndo restringiu o0 esbogo
do grafico, foram levantados questionamentos sobre a relacdo entre o dominio da funcéo
derivada e o dominio da funcéo dada. Isto ressalta a importancia do conhecimento matematico
do professor e estudantes e uma postura questionadora frente a informacgdes e resultados,
qualquer seja a fonte.

Os estudos realizados pelo Grupo 3 foram sobre o comportamento da funcéo derivada
de funcdes exponenciais, com o0 objetivo de encontrar pontos maximos e minimos,
crescimento e decrescimento, e ponto de inflexdo. Entre os episddios analisados a partir da
apresentacdo deste grupo, destacamos que a apresentacdo do tema no seminario comegou
pelas definicdes conceituais formais, entre as quais foi apresentada a definicdo de funcéo
exponencial. Apesar de o grupo haver projetado a referida definicdo por meio do datashow,

ndo houve uma compreensdo da mesma, no sentido de definicdo estipulada. A maioria dos

1
alunos se envolveu nas discussdes sobre a fungdo f (x) = 3* proposta pelo estudante Marcio.

Os estudantes recorriam as definicBes conceituais formais que estavam contempladas no
trabalho apresentado no seminario e defendiam seu ponto de vista. Apesar dos
questionamentos realizados pelo professor, eles mantinham a posicdo que a funcao
apresentava caracteristicas de uma funcdo exponencial. Esse episédio nos remete as
conclusbes de Vinner (1991) em relacdo ao papel da definicdo na matematica. Esse autor
considera que existe um problema na aprendizagem da matematica em torno da compreensao
de definicdes, especialmente no que se refere ao conflito entre a estrutura da matemaética e 0s
processos cognitivos de aquisicdo de conceitos matematicos. Quando o aluno Marcio afirma:
“O critério para ter uma funcdo exponencial é ter uma base elevado a um expoente x”, ele

estava baseado na definicdo formal de fungdo exponencial. Ele observa a base 3, e 0 expoente

1
—, e conclui que a funcdo é exponencial. Nesse caso ele ndo considera que f(x)=a* é
X

1
diferente de f(x) =a*.O aluno conhecia e enunciava a definigéo conceitual formal da funcdo

exponencial, e a usava para fundamentar suas conclusdes, no entanto ndo compreendia o
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significado matematico formal de f(x)=a".Apo6s as interacdes ocorridas durante o

seminario, percebemos na ltima afirmacdo do aluno Marcio, uma ressignificacdo de sua
definicdo conceitual pessoal, ou seja, em aspectos de sua definicdo extraida. Quando ele diz:
“afirmamos agora que essas fungoes que colocamos aqui ndo sdo exponenciais e as
eXponenciais ndo tém ponto de inflexdo”, percebemos que ele atribuiu significados para 0s
conceitos abordados, referenciados por suas definicdes, conforme o0 uso nessa situacgéo.
Corroboramos com Vinner (1991, p.6) ao afirmar que “assumimos que adquirir um conceito
significa formar uma imagem conceitual para ele. Saber a defini¢do conceitual [formal] de cor
ndo garante o entendimento do conceito”. Assim, consideramos que o fato do
estudanteconhecer a defini¢do conceitual formal ndo garante que ele chegou a compreensdo
da mesma, no sentido de definigdo estipulada.

A partir da analise dos episddios selecionados em nossa pesquisa, consideramos que a
interacdo é social, e apesar de que os alunos individualmente vdo ter diversas imagens
conceituais, elas sdo produzidas socialmente e podem ser modificadas pelo estudante durante
as interacOes produzidas em um contexto especifico, como foi 0 caso do seminario realizado
para que os estudantes apresentassem, discutissem e formalizassem os conceitos relacionados
com distintas funcdes e suas derivadas. Tall (1995) propde a distin¢cdo entre a matematica
elementar, na qual os objetos sdo descritos e a matematica avancada, na qual os objetos sdo
definidos formalmente. Para a matematica elementar, isso implica a descricdo das
propriedades a partir da experiéncia dos estudantes com o objeto, enquanto na matematica
avancada as propriedades emergem das definicBes. Nesse sentido, entendemos que as
discuss@es ocorridas, as argumentacdes dos estudantes, as intervengdes do professor da turma
e da pesquisadora foram fundamentais para a compreensdo das defini¢ces pelos estudantes.
Assim, a compreensad das definicdes sendo evidenciada a partir de um encadeamento de
ideias compartilhadas por meio das interacfes entre 0s sujeitos e ndo estreitamente por meio
da interacdo individuo e objeto.

Por isso, nesta pesquisa entendemos a compreensdo individual de um conceito na
concepcao de imagem conceitual de Tall e Vinner (1981, p. 2). Para esses autores o termo
imagem conceitual esta utilizado para descrever “a estrutura cognitiva total que associa com o
conceito, que inclui todos os retratos e propriedades associadas e processos”. Isto ¢é, todos os
atributos mentais associados com um conceito, sejam eles conscientes ou inconscientes,

devem ser incluidos na imagem conceitual.
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Da mesma forma, para Blumer, o objeto, como o conceito matematico em nosso caso,
pode ter diferentes significados para diferentes pessoas, e que o individuo forma, mantém e
transforma os objetos de seu universo, a medida que lhes concede significado. Entendemos
que, na nomenclatura de Tall e Vinner (1981), isto se refere as imagens conceituais diferentes
para pessoas diferentes. Em relagdo a acdo sobre objetos matematicos, na medida em que o
pensamento se desenvolve tornando-se mais complexo, as a¢des sobre estes conduzem ao
pensamento matematico avancado, que envolve o0 uso de estruturas cognitivas produzidas
pelas varias atividades matematicas. Esse pensamento remete a imagem-raiz do
interacionismo que entende “o ser humano como um organismo agente”. Blumer (1980)
considera que devido o homem se empenhar na autointeracéo, ele precisa lidar com o que
observa, portanto, quando entra em contato com o que verifica, atribui-lhe um significado e

utiliza-o como fundamento que norteara suas acoes.

De acordo com Godino e Llinares (2000), o aspecto central da perspectiva
interacionista em relacdo ao significado, é que esse é desenvolvido através da interpretacdo e
interacdo. Para Blumer, o ser humano conhece as coisas pelos seus significados e esses sdo
criados e modificados pela interagdo social, “suas respostas ndo sdo feitas diretamente a agao,

mas sim, baseadas no significado que dao a essa agao” (BLUMER, 1980, p.19).

Nas apresentacdes de todos os grupos realizadas por meio do seminario, percebemos a
ocorréncia de todas as categorias codificadas e o uso de definicbes pessoais baseadas em
experiéncias prévias e mudancas dessas definicdes ocorridas nas interacdes. Nesse sentido,
corroboramos com Blumer (1980, p. 117), ao considerar que “os significados sao
manipulados por um processo interpretativo (e por este modificado) utilizado pela pessoa ao
se relacionar com os elementos com que entra em contato”. Nessa concepgdo, pensamos que
as discussdes ocorridas nas interacdes foram fundamentais para o éxito na aprendizagem dos
estudantes uma vez que colaboraramna ressignificacdo de conceitos de Calculo, como de

fungdes e suas derivadas.

Destacamos a potencialidade do modelo (figura 4)proposto por Vinner (1991, p.11)
para a analise dos episédios selecionados das apresentacdes dos estudantes ocorridas no
seminario. Com base no referido modelo, para analise dos dados de nossa pesquisa,
entendemos que foi importante utilizarmos um esquema mais detalhado, no qual foram
destacados os intercambios propostos no modelo deVinner (1991), bem como o detalhamento
da definigdo conceitual formal e a pessoal, no sentido proposto por Tall e Vinner (1981).

Dessa maneira, entendemos que é possivel que a célula da definigdo conceitual tanto pessoal
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quanto formal seja evocada durante o processo de resolugdo de um problema. Também pode
haver intercdmbio entre essas definicdes, bem como entre elas e a imagem conceitual. De
acordo com Tall e Vinner (1981) a definicdo conceitual pessoal é a forma verbal da definicdo
conceitual de uma pessoa. A resposta dada pelo individuo a uma situacdo problema pode
partir da definicdo conceitual pessoal em conexdo com a imagem conceitual do objeto em

estudo.

Ressaltamos a importancia do papel mediador do professor no processo de
aprendizagem de funcgdes e suas derivadas. Na pesquisa este fato foi evidenciado por meio dos
guestionamentos, argumentos e intervengdes realizadas pelo professor e pela pesquisadora
durante a realizagdo das atividades implementadas no processo de estudo de funcGes e suas
derivadas. 1sso possibilitou que estudantes, em diversos momentos durante as aulas de
Célculo, refletissem sobre os conceitos abordados, chegando a sua ressignificacdo. Nesse
sentido, entendemos que os estudantes atribuiram significados aos distintos termos e simbolos
utilizados na definicdo conceitual formal de conceitos relacionados a fungbes e suas
derivadas, se aproximando em varios graus a definicdo estipulada desses conceitos, no sentido

proposto por Edwards e Ward (2008).

Nossa pretensdo € que os relatos e reflexdes aqui abordados possam contribuir com
outros professores a elaborar suas proprias propostas de ensino, visto que a oportunidade de
exercer 0 papel de ouvinte da fala dos estudantes e de interagir com eles na producgéo de
conhecimentos matematicosfoi fundamental para minha experiéncia como professora e como
pesquisadora. Compreender a maneira como 0s estudantes manifestavam 0s pensamentos
pautados nas definicbes matematicas, atribuir sentido ao que eles diziam e expressavam
trouxe para mim perspectivas diferentes sobre a aprendizagem do Calculo e sobre as
implicacdes pedagogicas relacionadas a esse estudo. Entretanto, cremos que sejam necessarias
pesquisas baseadas nas realizacdes de experimentos em sala de aula, onde o aluno tenha a
oportunidade de se expressar e interagir com seus pares e professores, privilegiando as formas

de pensamento matematico.

Finalmente, consideramos que o educador matematico deve atuar como mediador do
conhecimento, de forma que os estudantes possamexperienciar uma aprendizagem permeada
pelas distintas interacdes que conduzam a uma compreensdo dos conceitos de Calculo.
Corroboramos com Godino e Llinares (2000) ao considerarem que o professor deve criar
condigdes suficientes para que os estudantes se apropriem de certo conhecimento, e deve

assegurar que o conhecimento anterior e as novas condi¢des criadas no contexto das aulas
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possibilitem oportunidades para os estudantes apropriarem-se do conhecimento, cabendo aos

estudantes uma atuacao interativa e o cumprimento das condicGes acordadas com o professor.
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Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Funcdes e suas Derivadas

Orientanda: Rieuse Lopes Pinto

Orientador: Prof. Dr. Dale William Bean

Situacdo-problema:

ATIVIDADE 1: TAXA DE VARIAGAO
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Um mergulhador salta de um trampolim a 14,7 metros de altura. Desprezando-se a
resisténcia do ar, considerando a altura h em metros, o tempo t em segundos e sua

velocidade inicial de 9,8 metros por segundo, sua fungao posicao é

h(t) = —4,9t* + 9,8t +14,7

Processo de Construcéo/exploracéo de conceitos:

1.1. Abra o GeoGebra e crie 0 arquivo: al_cal_si_nome_data.
1.2. Plote a fungéo h(t).

1.3. Crie um controle deslizante a e configure-o no intervalo [0, 3] e incremento 0.5.

1.4. Crie o ponto A=(a, h(a)). Habilite o rastro de A e, em seguida, animacao.

1.5. Use esses dados para completar a tabela 1 que relaciona a altura (h) do mergulhador com
0 tempo (t) nos instantes especificados.

Tabela 1 — Altura do mergulhador em fungdo do tempo

t(segundos)

0

0,5

1

1,5

2,5

h(metros)
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1.6. De acordo com a tabela 1, em que instante o mergulhador atinge a 4gua?
1.7. Qual a velocidade média do mergulhador entre 1 e 3 segundos?

1.8. Qual a velocidade instantanea do mergulhador no momento em que ele atinge a agua?
1.9. Crie um controle deslizante b e configure-o no intervalo [0, 0.999] e com incremento
0.001.

1.10. Crie um pontoB=(b, h(b)).

1.11. Trace a reta x=1.

1.12. Determine uma reta r perpendicular a x=1 passando por B e encontre a intersecdo D
entre ambas. Oculte as duas retas.

1.13. Utilizando a ferramenta “segmento definido por dois pontos”, defina os segmentos BD e
AD. Em propriedades configure as cores dos segmentos para vermelho e azul,
respectivamente. Use o0 estilo 5.

1.14. No campo de entrada digite “se 0<=x<=3, -4.9x"2+9.8x+14.7”. Configure a cor marrom
para a funcéo e estilo 5.

1.15. Oculte a funcéo h(t) e ative animacao do controle deslizante b. Observe o que acontece.

1.16. Digite no campo de entrada T = (19.6-h(b))/(1-b). Ative a animacdo de b e explique o
que o valor de T representa.

1.17. Qual a velocidade instantanea do mergulhador quando ele atinge a altura méxima do
pulo?

1.18. Qual a derivada de h(t) no instante em que o mergulhador atinge a &gua? Explique.

1.19. Que relacdo vocé pode estabelecer entre os conceitos abordados nesta atividade e o
conceito de derivada de uma funcdo em um nimero a?

1.20. Apresente sua opinido sobre as possiveis contribuicdes desta atividade para a
compreensdo dos conceitos estudados. As criticas e sugestdes sdo bem-vindas.

Bons estudos!
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APENDICEB —Segunda atividade desenvolvida no laboratério de informética.
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Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Fungdes e suas Derivadas
Orientanda: Rieuse Lopes Pinto
Orientador: Prof. Dr. Dale William Bean

ATIVIDADE 2: DERIVADA DA FUNCAO NO PONTO
Situacdo-problema:

Um mergulhador salta de um trampolim a 14,7 metros de altura. Desprezando-se a
resisténcia do ar, considerando a altura h em metros, o tempo t em segundos e sua
velocidade inicial de 9,8 metros por segundo, sua fungao posicao é

h(t) = —4,9t* + 9,8t +14,7

Processo de Construcéo/exploracéo de conceitos:

1.21. Abra o GeoGebra e crie 0 arquivo: a2_cal_si_nome_data.
1.22. Plote a funcéo h(t).
1.3. Crie um controle deslizante a e configure-o no intervalo [0, 3] e incremento 0.5.

1.4. Insira o ponto A no grafico, colocando na caixa de entrada a expressédo A = (a, h(a)).

1.5. Utilizando a opcéo reta tangente (42 janela), tecle no gréfico da fungéo e no ponto A;
assim obterd a reta tangente (b) ao grafico neste ponto. Em propriedades, renomeie a reta
tangente para t.

1.6. Na opcéo inclinacdo (82 janela), tecle na reta tangente; assim obtera o valor de al que
corresponderd a sua inclinagéo neste ponto. Renomeie para m.

1.7. Na caixa de entrada, insira o ponto B com as seguintes coordenadas (a, m). Com o botéo
direito do mouse no ponto B, ative a opgéo habilitar rastro.

1.8. Movimente o parametro a com a opgdo mover, e observe 0s pontos obtidos pelo rastro
deixado.

1.9. Use esses dados para completar a tabela 1 nos instantes especificados.
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Tabela 1 — Relag&o entre os pontos de uma fungéo e os pontos de sua derivada

Ponto A=(a,h(a)) que | Equacdo da reta | Valor (m) do | Ponto
representa a intersecdo entre a | tangente t a funcdo | coeficiente  angular | B=(a,m) da

reta tangente te a funcdo h(t) | h(t) da reta tangente t fungdo h’(t)
(0, 14.7) Y=0.8x+14.7 9.8 (0,9.8)
(0.5, 18.38)

1.10. No contexto do problema, o que o coeficiente angular m representa?

1.11. Qual o significado de m ser positivo? E negativo? Quando ele € nulo? Por qué?

1.12. Calcule a derivada de h(t) e verifique se as coordenadas dos pontos gerados pelo rastro
de B= (a,m) pertencem a essa fungéo.

1.13. O que representa as coordenadas do ponto B?

1.14. Elabore e responda a uma pergunta no contexto dessa situacdo-problema.
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APENDICEC — Atividade desenvolvida em grupo
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Departamento de Matematicd
ATCEBIUFOP

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matematica / ICEB

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica

Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Funcdes e suas Derivadas

Aluno: Curso: Data:
Aluno: Curso:
Aluno: Curso:

ATIVIDADE 3: CONSTRUGAO E INTERPRETACAO DE GRAFICO DE FUNCAO
POLINOMIAL E DE SUA DERIVADA

1. Esboce o gréfico da fungdo f(X) = x*—9 na malha quadriculada.

1.1. Em quais pontos essa curva intercepta o eixo X? E o eixo y?

1.2. Em qual intervalo a curva é crescente? E decrescente?

1.3. Determine o dominio e a imagem dessa funcao.

1.4. Calcule algebricamente a derivada de f, e construa o grafico de /” no mesmo plano
cartesiano.

1.5. Qual é o grau de f(x)? E de sua derivada?
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2. Esboce o grafico da funcdo g(X) = x° na malha quadriculada.

2.1. Em qual pontoessa curva intercepta o eixo X? E 0 eixo y?

2.2. Em qual intervalo a curva € crescente? E decrescente?

2.3. Determine o dominio e a imagem dessa funcéo.

2.4. Calcule algebricamente a derivada de g, e construa o grafico de g’ no mesmo plano
cartesiano.

2.5. Qual é o grau de g(x)? E de sua derivada?
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3. Esboce o grafico da fungio h(x) = 4x* —12x° +16x na malha quadriculada.

3.1. Em quais pontos essa curva intercepta o eixo x? E o eixo y?

3.2. Em quais intervalos a curva é crescente? E decrescente?

3.3. Determine o dominio e a imagem dessa funcao.

3.4. Calcule algebricamente a derivada de h, econstrua o gréafico de h’ no mesmo plano
cartesiano.

3.5. Qual é o grau deh(x)? E de sua derivada?
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Obrigada!
Rieuse Lopes.
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APENDICED - Atividade desenvolvida na sala de aula
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Departamento de Matematicd
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Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matematica / ICEB

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica

Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Funcdes e suas Derivadas

Curso: Data:

Aluno:

ATIVIDADE 4: CONSTRUGAO E INTERPRETACAO DE GRAFICO DE UMA
FUNCAO E DE SUA DERIVADA

1. Escreva uma funcao f(x) e determine seu dominio.

2. Determine a derivada dessa funcao.
3. Esboce o gréfico de f(x) e de /"(x) na mesma malha quadriculada.

flx)=
filx)=
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4. Na malha quadriculada a seguir, esboce novamente o grafico da funcéo f que vocé criou.
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Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Funcdes e suas Derivadas

Aluno: Curso: Data:

ATIVIDADE 4: CONSTRUGAO E INTERPRETAGAO DE GRAFICO DE UMA
FUNGAO E DE SUA DERIVADA

5. Na malha quadriculada, vocé tem o esboco do gréafico de uma funcéo que foi elaborado por
um de seus colegas.
5.1. Em quais pontos essa curva intercepta o eixo x? E o eixo y?

5.2. Em quais intervalos a curva é crescente? E decrescente?
5.3. Determine o dominio e a imagem dessa funcéo.

5.4. Qual é o grau de f(x)? E de sua derivada?

5.5. Construa o gréafico de /" no mesmo plano cartesiano.

Obrigada!l
Rieuse Lopes.



APENDICEE —Terceira atividade desenvolvida no laboratério de informatica.
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Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matematica / ICEB

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica
Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudo de Funcdes e suas Derivadas

Orientanda: Rieuse Lopes Pinto Orientador: Prof. Dr. Dale William Bean
ATIVIDADE 5: O quef ‘nos diz sobref

Definigdo de fungdo crescente

Uma funcdo fé chamada crescente em um intervalo | se
f(x, )< f(x,)sempre que x, <x, em |
Ela é denominada decrescente eml se

f(x)> f(x,)sempre que x, <x_em I

=

Abra 0 GeoGebra e crie 0 arquivo: a5_cal_si_nome_data.
Plote no GeoGebra uma funcao f que apresente intervalo(s) de crescimento e

decrescimento.

Obtenha o dominio e a imagem de f.

Determine algebricamente o(s) intervalo(s) onde f écrescente.

Determine algebricamente o(s) intervalo(s) onde f é decrescente.

Calcule algebricamente sua derivada.

Plote o gréfico de f” e em propriedades, mude sua cor para vermelho.

Em qual intervalo ou quais intervalos f” é crescente? E decrescente?

Para quais valores de x a derivada é negativa? Nesse caso, a fungéo f é crescente ou

decrescente? Por qué?

10. Para quais valores de x a derivada é positiva? Nesse caso, a funcéo f é crescente ou
decrescente? Por qué?

11. Qual é o valor da derivada quando a funcdo atinge um valor maximo ou minimo?

12. Escreva suas conclusdes, estabelecendo uma relagao entre uma fungéo e sua derivada.

N
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APENDICEF —Quarta atividade desenvolvida no laboratério de informatica.

s

Departamento de Matematicd
ATCEBIUFOP

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matematica / ICEB

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica

Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Fungdes e suas Derivadas
Orientanda: Rieuse Lopes Pinto Orientador: Prof. Dr. Dale William Bean

ATIVIDADE 6: O que f’ nos diz sobre f

1. Abra o GeoGebra e crie 0 arquivo: a6_cal_si_nome_data.
2. Elabore as seguintes funcdes:

2.1. Trigonométrica. t(x)=
2.2. Polinomial de grau 3. f(x)=
2.3. Polinomial de grau 4. p(x)=
2.4. Racionalr(x)=

2.5. Exponencial e(x)=
2.6. Logaritmica I(x)=

3. Determine o dominio e a imagem de cada um delas.
4. Determine algebricamente a derivada de cada funcéo que vocé elaborou.

t'(x)=
)=
p’ ()=
r’(x)=
e’(x)=

I'(x)=

5. Plote no GeoGebra as func@es e suas derivadas ( em vermelho), e observando o grafico de
cada fungéo e sua respectiva derivada, responda:

5.1. Em qual intervalo ou quais intervalos as fungfes sdo crescentes? E decrescentes?

5.2. Para quais valores de x a derivada é negativa? Nesse caso, a fungdo f € crescente ou
decrescente? Por qué?

5.3. Para quais valores de x a derivada é positiva? Nesse caso, a funcdo f é crescente ou
decrescente? Por qué?

5.4. Qual é o valor da derivada quando a funcéo atinge um valor maximo ou minimo?
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5.5. Escreva com suas palavras o que vocé entende por funcdo crescente e funcao decrescente.

5.6. De acordo com o tipo de fungbes que vocé elaborou, escreva suas conclusdes,
estabelecendo uma relacéo entre uma funcéo e sua derivada.

5.7. Suas conclusdes servem para qualquer tipo de funcao?
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APENDICEG —Quinta atividade desenvolvida no laboratério de informética.

s

Departamento de Matematicd
ATCEBIUFOP

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matematica / ICEB

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica

Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Fungdes e suas Derivadas
Orientanda: Rieuse Lopes Pinto Orientador: Prof. Dr. Dale William Bean

ATIVIDADE 7: O quef ‘nos diz sobref

Defini¢des:

Definicdo 1: Uma funcgdo ftem méaximo absoluto (ou méximo global) em c se
f(c) < f(x) paratodo x em D, onde D é o dominio de f. O numero f(c) é chamado

valor méximo de f em D. Analogamente, f tem um minimo absoluto em c se para
f (c) > f (x) paratodo x em D, e o nimero f(c) é denominado valor minimo de f em

D. Os valores maximo e minimo de f séo chamados valores extremos de f.

Definicdo 2: Uma funcdo f tem um méximo local (ou méaximo relativo) em c se
f(c)> f(x) quando x estiver nas proximidades de c.[Isso significa que

f (c) < f(x) para todo x em algum intervalo aberto contendo c]. Analogamente, f
tem um minimo local em c se f(c) < f (x) quando x estiver proximo de c.

Defini¢do 3: Um numero critico de uma fungdo f € um nimero ¢ no dominio de f onde
ou f”(c¢)=0 ou f’(c) ndo existe.

1. Abra o GeoGebra e crie 0 arquivo: a7_cal_si_nome_data.
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2. Plote no GeoGebra uma funcéo f que seja continua em [-4,4] e tenha mé&ximo absoluto em
-2 e minimo absoluto em 2.

Determine algebricamente a fungéo f e sua derivada.

Em vermelho, plote no GeoGebra f .

Obtenha o dominio e a imagem de fe de .

Qual é o valor da derivada quando a funcao atinge um valor maximo ou minimo? Por qué?
Sua func¢éo tem pontos criticos? Quais?

Escreva suas conclus@es estabelecendo uma relacdo entre uma funcéo e sua derivada.

. Verifique se as relacBes que vocé estabeleceu sdo validas para outros tipos de funcdes. Para
isso, vocé deve elaborar e plotar no GeoGebra as seguintes funcdes e suas respectivas
derivadas:

©oNe ko

9.1. Trigonométrica. t(x)= t'(x)=
9.2. Polinomial de grau 3. f(x)= f(x)=
9.3. Polinomial de grau 4. px)= p'(x)=
9.4. Racional r(x)= r'(x)=
9.5. Exponencial e(x)= e’(x)=
9.6. Logaritmica I(x)= ['(x)=

10. Suas conclusdes servem para qualquer tipo de funcao?
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APENDICEH —Sexta atividade desenvolvida no laboratério de informatica.

s

Depanamenlo de Matemat 4

Universidade Federal de Ouro Preto
Departamento de Matematica / ICEB

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica

Projeto de Pesquisa: Atividades Centradas no Estudode Funcdes e suas Derivadas
Orientanda: Rieuse Lopes Pinto Orientador: Prof. Dr. Dale William Bean

ATIVIDADE 8: O quef ”nos diz sobref

Definigdes:

Definicéo 1: Se o grafico de f estiver acima de todas as suas tangentes no intervalo I,
entdo ele é dito concavo para cima em |. Se o grafico de f estiver abaixo de todas as
suas tangentes em I, é dito cbncavo para baixo em |I.

Definicdo 2: Um ponto P na curva y=f(x) é chamado ponto de inflex&o se f é continua
no ponto e a curva mudar de cOncava para cima para concava para baixo ou vice-versa
em P.

1.
2.

©ooN ko

Abra 0 GeoGebra e crie 0 arquivo: a8_cal_si_nome_data.
Plote no GeoGebra uma funcéo f cujo esboco do grafico apresente concavidade para cima,

concavidade para baixo, e um ou mais pontos de inflexdo. Limite seu grafico em um
intervalo 1.

Determine algebricamente a funcéo f .

Determine algebricamente a funcdo .

Determine algebricamente a funcdo f .

Em vermelho, plote no GeoGebra f .

Em azul, plote no GeoGebra f .

Obtenha o dominio e aimagem de f ,de f’e de f”.

. Em qual (ou quais) intervalos a funcéo f apresenta concavidade para cima? E para baixo?

10. Determine o ponto de inflexao.

11. Quando £’ for positiva, f tem concavidade para cima ou para baixo?

12. E quando f*’ for negativa?

13. Estabeleca uma relagdo entre £ *’ e f que responda o que f’’ nos diz sobre f.



144

14. De acordo com o que foi explorado nessa atividade, escreva suas conclusoes,
estabelecendo uma relacdo entre uma funcdo, sua primeira derivada, e sua segunda
derivada.



