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RESUMO

Este trabalho apresenta alguns meétodos elaboramogminentes matematicos, como
Fermat, Barrow, Newton e Descartes, para a detag@dodo conceito de derivada, a partir
da reta tangente a uma curva em um dado ponto. j&ivab principal € favorecer a
compreensao deste conceito, utilizando a Educaele Histéria da Matematica. Para
tanto, foi construida uma sequéncia de ensinoagdia um grupo de 38 alunos dos cursos
de Matematica e Estatistica da Universidade Fed#galOuro Preto. Os resultados
estiveram de acordo com a opinido do pesquisadar fenal quando foi apresentado um
questionario de avaliacdo respondido pelos paatitgs, verificou-se que a maioria
apreciou o trabalho, reforcando a idéia de quemremte a intervencdo Histdrica na

Educacdo Matematica pode motivar e facilitar o aghizado.

PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Céalculo. Educacdo Matematica. Histéria da

Matematica. Ensino Superior.
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ABSTRACT

This paper presents methods created by eminentematitians such as Fermat, Barrow,
Newton and Descartes to the determination of tvatese of the tangent line of a curve
through a given point. The main objective is talfete the comprehension of the concept
which is currently presented in a more elaboratenmena than that of the mentioned
mathematicians. For that, a sequence of appliechiteg. was built with a group of 38
students of Mathematics and Statistics of the Usidade Federal Ouro Preto. The results
were supportive of the researcher opinion andeaetid, when an evaluation questionnaire
was presented to the participants, most of themstoappreciation for the work and
decided that a Historical intervention of the Matiatics Education can really motivate

and transform the learning process into an easier o

KEYWORDS: Teaching of Calculus — Mathematics Education +thelimatics History -
Higher Education.
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CAPITULO 1 - Introducéo

1.1 - Breve Historico

Neste item apresento um breve historico de minlgeréncia no ensino da
Matematica e a estrutura deste trabalho.

Iniciei minha carreira no magistério j& no periao que cursava a graduacgao
em Matematica. Sem muita orientacdo pedagoOgiqaetiee os procedimentos da
maioria dos meus professores.

As aulas seguiam sempre a mesma rotina: defineg@mplos, propriedades,
aplicacdes e atividades de fixacdo. As atividadt@sain também sua rotina propria.
Variavam gradativamente das mais elementares &saoaiplexas e, em cada etapa, eu
resolvia algumas como modelo e os alunos se egeaam de outras semelhantes.

As avaliacOes eram elaboradas com base nessakdasie qualquer solicitacao
gue exigisse alguma criatividade recebia crititdscé ndo ensinou isto!”.

Os alunos se preparavam para a prova e conseglecamcar nota suficiente
para a aprovacdo, mas, quando aquele mesmo corgedidolicitado mais adiante ou
no semestre seguinte, a maioria ndo se lembranadie esta situagéo parece que vem
piorando, hoje em dia os alunos nem sequer seraragsara a prova.

Existiam, no entanto, alguns poucos que consegdmntonta do trabalho, e
acabei percebendo que estes gostavam da Matengtida, que ela fosse ensinada da
maneira aqui descrita, afinal, eu também gostdirdha aprendido da mesma forma.

Acreditava que esse tipo de ensino ndo era praxxplicava algum contetdo
para poucos alunos que provavelmente aprenderi@smmsem a minha intervencao.
Os demais passariam a vida toda sem saber Matangticertamente, procurariam
profissdes que ndo envolvessem essa area do cormtgi

A falta de interesse e, consequentemente, a fadtamdtivacdo para o
aprendizado da Matemética eram problemas cuja &wldependia de fatores que eu
nado podia controlar. Mesmo assim procurei mininkiza- pensando da seguinte
maneira: “se varios professores procurarem, denagtorma, motivar um numero
maior de alunos, vamos aumentar o contingente tEjugie poderdo incorporar a
Matemética a sua formagéo geral”.

Esta busca continua e percebo que vai continuargegsto da minha vida, mas

a minha postura mudou.
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Passei a analisar melhor os livros didaticos gize adotar, preocupando-me
mais com 0s aspectos pedagdgicos, e tomei conh&cirde que um grande grupo de
professores tinha preocupacgdes semelhantes. Prect@é® o curso de Especializacdo
em Educacdo Matematica da Universidade Federalde Rreto.

No decorrer do curso, percebi que grande partalttade motivacdo dos alunos
vinha do fato de eles ndo conhecerem os conceiteslvdos. Eu também tinha
dificuldades nesses conceitos matematicos, poigreaeupava mais com 0s modelos e
exemplos, e acabava mecanizando as solucdes sendgaiio o que estava fazendo.

Um desses conceitos era o de derivada. Eu sabiegaas de derivacao,
memorizava a tabela das derivadas elementares segua derivar funcdes
complicadissimas; mas ndo tinha condi¢des de netianpos resultados encontrados.

Aprendi na Graduacdo que a operacao de Integragde iaversa da Derivacao
e, entdo, da mesma forma mecéanica, passei a infagges, novamente sem entender
0 que realmente estava fazendo.

Veio entdo meu interesse em estudar detalhadanesses conceitos e me
propus a elaborar um trabalho sobre o Ensino dau@alDiferencial e Integral.
Comecei a fazé-lo no curso de Especializacdo, e fog aconselhado pelo meu
orientador a escolher apenas um tema, ou sejabarado de um conceito, que uma
vez estudado, poderia se estender para uma dggseda mestrado.

Escolhi a derivada e escrevi este trabalho, comtwtd de apresentar a minha
contribuicéo para a facilitacdo do aprendizadoedeshceito em novas pesquisas.

O Calculo pode ser apresentado aos alunos de foarsaeficiente e prazerosa,
nao sO destacando os seus conceitos com o degoip mas também analisando as
perspectivas histéricas em que estas idéias apanecpara que figuem mais claras as
aplicacdes que provenieram destes conceitos.

Para compreender esses conceitos é importante acandeas razdes historicas.
Um exemplo disso é a idéia de derivada, que aparmecéo antes (século XVII) que a
de limite (século. XVIII) e, no entanto, hoje deéfitos a derivada a partir do conceito de

limites.

A derivada foi inventada no século XVII, atravésvdeios problemas
particulares, que eram resolvidos um a um, separata, até que,
pelo final do século, foi-se percebendo que hawialemento comum
em todos eles. Durante todo esse século, e em dnta& gio século
seguinte, ndo havia o conceito de limite. Newtofavia em

guantidades evanescentes, ora tratadas como nd&spreziveis, ora
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tratadas como inferiores a qualquer quantidadetipasileibniz
(1646-1716) fazia algo parecido, com nhotacdo maisopiada.
D’Alembert (1717-1783) foi o primeiro a interpre&derivada como
limite, isto 1& pelos meados do século XVIII, quares métodos do
Céalculo ja estavam bem desenvolvidos, gracas dog;es de varios
sabios, dentre os quais se destacam Jacques Bie(hés# — 1705),
Jean Bernoulli (1667 — 1748), Daniel Bernoulli (R701782) e Euler
(1707 — 1783). Limite mesmo, numa teoria bem agtad e Gtil ao
desenvolvimento da Analise Matematica, isso s@dontecer a partir
de 1815. (AVILA, 2007, p.171)

A Matematica é ensinada de acordo com uma sequéngiaa, adaptada ao
rigor da ocasido (nem sempre este rigor € 0 meammzdida que o desenvolvimento da
Matematica acontece, o rigor vai se tornando miaisoeado). No entanto, as idéias
Matematicas ndo apareceram no transcorrer da Higédfarrumadas” nesta estrutura
Légica, varios estudiosos apresentaram resultados posteriormente foram

organizados.

Deve-se a Cauchy (1789 — 1857) grande parte dadadpem do
célculo apresentado nos atuais textos universtaricomo o0s
conceitos bésicos de limite e continuidade. (EVE®4, p. 531)

N&o seria melhor apresentarmos inicialmente o c¢mnogentro de uma
abordagem histérica para depois justifica-lo peilgorr mostrando que foram
necessarios mais de cem anos para que isso realacemtecesse?

Com a perspectiva adotada nesta pesquisa, umgpratiggdo geométrica
adequada do conceito de derivada vai proporciamafumo de Célculo, uma visdo mais
abrangente sobre esse assunto, bem como podelid-Buxio entendimento de outros
temas.

Estas sdo as questdes que motivaram o desenvoteirdesta pesquisa sobre o
ensino do conceito de derivada dentro de uma patirgpdistorica.

No proximo item, faco algumas apreciacbes sobrensine do Calculo
Diferencial e Integral, com base em minha exper@nomo aluno dessa disciplina e,

posteriormente, como professor.

1.2 - Um pouco sobre o ensino de Calculo
O Calculo Diferencial e Integral, em geral, € amgira disciplina com
caracteristicas de Matematica Superior que o atltnom curso da area de Ciéncias

Exatas encontra ao entrar para a Universidade.
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Por estar acostumado a estudar a Matematica a gartmodelos”, ele comeca
a estranhar o fato de precisar compreender detadosnsignificados bastante abstratos,
tais como os conceitos de Func¢do, Limite, Contexédetc., para entdo utiliza-los na
compreensao das derivadas e integrais.

O Ensino da Matematica passa muito bruscamentasjmesctos intuitivos, com
0s quais o aluno estava largamente acostumadocpasaleracdes tedricas e abstratas,
0 que justifica a dificuldade em se compreendeceos.

No Brasil, 0 ensino do Calculo tem sido respongadub por um
grande nuamero de reprovacbes e de evasbGes de rdetuda
universitarios. E comum em nossas universidadesclamac&o, por
parte dos alunos ou por parte dos professores ttasoéreas, da
inexisténcia de esforcos para tornar o Calculoréstante ou Util.
(MEYER e SOUZA JUNIOR, 2002, p.121).

O processo de ensino e aprendizagem do Céalculometivado estudos por
parte de varios tedricos da Educacdo Matematiceemativa de diminuir o expressivo
namero de reprovacdes nessa disciplina, em quakses tas Instituicbes de Ensino
Superior.

Ainda que existam varios motivos para essas repd®& as principais
pesquisas apontam para o tratamento dado aos tmsneeivolvidos e para a pratica
pedagogica dos professores que ministram essesiciost

Mendes (1994), estudando problemas de aprendizagemCalculo na
Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFR#istaca as causas dos

insucessos que, segundo esse autor, podem seiidisb

- Ao aluno, porque ndo possuia a base necessama pa
acompanhamento da disciplina de Célculo;

- A falta de recursos na universidade, principal@mematerial

bibliografico e espaco fisico, contribuindo partbanacéo de turmas
numerosas e heterogéneas;

- Ao desempenho dos professores, isto é, a falt@odepeténcia
técnico-pedagodgica para desenvolver suas atividdelesordo com a
realidade que se apresenta. (MENDES, 1994, p. 7)

Outro destaque interessante vem de Meyer (20031)pque também traz uma
consideragdo importante ao retratar o tratamento daelo aluno aos conceitos
abstratos do Célculo. Segundo essa autora, os aestsd apresentam muitas
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dificuldades para compreender os conceitos abstrdéo taxa de variacdo, limite,
tangente e funcoes.

Cabe ainda outro destaque apontado por Meyer (20Q238,). A facilidade que
0s estudantes normalmente demonstram com o0 asfagtwitmico” do célculo da
derivada. Segundo a autora, os calculos de derigadncdes usando as regras de
derivacdo sdo facilmente assimilados pelos alurguse costumam aplica-los
corretamente. Isso acontece, talvez, pelo fatosdaseaplicacdes aproximarem-se da
forma com que o aluno aprendeu Matematica duraliesino Fundamental e Médio,
baseada em regras de memorizacéo de conceitos.

Percebemos, em nossa experiéncia inicialmenterdse depois docente, que o
conceito de derivada é trabalhado em sala de seha,muito rigor. Mesmo a definicdo
gue envolve o “limite do quociente”, muitas vezesieixada de lado, para em seguida
serem apresentadas as regras de derivacdo, orastesdas precariamente, a partir da

defini¢cdo, ora apenas relacionadas por uma tabela.

Tenho observado que muitos de nossos alunos, apg8srem a
disciplina de Calculo I, sédo capazes de deternanfancdo derivada
de diversas fungbes, utilizando-se de regras e eghoentos
algébricos, ou mesmo, de reproduzir a definicamébide derivada de
uma funcdo. Mas, frequentemente, produzem sigdificgpara este
conceito que ndo sdo compartilhados pela comunidedematica e,
portanto, ndo correspondendo aos significados rmiietes pelo
sistema educacional. (MEYER, 2003, p. 4)

Corroborando com as idéias de Meyer (2003) de qudumos sabem calcular a
derivada mas néo produzem significados corretosotaeito de derivada, propomos
neste trabalho contribuir para um melhor entendimetesse conceito, inserindo
aspectos histdricos e métodos antigos, usadosgp@miinados matematicos do século
XVII. A seguir abordaremos um pouco das aplicagigsse conceito de derivada.

1.3. Um pouco de historia das aplicagbes do Calculo

No Ensino Superior, podemos destacar as variasagpks do conceito de
derivada como taxa de variacdo. Segundo Dal'nd26€0) diversas areas do
conhecimento utilizam a derivada como ferramentea pasolver fenbmenos que

envolvam taxa de variagao:
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Pode-se citar, por exemplo, a Biologia, em querivalta se aplica na
pesquisa da taxa de crescimento de bactérias decutaa; na
Eletricidade, para descrever a variacdo da correot@ circuito
elétrico; na Economia, para estudar a receita, sioce o lucro
marginal. Na Fisica, o conceito de derivada estésgmte em
problemas que necessitam definir velocidade e @ggle de uma
particula que se move ao longo de uma curva: agpamefere-se a
medida de variacdo da distancia percorrida emaelag tempo, e a
segunda refere-se a medida de variacdo da velecidad
(DALL'NESSE, 2000, p. 12)

Sobre as aplica¢des do Célculo, Bos & Baron (188#lam que as técnicas do
Calculo foram elaboradas para resolver problemasdolo XVII e século XVIII, e que
a maioria desses problemas ndo era especificanatenatematica pura, mas
envolviam aspectos da teoria mecanica com muitapleomdade. Esses problemas

serviram para o desenvolvimento tanto da teorigAmiea quanto da analise.

A lista de problemas aos quais o calculo pode gliraglo estendeu-
se muito mais. Problemas de navegacao, por exemgiiogpularam

estudos analiticos em astronomia para forneceramedhtdbuas de
navegacdo, estimulando também estudos sobre méjmatas se

determinar 0 curso mais vantajoso para um navio celatdo ao

vento e a corrente. Estudos hidrodindmicos foraspiiados pelos

problemas do movimento da 4gua em rios e canaisorstrucéo

naval sugeriu questdes de estabilidade de corptsfites e sobre a
forma de navio que encontraria a menor resistéawimover-se pela
agua. Em Optica, os efeitos de refragéo e refleréitentes e espelhos
curvos puderam ser estudados por meio do calcudotilharia pedia

estudo das trajetdrias de projéteis através do @&ieo resistente.
Em resumo, havia uma grande variedade de probleteade os mais
tedricos até os mais praticos, entre os quaisdeiam alguns cuja

solucdo teve resultados praticos (como as tabelaards para a
navegacao), e também alguns cujo tratamento peoceanetalmente

académico, ndo trazendo nenhuma contribuicdo @ntagédo (pelo

menos, durante muito tempo) para a parte praticade surgiam tais

problemas (por exemplo, a corda vibrante). (B@B51p. 37-38)

A Historia da Matematica neste trabalho sera atié preferencialmente para
favorecer o aprendizado, no entanto, ndo é posdémehr de lado algumas aplicacoes
dos conceitos estudados, uma vez, que elas nastificam o estudo, como também
facilitam a aquisicéo do conceito.

Faremos agora uma breve apresentacdo deste trajoatamente com sua
estrutura.
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1.4—Apresentando a pesquisa

Apresentamos agora o0s principios basicos nortesdeste trabalho.

1.4.1- Questao de investigacao

Como o conceito de derivada pode ser exploradaota ga uso

da Historia da Matematica na disciplina de Cal@iferencial e Integral?

1.4.2 — Objetivos e hipo6tese de trabalho

- Contribuir para a discusséo sobre o ensino deu@aDiferencial e Integral, a partir de

seus fundamentos epistemologicos relacionadosraxeito de derivadas;

- Apresentar uma proposta de ensino que permitéomxpo conceito de derivadas,

dentro de uma perspectiva historica.

Baseamos nossa pesquisa na seguinte hipotesbdhnr:

Embora as modernas tendéncias em Educacdo Matenodigntem o uso da
Histéria da Matematica no Ensino de Matematicagditamos que isso nao esteja
sendo feito de fato, tanto em alguns livros didétiqquanto pelos professores em sala
de aula.

Como a utilizacdo da Histéria da Matematica paolgrdouir para o Ensino de

Matematica?

1.4.3 — Metodologia de pesquisaPesquisa Tedrico-bibliografica sobre Historia da

Matematica, Historia do Calculo e Ensino de Calculo

1.4.4 — A pesquisa de campe Pesquisa de Campo com alunos dos cursos de
Licenciatura em Matematica e Bacharelado em Estatisla UFOP, a partir da
elaboracao e aplicacdo de uma sequéncia de atddsmbeada em métodos historicos,
determinados por matematicos do século XVII, maecipamente, Fermat, Barrow,

Newton e Descartes.
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Posteriormente solicitamos aos participantes gespandessem a um
guestionario que destacava a sua opinido sobrédada do processo. Em outro local
deste trabalho (capitulo 4) analisaremos as rempoapresentadas no referido

questionario.

1.4.5 — Estrutura

Nosso trabalho esté estruturado da seguinte naaneir

o Capitulol: apresento um breve histérico e um podaometodologia deste
trabalho;

e Capitulo 2: fazemos um levantamento historico domceitos de Calculo,
especificamente sobre derivadas, mostramos os ogtodtoricos de alguns
matematicos do século XVIlI e apresentamos o candeireta tangente;

» Capitulo 3: relatamos a metodologia de pesquisgustificativa sobre o uso da
Historia da Matematica na Educagdo Matematica;

» Capitulo 4: apresentamos a sequencia de ensimalisaanos os dados.

» Capitulo 5: apresentamos as consideracdes finais.

Dentro dessa perspectiva, acreditamos que o edsiramnceito de derivada, a
partir de uma visao historica, pode contribuir pa@ocesso de ensino e aprendizagem,
tornando-o mais prazeroso para os alunos e resdalta desenvolvimento dos

conceitos matematicos.
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CAPITULO 2 — A determinacéo da tangente a uma curvaualquer

Neste capitulo abordaremos o conceito de reta mémge fazemos um

levantamento histérico do conceito de derivada.

2.1 - Uma breve incurséo pela Historia do Calculo

O Célculo foi moldado no século XVII, com as
figuras de Newton e Leibniz. (Dirk Struik)

A palavra “célculo” é o diminutivo de calx, doifat que significa “pedra”.
Mas, qual é a relacdo dessa palavra com a Matafiafiera que o Calculo pode ser
considerado uma pedra no ensino da Matematica?

A semente do Calculo Integral ja existia na matera&yrega, principalmente
nos trabalhos de Eudéxie Arquimede$

Deve-se a Eudoxio a criacdo de uma teoria dasopydes que constitui a base
do livro V dos elementos de Euclides e também nddmentos do chamadtétodo de
Exaustag largamente utilizado por Arquimedes e que repitasa primeira semente do
Célculo Integral.

O trabalho de Eudoxio sobre a teoria das propsrgii certa forma, explicou a
grande davida dos Pitagéricos quanto a existérasandmeros irracionais.

Tao ou mais importante que sua Teoria das Prop®r¢oe o
tratamento dado por Eudoxio ao chamaddétodo da Exaustédo
Naquela época, os gebmetras gregos ja haviam torgdo que
imaginar o circulo como sendo o limite ao qual eentha familia de
poligonos inscritos (ou circunscritos), cujo numdeolados tende ao
infinito, era o caminho para a determinacdo da arel perimetro
daquela figura delimitada por uma linha curva. daijectura ja teria
sido levantada por Briso, um jovem aluno de Pitag@, certamente,
o foi pelo filésofo Antifon (circa de 430 a. C)prdemporaneo e
amigo de Sécrates. Dizia-se, entdo, que, inscrewsadum poligono
em um circulo, ficaria caracterizada uma diferesigiie as areas das
duas figuras e que tal diferenga poderia ser siwa@ssnte diminuida,
a medida que o numero de lados do poligono fosmosaumentado.

! Eudéxio viveu no século IV a.C. Parece que seugrranmestre foi Arquitas de Tarentom neo-
pitagorico. Posteriormente estudou em Atenas, red@mia de Platdo. Exerceu a Medicina por algum
tempo em Atenas e depois viajou para o Egito. Niéavestabeleceu-se em Cizico na Asia Menor.
(BOYER, 1974, p. 66)

2 Arquimedeq287 a.C — 212 a.C) nasceu em Siracusa e permanestucidade durante toda a sua vida,
s6 se ausentando por um pequeno periodo quanddoesam Alexandria. E considerado o maior
matematico e fisico de toda a Antiguidade. (BOYE®4, p. 89)
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Mas era preciso prova-lo. Para tanto, Eudoxio detnon, com base
em seu postulado (a prova encontra-se na proposigdp dos
elementos de Euclides), qu#adas duas grandezas da mesma
espécie, A eg, sendo g tdo pequeno quanto quisermos, se
subtrairmos de A uma quantidade nao inferior a suametade, do
resto outra quantidade nao inferior & metade deste assim por
diante, chegar-se-a, finalmente, a um resto menorodque &.
(GARBI, 2006, p.46, grifo do autor.)

Foi com base nesse método que Eudoxio determinéarea do circulo e o

perimetro da circunferéncia considerando uma fard#éi poligonos inscritos ao mesmo.

Esse processo de reduzir tanto quanto quisermdgeaencgas entre
um comprimento, uma area ou um volurdesconhecidose,
respectivamente, familias de comprimentos, areasvokimes
conhecidosrecebeu o nome dblétodo da Exaustdo O circulo
(perimetro e area) é exaurido por uma familia dey@aos, o volume
do cilindro o € pelos volumes de uma familia derpas, o do cone o
€ pelos de uma familia de piramides, etc. (GARBD& p.47, grifo
do autor.)

A contribuicdo de Arquimedes ao Calculo Integetalse ao uso habilidoso que
fez doMétodo da Exaustgaom o qual calculou pela primeira vez areas armros
de algumas figuras cujos lados séo curvas.

Os conceitos de derivada e diferencial, obviameanmde, estavam presentes na
Grécia. Na primeira metade do séeculo XVII, doisnges matematicos franceses,
Fermat e Descarté's criaram a Geometria Analitica. Inicialmente e¥® usaram os
eixos coordenados como hoje sdo conhecidos, masidesia jA estava presente, de
forma implicita, na obra de Apolénio.

Uma aplicacdo pratica da Geometria Analitica amare® urbanismo,
principalmente no planejamento de vérias cidadegay e romanas, has quais as ruas
obedecem uma distribuicdo quadriculada. O planAlebeandria, por exemplo, obra do
arquiteto grego Dinocratesse desenvolvido a paetidois eixos monumentais, com as

ruas dispostas perpendicularmente a eles, comoosge fum grande tabuleiro

% pierre de Fermat (1601-1665) viveu e estudou emloliea, onde exerceu o cargo de Juiz. E
considerado o maior dos mateméticos amadores. Fanoso o seu teorema que por mais de 300 anos
desafiou grandes matematicos posteriores a else@sestudos em Geometria ofereceram elementos ndo
sO para a criagcdo da Geometria Analitica, como éampara o Calculo Diferencial e Integral. (BOYER,
1974, p. 253)

* René Descartes (1596-1650) durante sua vida exerédas atividades, inclusive como soldado
mercenario do exército holandés, mas sua verdadeitacdo era para a Filosofia e a Matematica.
Juntamente com Fermat contribuiu para o surgimdat@eometria Analitica e do Calculo. (BOYER,

1974, p. 245)
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quadriculado. Provavelmente uma das principais queacdes ao criar a Geometria
Analitica era a de utilizar a Algebra, que davasgmimeiros passos com o trabalho dos
matematicos do Renascimento, aplicando-a a proklgeamétricos.

O desenvolvimento da imprensa com a utilizacdo igest moveis por
Gutemberg, a partir de 1447 (data do 1° livro irepo@, permitiu a divulgacdo de
muitas obras da Matematica da Antiguidade e um nuigi@ande de pessoas, em Varios
paises, comecgou a se interessar pelo assunto.

N&o havia ainda organizacbes de matematicos poofas, mas comecaram a
surgir grupos de estudiosos que apresentavam sebferpas para que 0S outros
membros pudessem colaborar nas solugdes.

Na Franca, formou-se um grupo ao qual pertenciaomdétee Descartes e que
contava também com a participacdo de um frade ahanMarin Mersenne Foi
praticamente pelos trabalhos dos membros desse gugpapareceram as idéias basicas
do que hoje se conhece como Geometria Analitica.

Com essa nova ferramenta, esses dois grandes niatmsn&omo também
outros que pertenciam ao grupo de Mersene pudeerara&om sucesso problemas que
ainda estavam em aberto. Dentre essas questdmesrash determinacédo da tangente a
uma curva qualquer e o calculo de maximos e mingeasurvas polinomiais.

Fermat resolveu este ultimo de forma muito elegdraea compreendé-lo, tome
como exemplo, a curva dada pela equaca@x’ -5x + 4x — 7.

Sex é um ponto da curva, um ponto vizinhoxdem abscissax + E, logo, a
ordenada correspondente é:

yi=2 (X +EF-5(x+Ef+4(x+E)-7

Como o ponto € de maximo ou de minim&e muito pequeno, podemos

considerar y=y, conforme justifica Eves (2004).

Kepler observou que os incrementos de uma funcé@ioanese
infinitesimais nas vizinhancas de um ponto de méxam de minimo
comum. Fermat transformou esse fato hum processodaerminar
esses pontos de maximo ou de minimo. Esse métodlc@asiderado
aqui em poucas linhas. Se f(x) tem um maximo oumimimo comum
em X e see € muito pequeno, entdo o valor de ép¢ quase igual ao

® Mersenne (1588-1648) nao foi um matematico de g=madacbes, mas é muito importante o seu papel
de “despachante” de correspondéncia. Muito ligadeeanat e Descartes, ele ndo s6 levava a um os
resultados do outro, como também divulgava seusdesta toda uma comunidade de matematicos
europeus. (BOYER, 1974, p. 245)



22

de f(x). Portanto, pode-se experimentar fazeref(x f(x) e, para
tornar essa igualdade correta, impor guassuma o valor zero. As
raizes da equacdao resultante dardo, entdo, ogsalerx para os quais
f(x) assume um méximo ou um minimo. (EVES, 2004.29)

Assim, temos2(x + Ef -5(x + Ef+ 4(x + E) = 7 = 2% - 5X + 4x — 7

:>/2>/<3 + 6XE + 6xE +2E° -5¢ -10XE — 5E + 4x + 4E /25%74 4y+7/=0

—>6XE + 6xE° +2E° -10xE — 5B + 4E
—=>(6X -10x +4) E + (6x — 5)E+2E*= 0 Dividindo tudo por E, temos

=>(6X¢ -10x +4) + (6x — 5)E +2E=0 Como E— O, vem:

—=6X -10x +4 = 0=> 3¢ -5x + 2 = 0= x, =1; xzzé.

Que sao os valores encontrados quando fazemosiaaf®eda funcdo igual a
zero.

De fato, de acordo com as técnicas modernas,

y = 2¢ -5X+4x-7 =y’ = 6x° -10x + 4.

6X -10x +4 = 0 — "
X2:

wWIinN -

Por essa utilizagdo Laplace considera Fermat dari@do Calculo Diferencial.

Os meétodos para estudar retas tangentes que lewaraionceito moderno de
derivada, tanto em Descartes como em Fermat estédwaseados na idéia de
“infinitamente pequeno”.

Alguns matematicos consideravam que uma curvargafta de segmentos de
reta, infinitamente pequenos, e sustentavam gatdangente a um ponto € a extensao
de um desses segmentos. Outros afirmavam queaastagigentes sdo as que passam
por dois pontos infinitamente proximos na curva.

Os calculos algébricos baseados nessas idéiatverarn infinitesimais, isto é,

quantidades que sao infinitamente pequenas, masyuds.
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Dentre as varias criticas aos “novos meétodos’gidas no século XVII,
destacam-se as do bispo e fildsofo George BerK@85 — 1753), registradas no seu
livro “O Analista” de 1734 que tem um subtitulo taete longo e explativo:

Um discurso dirigido a um matematico infiebnde se examina se o
objeto, principios e inferéncias da Analise Modesda concebidos
mais claramente ou sdo deduzidos com maior evidéque os
mistérios e pontos da fé da religido. Primeiro ttigaaca de teu olho; e
entdo veras claramente para tirar o argueiro do dth teu irméo.
(BERKELEY apud BOYER, 1974 p. 316)

Berkeley ndo negava a teoria dos flux6es de Newtem, os resultados obtidos
empregando tais técnicas, mas tinha criticas astandamentadas. Ele dizia que os
matematicos primeiro assumem que sado dados inctesn&s variaveis e depois retiram

esses incrementos supondo que sejam nulos.

E o que sédo esses fluxdes? As velocidades de inntem
evanescentes. E 0 que sdo esses incrementos eraresdNao sao
nem quantidades finitas, nem infinitas, nem nad& Hoderiamos
chama-las de fantasmas de quantidades que se rerpira
(BERKELEY apud BOYER — 1974 p.316)

O uso dos infinitesimais foi desenvolvido atépeeracdo geral conhecida hoje
como derivacdo, na Inglaterra, por Newtorpor volta de 1660 e, de modo
independente, na Alemanha, por Leinem 1670.

Os trabalhos de Newton s6 foram publicados deg®is670, enquanto Leibniz

publicou os seus de imediato, fatos que contribujpara a polémica que se criou sobre

® O “matematico infiel” era um grande amigo de NaewtBdmund Halley (o que deu nome ao cometa).
Halley como livre pensador que era, havia convenaid individuo da ndo existéncia de Deus, e p@ ess
razéo Berkeley ndo péde administrar a ele os satrtas na hora da morte. (BOYER, 1974, p. 316)

" |saac Newton (1645 — 1727) estudou e depois fofepsor na Universidade de Cambridge. E

considerado um dos maiores génios de todos os temdidém de ser um dos criadores do Calculo

Diferencial e Integral tem trabalhos relevantes @nros campos da Matematica e também da Fisica.
(BOYER, 1974, p. 287)

8Gottfried Leibniz (1646 — 1716) aos 12 anos, ja awve 0 grego e o latim, além de todos os
conhecimentos correntes da época em MatematicdogiapFilosofia e Direito. Quando, por sua pouca
idade, a Universidade Leipzig, cidade onde naslteunegou o titulo de Doutor, ele mudou-se para
Nuremberg e ai escreveu um brilhante trabalho sokeasino das leis pelo método histérico. Dai em
diante seguiu a carreidiplomatica, atividade que Ihe proporcionou tempoapescrever uma quantidade

imensa de artigos sobre os mais variados assuntgBOYER, 1974, p. 292-293)
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o verdadeiro criador do Calculo. Parece que osloidlsantes matematicos chegaram a
esses resultados de forma independente.

No que diz respeito as notacbes adotadas, Leibwezmais éxito que Newton,
por essa razdo seus trabalhos foram mais lidosngreendidos e, a partir dai, varios

matematicos conseguiram resolver problemas quecsmiavam em aberto até entéo.

2.2 — O conceito de tangente

A reta tangente a circunferéncia aparece em Eugliohis precisamente no
livro Ill, na definicdo 2:*Uma reta que, tocando o circulo e sendo prolongani@o o
corta, é dita ser tangente ao circul@ICUDO, 2009, p.151)

Essa definicdo certamente ndo serve para a defimiedreta tangente a uma
curva qualquer, neste caso, ndo se pode dizer targante é uma reta que encontra a
curva em um unico ponto.

Observe, na figura 1, uma reta r que encontraxaaurm Unico ponto, mas nao
é tangente a ela. Ja na figura 2, observe quea tcontra a curva em varios pontos,

sendo tangente no ponto P.

Figura 1

Figura 2
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Tudo leva a crer que os gregos ndo conheciam nuutaas. Euclides estudou a
circunferéncia. Mais tarde Apolonio trabalhou commcdnicas e Arquimedes com a
espiral que leva seu nome.

Podemos considerar Arquimedes como o0 matematice aomativo de toda a
Antiguidade e um dos maiores de todos os tempos,quam recebeu o titulo de “O
grande gedmetra” foi Apol6nio, uma vez que elere®q@ipou com os problemas mais
complexos.

Muitas das obras de Apolénio ndo chegaram atéDedre as que se perderam,
existe uma que se chamava “Tangéncias.” Papuspsmadis importantes matematicos
posteriores a Apoldnio, comentou a obra dizendoajaese compunha de dois livros e
tratava basicamente do seguinte problema: “Dadsss doisas, cada uma das quais
podendo ser um ponto, uma reta ou uma circunfegtraicar uma circunferéncia que
seja tangente as trés coisas”. Sabe-se também ppléndo sabia tracar a tangente a
gualguer cbnica, mas néo existe referéncia de dgietemha determinado algum
processo para tragar a tangente a uma curva qualque

Arquimedes, no seu trabalho “Sobre Espirais”, fagstudo de uma curva que
ficou conhecida como Espiral de Arquimedes. Umamtapriedades que ele estudou
foi a construcdo da tangente por um ponto dadaunsagce é provavel que esta tenha
sido a primeira vez que se determinou a tangentama curva diferente da
circunferéncia e das conicas.

No século XVII, mais precisamente no periodo qeegde a criacdo do Calculo
Diferencial e Integral, a sociedade estava envalddm novos problemas, que iriam
acarretar mudancas na filosofia das ciéncias. epio dessas modificagbes foi
Galileu, que mudou os paradigmas até entdo vakdadotou novas posturas para a
ciéncia. A geometria ndo ficou alheia a essas noagiies. De uma ciéncia com
caracteristicas estaticas trazidas da Grécia, passer uma ciéncia dinamica como o
mundo da época. De fato, enquanto para Apolbniqgadbola era uma curva
determinada pela seccdo de um cone por um plama,@alileu, ela representava a
trajetéria de um projétil disparado por um canl@le. percebeu ainda que havia um
movimento no sentido horizontal, outro no sentiddieval, e que a direcao final seguia
a orientacdo da reta tangente a parabola, em cexa. p

Outros problemas tinham modelos diferentes e lewaaabutras curvas, mas o

principio era o mesmo, dado pelo paralelogramofoigss, dai a necessidade de se
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saber calcular a tangente a cada curva, 0 que d@wvemum processo geral para esse
calculo, em qualquer circunstancia.
Os grandes matematicos da época atacaram o probéenas solucdes

comecaram a aparecer. Dentre eles, destacamostieDeacartes.

2.3 - Apresentando os diversos métodos para a det@nacao da tangente

Com o advento da Geometria Analitica, os matem&atilzoprimeira metade do
século XVII dispuseram de novas técnicas para deber solucbes de varios
problemas, ainda em aberto.

Dois desses problemas eram:

1) Quadraturas de figuras curvas;

2) Determinacao de tangentes a curvas genéricas.

Os problemas do tipo 1 acabaram levando ao Calotdgral, e, os do tipo 2, ao
Célculo Diferencial.

Neste trabalho abordamos apenas os problemasad®. tip

Mostraremos nas proximas secdes 0os métodos pamrnieicao de tangente a uma

curva de Fermat, Barrow e Descartes.

2.3.1 - Método de Fermat

Fermat era um advogado de profissdo e exercia gddude magistrado na
cidade de Toulouse. A Matematica para ele era usteacfio das horas de lazer, por
esse motivo ele ndo publicava seus resultados,aapansua correspondéncia com
Mersenne permite que se conheca parte da sua gmduc

A obra completa de Fermat tornou-se publica pasteente por iniciativa de
seu filho Clement:... a técnica de construir tangentes foi desenidal\por meu pai em 1629
e a simplicidade é a sua principal caracteristiCc{ CLEMENT SAMUEL apud RICIERI, 1993, p.
56 ).

O processo de construgdo de tangentes utilizadé-@onat é realmente muito
simples e bem analogo ao que hoje conhecemosizanids no Calculo Diferencial e

Integral.

Fermat também descobriu um procedimento geral geterminar a
tangente por um ponto de uma curva cuja equacdesizara € dada.
Sua idéia consistia em achasuabtangenteelativa a esse ponto, isto
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€, 0 segmento de reta cujas extremidades sdo ecfoofo ponto de
tangéncia sobre o eixo x e a interseccdo da tamgemh esse eixo.
(EVES, 2004, p. 430)

Em notagdo moderna, seja Txg, (o) um ponto genérico da curva pelo qual se

pretende passar uma tangeitelNa figura 3 abaixo, observa-se dqger = % . Se

y = f (X) for a equagdo da curva e se denotarmtsibtangente” M5 por b, teremos
tga = %“] A idéia de Fermat consiste em achar

Seja, T' = & + E, f(xo + E)) outro ponto desta curva com T' muito proximo de
T (Fermat dizia que o E deveria ser “sabiamenteliesio”). Entdo, devido a

proximidade de T e T, Fermat considerava o pontdambém pertencente a reta

tangente e entdo haveésamelhanca’entre os triangulos TMS e T'MS'.

Y
o
>
o
+
m

/ Figura 3
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De modo que :

TS _T'S  f(x)_ f(4+E) )
Ms MS T b brE OB TR)=DI00E)

=blF(x,) + E f(x,)=bF(x, + E)
= E[F (%) =bff(%+E)-f(x))=b=

Ef(x)
f(X+E) = ()

Filx n]

Levando a expressao encontrada para a subtanbemm tga = _—

encontramogg a = f—"x”J’EE}_f (o)
Fermat ndo tinha o conceito de limite, mas, acerdigue E deveria ser
“sabiamente escolhido”, ele queria dizer que E daviender a zero. Em notagéo

moderna e precisa,
f(x, + E) = f(X,) .

tga = IE|rro1
Essa expressao equivale, como sabemos, a deded( no ponto T (¥ Vo).
N&do se sabe se a técnica de Fetrnhegou a Inglaterra e se BarrSwomou

conhecimento dela através de algum mateméaticohda Mas Barrow publicou, em

1670, um processo bastante semelhante ao de Fermat.
2.3.2. Método de Barrow

A citacdo a seguir traz um resumo do metodo deoBar

Entdo Barrow prossegue explicando um método deetdeg que é
virtualmente idéntico ao usado no célculo diferahcE muito
semelhante ao de Fermat, mas usa duas quantidatevez da letra

E Unica de Fermat — quantidades que equivalem aogmusiix e

Av. Barrow explica sua regra para tangentes essamaiéd do modo
seguinte. SeM é um ponto sobre uma curva dada (em notacdo
moderna) por uma equacao polinonf{aly) = O e seT é o ponto de
interseccdo da tangente desejddid com o eixox, entdo Barrow

9 . . . .
Fermat ndo costumava publicar seus resultadosiraf@esmente os passavMarseneque cuidava

da sua divulgacéo entre outros matematicos queémnmbantinham correspondéncia com ele. (BOYER,
1974, p. 259)

19|saac Barrow (1630 — 1677) era pastor luteranmfegsor de Matematica em Cambridge. Newton foi
seu aluno, colaborou com ele em diversas obrastenqmrmente o sucedeu na Universidade. (BOYER,
1974, p. 284)
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marcava um-“arco infinitamente pequeno MN da curva'Entdo
tracava as ordenadd e N e porM uma retaVR paralela ao eixa
(figura 4). Ent&o, designando pora ordenada conhecida em M, por
a subtangente desejal®& e pora e e os lados vertical e horizontal do
triangulo MRN, Barrow observava que a razdoalparae € igual a
razdo dem parat. Como diriamos agora, a razdo al@arae, para
pontos infinitamente vizinhos, € a inclinagdo devauPara achar essa
razao, Barrow procedia de modo semelhante ao deaEeBubstituia
x ey emf(x,y) = Oporx + e ey + a respectivamente, depois, na
equacdo resultante ele desprezava todos os tedoosontend@ ou

e (pois esses juntos dao zero) e todos os termgsademaior que um
ema e g, finalmente substituia porm e e port. Dai a subtangente é
obtida em termos de e m, e sex e m sdo conhecidos a quantidade
esta determinada. (BOYER, 1974, p. 284-285)

[ 3

Figura 4

(Adaptado de BOYER, 1974, p. 285)

Abaixo desenvolvemos em linhas gerais o métodasaptado por Barrow.

Seja M um ponto sobre uma curva f(x,y) = 0 e Ttargeccdo da tangente a
curva em M com o eixo OX (veja figura 4 acima). €idere um ponto N, proximo de
M, na curva e, conforme observacdo de Barrow, pornsuito proximo de M, N
também pode ser considerado ponto da tangenteideomnsgora MR paralelo ao eixo

X. Vamos atribuir conforme figura acima:

a = NR
e = MR
t=FT
m= MP

Barrow observava que os triangulos PMT e RNM eramethantes de modo

que:
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a m
e t

Para Barrow, a razéda/e representa a inclinagdo da curva, ou o coefieidat
reta tangente definida por MT. Denotaremos aquin@inacdo porcoef Para achar
essa razao, Barrow substitxiporx + e e y pory + ana equacab(x,y) = 0 e, entao,
resolvia a equacao resultante. Barrow desprezahss ios termos ndo conteral@mu e
na equacado resultante(x+e,y+a) = 0 (veja citacdo acima). Em notacdo moderna,
sabemos que isso é uma consequéncia do fato desquerdenadas de M satisfazem a
equacaof (x,y) = 0. Em outros termos, Barrow tentava resolvsistema:

{ flx,y)=0
flx+ey+a)=0

Como exemplo, suponha que queiramos determinaeficemte,coef, da reta
tangente a parabola = X* em um ponto genérica. De nossos conhecimentos do
calculo moderno, sabemos geeef =2x. Vamos entdo encontrapefpelo método de
Barrow. Em nosso exemplo temgi&x,y) = v — x*. Da igualdadé (x +e,y + a) =
0 obtemosy + a —( x+e )?> = 0, ou equivalentementg+ a — x*— 2ex — &€ = 0 (**).
Agora, usando o fato de quéx,y) = 0, ou seja, qug— X = 0, entdo (**) torna-se
a — 2ex — € = 0 . Finalmente, desprezam@ — conforme Barrow, por ser uma
poténcia de grau maior que um e resulta

a—2ex =0,
ou, ainda,
a = 2ex.

Finalmente

coef=§= = 2x.

Observe que, na notacdo modemi@presenta a diferencidk, e desprezar o
termoe? equivale a atribuir ¢x)? = 0.
Newton certamente tomou conhecimento do métodoateo®, pois, além de

ser seu aluno foi um dos que estimulou o mestie gpae publicasse o seu método.
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2.3.3 - Método de Descartes

“... desde 1631 tenho estudado cuidadosamente
0 problema das tangentes e, agora (1633),
finalmente dou-me por satisfeito. O método do
circulo resolve esses problemas com
simplicidade...”

(René Descartes)

O método do Circulocriado por René Descartes, encontra-se na seguantia
de La Géométrie (1637¢ serve também para construir tangentes a cureagrme
descrevemos a seguir. Sejam f(x, y) = 0 a equagdoudva(, dada e (x yi) as

coordenadas do ponto P, pelo qual se deseja adaagente (veja figura 5).

@ mmmmmmmm———

Figura 5

Seja Q = (u, 0) um ponto do eixo x. Entdo a equatgdiaircunferéncial de
centro Q e que passa por P é:

A (x—uf+y¥=R;onde R=PQ = [(x;— w)? +,°

Eliminando-se y do sistema formado pelas equacées @A, obtém-se uma
equacdo em x que leva as abscissas dos pontos\aratéad. Determina-se a seguir
de modo que essa equacdo em x tenha um par de icpiaes a x Essa condicéo impde

que a circunferéncia seja, agora, tangente a cu§am P, ou, equivalentemente, que

PQ seja perpendicular a tangente (veja figura §3eEprocedimento se justifica pelo
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fato de a tangente a circunferéncia ser mais facitenobtida. Finalmente obtemos a

tangente desejada (veja figura 6) através de:

tgoczu; %1 (+)

[ S —

Figura 6

Para o caso particular, em gfieé dada por y = f(x), as intersec¢Ges com a

circunferéncia procurada sé@o pontos S = (X, y) @en A, que satisfazem o sistema:

{J"L: [x—u]z + }FE = R? CaT R= w’f[xl - U—]E‘F }’11 U]
(:f(x)=y; (1D

Levando (Il) em (I), temos:

(x = Uf + [f()]° = (= W)* + ,° (1
Simplificando (lIl), vem que:

x*=2ux + [f)f = (x*=2ux +y?) =0 ()
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A determinacéo do centro Q (u,0) é consequénciapasicao de que (111"
tenha um par de raizes iguais, quando for resolp@ta x. E claro que Descartes
considerava na época expressfes adequadas pamdefmpdo que (lII') resultasse em

uma equacao do 2° grau a ser resolvida para X.

Suponhamos, por exemplo, W=2 + x . Neste caso, temosx 1, y =+/2 e

f(x) =vx?+ x.

Figura 7

Vamos inicialmente, considerar P =;,(¥1) genericamente e encontrar uma

expressao para o valor da tangente em P. Assimgtitsuido f(X) =vx2 4+ x em (lII),

obtemos:

X2 = 2ux +[Vx? + x| - [x® - 2ux + (gxlz + xljz] =0
= X2 —2ux +x2 + x— [x2-2ux +x,° + x,]= 0

=2% +(—2u+ 1) x— 2%+ 2ux-x,=0 Essa equacdo terd raiz dupka se seu

discriminante for zero:

A=(-2u+13-4(2) (- 2¢ + 2ux- x,)
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Entdo , A=0 se, esomente se,
(L—2u)* -4 (2)(- 2¢° +2ux - %)=0
&= 1-4u+4 08+ 16x% 16ux + 8% =0

= AP+ (-4-16%)u+16x°+8%+1=0

_-(-4-16x1) * J(-4-16x1)"- 4(4)(16x,F+8x1+1) _
A

=Uu

]
i 2_ 2_ —
+4+ 16x1% [ 16+ 128%1+256 x,°~256%,°~ 128%1-16 144 1651

U = = =
2 2

Substituindo esse valor de u €ffi) vem que:

1441y 144X4 — 2a9

tgﬂ:(u_xl}:—z T ¥ T 1+ 2x 1
V1 -".'Ixj_ B +x -".'le B +x 2 -“.'le 2 +xy
2xy+1 ,
tg a= : (v’)
2o/ x5+ xg

Observe que (IV’) nada mais é do que a derivadéudgdo y =vx? + x no
ponto geneérico (X y1).

Para achar a tangente no ponto P =/@), , basta tomarx= 1e y = /2 em
(V).

Temos assim, um processo geral para a determimicfangente a uma curva,;
porém em casos mais complicados, a algebra neigessarextremamente complicada,
o que faz do método de Descartes menos eficieeqguos para a determinacdo das

tangentes, como o de Fermat, por exemplo.
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2.3.4 - Método do Polindbmio

O Método do Polindbmiofoi publicado em 1673 por Johan Hudde e René
Francois Walter n&hilosophical Transactions ( a method of drawniaggents to all
geometrical curves)kle foi criado com a intencéo de facilitar o cédcde derivadas de
polinbmios de grau superior a quatro. Os calculba @ determinagéo da reta tangente
pelo método de Descartes para tais polindbmios eraimemamente complicados na
época, pois necessitavam de um algebrismo muiistisaflo. A seguir faremos um
resumo do método, extraido exclusivamente do ther®icieri (1993).

Este método € uma extensdo do de Descartes e anfenthcdo estad numa
propriedade que afirma que se um polinénp¢x), tem uma raiz dupla;,, entaor
também seréa raiz de um outro polindnpdx), que, na notagdo moderna, nada mais €
do que o polinbmiox p'(x). Provavelmente os inventores deste método tinham
conhecimento desta propriedade, sem saberpue na verdade, era a derivada do
polinbmio p(x) multiplicado pelo fatorx. Embora o polinémio indicado por Ricieri
(1993) contenha o fator vemos que essa propriedade continua valida, mgsmmao
multipliguemosp’(x) porx. De fato, se € raiz dupla de (x),entaop se fatora como

p() = (x—r1 ¥ q(x),
ondeq(x) € um polinbmio de grau n — 2 (estamos supondoogqgau de p € r= 2).
Assim,p'(x) = 2(x — 1) q(x) + x = F g'() = (x =) [2 q() + (x — 1) g'(X) ],0 que
mostra que r continua raiz ¢g(x). Aléem disso, 0 método dos polindbmios continua
valendo, mesmo quando considerarpis) para ser o polinémi@(x), ao invés do
polindmio x p' (x) .

A seguir vamos determing(x), para dois polindmios: um de 2° grau e outro de
3° grau.

Se um polinémio

P(X) =@+ aX+ax+.+ax"+ ..

tem uma raiz duplax, entéox,também sera raiz do polindbmio

F[I]:ﬂ'ﬂlﬂ‘|‘ 1' mix‘|‘2'ﬂg:{2‘|‘ vn g

que é construido a partir de P(x).
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Por volta de 1657, Johann Hudde e René Francoiseabardo de Sluse -
publicaram esse método. Apresentamos abaixo dlieagijes:

e Com fungéo do 2° grau
P(x) = 9 + 1(— 6x) + %= (x - 3Y
P(x) =0-94+1-(—6x)+2-x*= —6x+ 2x* =2x(x— 3)

e Com funcgéo do 3° grau
P(x) = 32 + 32x -10 %+ x* = (x -4Y (x-2)
B(x)=0-324 1- 32x+2-(—10x?) + 3x® = 32x — 20x24 3 x°

Suponhamos, por exempligx) = x"
Da equacéo de Descartes, temos:

[f()1* + (u—xf-R=0

X+ Uu—-xf-R=0 Chamamos este polinémio de P(x)

P(x) =¥"+ ¥ -2ux + X — R
P(x) = f — R - 2ux + X + x*" LogoB(x) é:

ﬁ(xj:O(uz _ R2j+1(_2mj+2 cxi4 2n-xm =0

Px)=(Cu+x+n-x"""1)-2x=10 Isolando u — x no 1° membro, temos:

In—1

U—X=%n"'xX Substituindo no céalculo da tangente:

u—x nex2h

o= =
fx) x"

n—1

«
|
I

I
=
=
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2.4 - Os principais problemas do Calculo

O Caélculo foi criado sobretudo para tratar dos
principais problemas cientificos do século
XVII.  (Kline)

Aprofundando um pouco mais a fase que é consideygumkriodo da verdadeira
“criacdo do Calculo”, podemos identificar quatrpos de problemas principais que
motivaram 0s pesquisadores da época a 0s investigao tema de derivadas e

integrais:

- O primeiro era sobre velocidade e aceleracao;

- O segundo, sobre a obtencao de uma tangente awmwaa c

- O terceiro, em como obter valores de maximo e ndrdmuma funcao

- O quarto, que era o de se obter o comprimento deaguas areas delimitadas por

curvas e os volumes formados por superficies.

Em relacdo ao primeiro problema, era dada uma f@rma distancia que um
corpo percorre em funcédo do tempo, para assim-gbtarvelocidade e a aceleracdo em
qualquer instante, ou a formula que descreve aemgglo para entdo se obter a
velocidade ou a distancia percorrida.

O segundo tipo de problema, considerado de geanptrra, tinha grande
importancia para aplicacdes cientificas, princifaite no ramo da Optica, que era de
interesse de grandes matematicos da época comati-&escartes e Newton.

O terceiro problema estava relacionado com valdeesndximo e minimo de
determinadas func¢des. Seu calculo poderia, por ploerser aplicado a um canhé&o de
guerra que dispara uma bala para atingir certassatentando responder qual seria a
distancia percorrida pela bala horizontalmentea gwalor do angulo de inclinacéo do
canh&@o com o solo, para se atingir certa distancia.

Até o fim do século XVII, os artilheiros ajustavamus canhdes empiricamente
e ajustavam os tiros a partir do primeiro. Eledasapcom base em alguns estudos de
Tartaglia, no século XVI, que o alcance maximoadrgdo com canhdo inclinado a 45°
e que qualquer variacdo simétrica (para mais oa pwnos) a determinado tiro era
alcancada com uma variagdo simétrica do anguloetiido tiro para mais ou para

menos.
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Galileu mostrou que a trajetdria da bala era unmalmda e calculou a sua
velocidade em qualquer ponto da trajetdria, com, i$si possivel estabelecer uma
tabela que dava a altura e amplitude do tiro arphotangulo usado pelo canhao.

Os valores de maximos e minimos também estavantiortalos com o
movimento dos planetas, para calcular suas distueon relacdo ao Sol.

Problemas de maximo e minimo também ocorrem emt@psegraticas e
contextualizadas que envolvam, por exemplo, asmbdes que uma embalagem deve
ter para que se gaste uma menor quantidade de iahadéou problemas sobre
maximizar o lucro de venda de um determinado pmdut

Em relagdo ao quarto problema, tentava se obtereymmplo, a distancia que
um planeta percorria em um determinado intervaldedepo, as areas formadas por
certas curvas, os volumes que eram formados perfétips.Um exemplo disto era o

meétodo de exaustéo aplicado pelos gregos paraabptenas areas e volumes:

Mersene em 1615 tinha chamado a atengdo dos matesngtra a
cicléide, tendo talvez ouvido falar da curva atmde Galileu; em
1628 quando Roberval chegou a Paris, Mersene paip@s/em que

estudasse a curva. Em 1634 Roberval pode provea gtesa sobre um
arco da curva é exatamente 3 vezes a area doocigevhdor. Em

1638 ele tinha descoberto como tracar a tangeoeva em qualquer
ponto (problema resolvido ao mesmo tempo tambémFgomat e

Descartes) e tinha achado o volume gerado quaadeaasob um arco
gira em torno da reta de base. (BOYER, 1974, p) 259

Quanto ao comprimento de arco, Torricelli, e tamlb&vberval, trabalhando de
forma independente, complementaram um trabalhoriantéeito por Cavalieri de
comparacao entre a pardbola e a espiral de Argesned

Assim, buscando responder a estas perguntas, ®leborados os importantes

trabalhos de Newton e Leibniz.



39

2.5 - O Calculo de Newton

Tomando a Matematica desde o inicio do
mundo até o tempo de Newton, o que ele fez é
de longe a melhor metade. (Gottfried Leibniz)

Tudo indica que Newton (1642 — 1727) chegou primeio Calculo, em
1665/1666, chamado por ele de “Teoria das Fluxdes”.

Newton desenvolveu seu Calculo Diferencial paraaa$ exatamente como as
tangentes mudam de direcdo, a medida que percaréaterminada curva, ou seja, ele
tentava investigar qual era a inclinacdo desta reta

Newton escreveRhilosophiae naturalis principia mathematiean 1665-1666,
mas sO a publicou em 1687 enquanto o primeiro cardig Leibniz sobre o Calculo
apareceu em 1684 wecta Erunditorum uma espécie de “periddico cientifico” mensal
fundado em 1682. Ficou entdo esta célebre polénguam chegou primeiro aos

resultados? Leibniz conhecia os manuscritos de diedwt

Como um influente representante de governo Leibidpou muito.
Em 1672 foi a Paris, esperando distrair os des$gaguisitivos dos
franceses contra a Alemanha por meio da “guerréa’safirigida
contra o Egito (sugestdo mais tarde adotada poolbap). La ele
encontrou Huygens, que sugeriu que se ele desgpavar-se um
matematico deveria ler os tratados de Pascal d&1659. Em 1673
uma misséao politica levou-o a Londres, onde compirmuexemplar
das Lectiones Geometricae de Barrow, encontrou rbladg e
Collins, e tornou-se membro do Royal SocieBOYER, 1974,
p.293)

Isaac Barrow (1630 — 1677), em seu trabdlbctures on Optics and Geometry,
de 1669, desenvolveu um método para determinaemdes a uma curva, usando o
“Triangulo Diferencial” ou “Triangulo de Barrow”.45e método contribuiu muito para
0 avanco do Célculo, pois, aplicando o Calculo Eletar, temos a derivada para varias
equacdes especificas. O método de Barrow nao apmeaenenhuma formalizacdo. Tal
formalizacdo apareceu, entretanto, nos trabalhofNeleton (seu pupilo), Leibniz,
Cauchy (1789 — 1857) e outros.

No periodo de 1666 e 1676, os mateméaticos premisade algum algoritmo

geral que se aplicasse a todos os tipos de fung@gstacional, irracional, algébrica ou
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transcendente. Com essa preocupacao, Newton puopdsiova analise infinitesimal a

partir de uma expansao binomial infinita, paratsgar as quadraturas.

Nessa mesma época Newton desenvolveu outro tralchbrmado‘c método
dos flux6es”.Nesse método a simbologia utilizada por Newtonuangponto em cima
de uma letra para representar um valor finito oa welocidade chamada de “fluxao” e
as letras sem pontos representavam os “fluentes”.

llustraremos com um exemplo o0 método de Newton:

Newton interpretou a curva como sendo a trajetéeaum ponto P cuja
velocidade tangencial projetada nos eixos OX e OQ¥dyz as componentes da
velocidadex e y .

Para Newton x e y sao quantidades que “fluem”, igesb chamou-as de
“fluentes” = e vséo as variacdes de x e y respectivamente, Negitamou-as de
“fluxdes”. (**)

Para este intervalo de tempm infinitamente pequeno (evanescente) as
coordenadas de P, antes (X, y) passam Exserizo, ¥ + Vo)

A inclinacdo da tangente é o “fluxdes”.

- ¥
Fluxdes =
X

Newton considera x e y como funcdo do tempo, pais- ice
¥ + verepresentam o movimento uniforme.

Resumindo o método de Newton ou 0 método dos dlsixdnsidera que :

. ¥
Fluxdes =
X

e
fx,y)=f(x + =0, v + vo)
Suponhamos como exemplo o célculo dos fluxdes deagu= X:

fix,y) =y-X
fx,y) =f(x + xo, v + yo)
=2yv— x*=(y+ yo) — (x + x0)?

Sy-x"=y+yo— x° — 2xko—x"0°

. . d . d
1 (*) Em linguagem moderna= T oev=g.



41

-
=

= yo = 2x %o + k%0

= y=2xx + x’0;

Mas:
n y
fluxbes =—
X
entéo% = M = 2x+ Xo.
x

Por ser infinitesimad pode ser desprezado.

Assim: f—{ = 2x.

Newton pensava na derivada como uma velocidade,ue guantidades

geomeétricas eram geradas por movimentos continuos.

2.6. O Célculo de Leibniz

A matemética se compde de dois dominios amplos e
antitéticos, o continuo e o discreto; e em todastoHa

da Matemética o unico homem a transitar nesses dois
dominios com soberbo desembaraco foi Leibniz.
(Howard Eves)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) desenvolveau Calculo nos anos de
1673 a 1676 sob a influéncia de Huygens (1629 5)1é%los trabalhos de Descartes e
Pascal (1623 — 1662), publicando seu primeiro @régn 1684, com duas paginas,
tratando das regras basicas da diferenciagdo. o€e$80 utilizado era muito parecido
com o de Newton, no que diz respeito a quantidedietamente pequenas.

Leibniz deu uma nova notacao para a diferenciagdonves de utilizar x+gx
ele utilizou x + dx.

Assim, para achar a diferencial de xy, era sérfazaroduto (x +dx ). (y +
dy) menos a quantidade xy, que daria:

Xy + xdy + ydx + dxdy - xy = d(xy)

Como dxdy era uma quantidade muito pequena, Ledbdigsprezou, tornando a

diferencial de xy em:

d(xy) = xdy + ydx
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Essa relacdo entre diferenciais acabou se tornamdaregra bastante conhecida
nos dias de hoje, pelos alunos de Célculo.
Segundo o Teorema de Leibniz, podemos escreveriwada n-ésima de um

produto de funcdes. Para n = 4, por exemplo, texmaacao:

d4y_ 4) .
dx* =y

4
sendo y = uv, terem 0%_3/ — UNO + 20D 160N + gV + OO
X

onde os coeficientes 1, 4, 6, 4, 1 sdo os coefasebinomiais correspondentes a
expansao da poténcia de expoente 4.
Leibniz ndo parou sé na diferenciacéo, ele propdg€&m avancos no ramo da

integracéo, como:

Leibniz produziu, também, varias notacfes comodjo,(,j e também criou

alguns termos como abscissa, ordenada, coordeaamagde coordenadas e funcéao.
Reis (2001) propbe um questionamento acerca d&iwtatilizada nos dias de hoje,
pois ela se assemelha muito com a notacdo de keibin

. por que a nossa “tradicdo” em Calculo é, reeoitamente,
leibniziana, conforme podemos constatar nos ligidaticos ? Teria
sido pela notagéo de Leibniz (...), mais intuitevaplicavel que a de
Newton (...). (REIS, 2001, p. 56)

Concordamos com as idéias de Reis (2001), quandta rgue nossa tradicdo
atual no Calculo é, essencialmente, “leibnitziamahforme pode ser observado pelas
notacbes acima destacadas, usualmente encontradaévios didaticos de Calculo
utilizados nos cursos de graduacdo das universdast® ocorre porque Leibniz foi

mais feliz que Newton na nota¢do que usou.
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Leibniz tinha uma sensibilidade muito grande paranf matematica
e discernia com clareza as potencialidades de ohoiEmo bem
engendrado. Sua notacdo para o célculo mostrous® fieliz e,

inquestionavelmente, € mais conveniente e flextl@lque a de
Newton. (EVES, 2004, p.243)

Os matematicos ingleses que, por um costume mutémizo de valorizar suas
conquistas, insistiram em utilizar a notacdo de fdawtiveram um consideravel atraso

no desenvolvimento do Célculo depois da morte dstiae
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CAPITULO 3 — Da Histéria da Matematica para um perairso metodolégico

Depois da pesquisa tedrico-bibliografica, com reite analise de artigos
cientificos, dissertacoes, teses e livros reladosaao Ensino e Historia do Calculo
Diferencial e Integral, optamos por uma sequénei@mksino apoiada em fundamentos
histéricos, para o aprimoramento do conceito devaga. Para isso, inicialmente,
devemos discutir um pouco da utilizacdo da Hist@# Matematica na Educacédo
Matematica.

3.1 — Histéria da Matemética na Educacdo Mateméate

As recentes pesquisas em Educacdo Matematica s&acddo a importancia da
Histéria da Matematica e da Educacdo Matematichomaacdo dos estudantes, em

todos os niveis de ensino:

Existe um consenso quase unanime, entre 0s pedgruésaem
Educacdo Matemética, acerca da importancia da gxingp historica
e da sua fundamentagdo epistemoldgica na formaeatifica. Nos
Ultimos anos a histéria da mateméatica vem se icanuo,
sobretudo, a teoria e a pratica do ensino da mét@Emassim, se
estabeleceu uma aproximacao entre essas duasiéareashecimento,
gue ja foram consideradas tradicionalmente alhetatre si.
(VALDES, Juan E. Napoles 2006, p.9)

O ensino da Matematica € apresentado numa sequégicia que é diferente da
sequéncia histérica em que os conhecimentos apanecAcreditamos que o professor
encarregado desse ensino saiba desse fato e canBegaéncia histérica, ndo sé para
usa-la no magistério, mas também para que tenhavig&a mais humana da prépria

Matematica.

E curioso que o desenvolvimento historico do calsglguiu a ordem
contraria a daquela dos textos e cursos basicasaobre o assunto:
ou seja, primeiro surgiu o calculo integral e s@aie o calculo
diferencial. A idéia de integracdo teve origem emocPSSOS
somatorios ligados ao calculo de certas areas tesceolumes e
comprimentos. A diferenciacdo, criada bem maisetardsultou de
problemas sobre tangentes a curvas e de questdes rsdximos e
minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a irdefio e a
diferenciacdo estdo relacionadas entre si, senda cema delas
operacao inversa da outra. (EVES, 2004, p.417)
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A Histéria da Matematica nos aproxima de homens pae diversos motivos

ajudaram no desenvolvimento da Matematica:

Com respeito a todos os temas béasicos do célcfilutésimal...
teorema do valor médio, série de Taylor,... nuecaugita a questao:
Por que assim precisamente? ou: Como se chegao?a Gontudo
todas essas questdes foram, em algum periodo,vobjede uma
imensa busca, respostas a perguntas instigargesvoltassemos as
origens dessas idéias, elas perderiam essa amamdmanorte e de
feitos dissecados e voltariam a ter uma vida frescaujante.
(TOEPLITZ, apud VALDES, 2006, p.17)

Foram esses motivos que nos levaram a adotar urepegéva historica para
elaborar a sequéncia de ensino que sera apreseraaigdo 4.1, com a finalidade de
reforcar e justificar o conceito de derivada ermdmnao primeiro ano, na disciplina
Célculo Diferencial e Integral.

Existem muitos alunos que, por varios motivos ndstam da matematica. Se
eles tiverem conhecimento das necessidades queewnsstas tiveram em adquirir
determinados conceitos e também das dlvidas qumnteaam para chegar a eles,
talvez fiqguem mais motivados para aprender Mateaati

Mas € preciso ter em mente que relacionar o caneeier ensinado com uma
data ou com o matematico que conseguiu chegar adelebasta. E preciso ir mais
longe, explorar as dificuldades encontradas, asc8et incompletas, e as tentativas
feitas para alcancar o sucesso.

E nessa linha de raciocinio que aparece o “obstaeplstemoldgico”, um
elemento pedagdgico criado por Bachelard em sua thrformacdo do espirito
cientifico”, de 1938, e definido como conhecimentd® criticados, habitos de
pensamento que apresentam a ciéncia como um toalalmuptura em face de suas
representacoes.

Um conhecimento adequado da Historia da Matematicda Historia da
Educacdo Matematica podera proporcionar ao prafessgoportunidade de perceber
porque o aluno esta encontrando dificuldade em oceenpler aquela passagem que o
professor acha tao evidente.

E preciso deixar claro que estamos apresentando alteenativa para a

motivacdo do aluno, que deve aprender, e para idadns do professor, que deve
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ensinar. N8o estamos sozinhos nesta afirmativa,d&enFossa e Valdés (2006)

apontam vinte e trés autores que sustentam a afsrativa

Podemos considerar... que o uso da historia comws® pedagdogico
tem como principal finalidade promover um ensinceagizagem da
matematica que permita uma ressignificacdo do «omieato
matematico produzido pela sociedade ao longo dopdse. Com essa
pratica, acreditamos ser possivel imprimir maiortivagdo e
criatividade cognitiva as atividades de sala da dufante nossa acao
docente, pois esperamos que esse modo de encazasimo da
matematica possa se constituir em um dos agentesgadores de
ruptura na pratica tradicional educativa vivida bt§e nas aulas de
matematica. (MENDES;OSSA, VALDES, 2006, p.84)

Ao discutir as interfaces da Histéria da Matematoen a Educagdo Matemética,
Mendes (2006, p. 85) destaca algumas questdes odemp nortear a Educacao

Matematica, com o auxilio da Historia.

Como buscarmos as possiveis relagfes entre aididBdmatematica
e 0 ensino da mateméatica?

Que implicacBes pedagdgicas podem surgir dessades?

Como ligar o desenvolvimento historico-epistematogi da

matematica ao seu ensino?

Quais as possibilidades de estabelecer uma progdestnsino que
relacione a mateméatica ao seu desenvolvimento ricis®
(MENDES, 2006, p.85)

As pesquisas narradas por Mendes (2006) que apadsas indagacdes, 0 autor
menciona o livro “Using history in mathematics ealimn”, do professor John Fauvel
(1991), livro este que assinala inUmeras razOea paar a Historia na Educacao

Matematica:

. A histéria aumenta a motivacdo e a aprendizagem da

matematica.

. Humaniza a matematica

. Mostra o seu desenvolvimento histérico, atravésrdanacao
e apresentacdo de tépicos do curriculo.

. Os alunos compreendem como 0s conceitos se degerarl

. Contribui para as mudancas de percepcdes dos ahkoros

relacdo a matemética.

. A comparacéo entre o antigo e o moderno estabekualores
das técnicas modernas, a partir do conhecimentendelvido ao
longo da historia da sociedade.

. Ajuda a desenvolver uma aproximacao multiculturatapa
construcao do conhecimento matematico.

. Suscita oportunidades para a investigacdo mateanatic

. Pode apontar possiveis aspectos conceituais bz$orda
matematica que dificultam a aprendizagem dos estesla
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. Contribui para que os estudantes busquem no passadmbes
matematicas para o presente e projetem seus disitia futuro.

. Ajuda a explicar o papel da matematica na sociedade

. Faz da matematica um conhecimento menos assugtadons
estudantes e para comunidade em geral.

. Explora a historia, ajudando a sustentar o interessa
satisfacdo dos estudantes.

. Fornece oportunidades para a realizagdo de atesdad
extracurriculares que evidenciem trabalhos de esuirofessores e/ou
outros assuntos (carater interdisciplinar da Histda Matematica).
(FAUVEL apud MENDES, 2006, p.86)

Essas preocupacdes, que hoje afligem os educado@®o ao modo de
apresentar a Matematica, ja sdo antigas.

No final do século XIX e inicio do século XX a Edgéo Matematica sofreu
influéncia da Lei Biogenética Fundamental “A ontoige recapitula a filogenia”
enunciada pelo biélogo aleméo Ernst Haeckel (183919). Foi essa lei que forneceu
argumentacdo para que os estudiosos da Educac@&mBtaia da época afirmassem
gue professores de matematica devem conhecer ididBdMatematica.

A ontogenia representa o desenvolvimento animalichehl e por filogenia
entende-se a histéria da evolugcédo da espécie animal

Dessa forma, dizer que a ontogenia recapitulaogdilia significa, para a raca
humana, dizer que o desenvolvimento do homem oatarenesma forma que o
desenvolvimento da humanidade.

Com base na Lei Biogenética Fundamental foi estaliEl o “Principio

Genético para o ensino”, com o seguinte enunciado:

O aprendizado efetivo requer que cada aprendizceetos principais
passos na evolucao historica do assunto estud8MERS apud
PRADO, 1990, p.10)

Defendido por dois dos mais eminentes matematiooasidio do século XX —
Henri Poincaré (1854 — 1912) e Felix Klein (1849925) - o principio genético ganhou
notoriedade e passou a ser considerado na Eduktatématica, mas, para que pudesse
ser aplicado, seria necessario que o professoratenhitica conhecesse a Histéria da

Matematica:

Poincaré defende a idéia de que se o professojadgse o aluno
compreenda o raciocinio presente numa demonstragdecessario
considerar a intuicdo matematica no ensino. Taherdeve, portanto,
percorrer certo caminho, que nao é linear, paragathea
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demonstracgdo, que € logica. Em educacdo matenaatieenonstracao
€ um ponto de chegada, ndo devendo ser o de pdRIRIADO, 1990,
p.11)

Além de ter sido um grande matematico e logicon&oié contribuiu muito para
a Educacdo Matemaética, que era a sua grande peg@Empsem contar com seus
importantes estudos na Filosofia da Matematicas Smmhecimentos em ambos os
campos (Educacéao e Filosofia) permitiram que etiepse emitir conceitos como a sua

notével afirmativa do que seria uma “boa definigdo”

Para o filosofo ou para o sabio, a boa definicaguela que satisfaz
as regras da ldgica; para o ensino, é aquela goenpreendida pelo
aluno. (POINCARE apud PRADO, 1990, p. 11)

Poincaré afirma que o mestre ndo deve se preosopante com a légica, ao
ensinar, pois, dessa forma estaria apenas satisimaegma preferéncia sua, sem se
importar com o0 que ocorre na mente do aprendiz.

O sabio francés argumenta que nossos antepassaddgavam que sabiam o
que era uma fracdo, tinham idéia intuitiva da cantiade, acreditavam que sabiam
calcular a area de uma superficie curva. Com ongtlebgmento da Matematica e o
nosso conceito atual de rigor, hoje sabemos quesessnceitos ndo estavam
rigorosamente estruturados, mas eram adequadoagaexessidades da época.

Da mesma forma, os alunos quando comecam a edul@@matica, criam
idéias intuitivas. Se estas ndo sao rigor@séscamos mao da logica para explica-las
usando rigor, eles poderédo ndo entender a nosgaamngacao e passarao a nao arriscar
mais idéias intuitivas, criando um bloqueio paraestudos da Matematica. Se, ao
contrério, esta intuicdo primitiva for respeitadey momento em que a mente do
aprendiz necessitar de uma compreensao mais rggoeoslemonstracdo podera ser

apresentada e entdo sera bem-vinda.

O educador deve fazer a crianca repassar por cananh passado
seus ascendentes, muito rapidamente, mas sem @tafias. Para
esse fim, a histéria da ciéncia deve ser o nossoepp guia.
(POINCARE apud PRADO, 1990, p.12)
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Outro grande matematico e logico, contemporaned’aacare, Felix Klein,
também lancou mao do Principio Genético para sdevivase a sua filosofia no Ensino

da Matematica:

... do pondo de vista da pedagogia da matematiés, podemos

certamente protestar contra a apresentacdo premedgirassuntos
abstratos e dificeis aos alunos. Para fornecerexmi@ssao precisa de
minha visdo sobre este ponto gostaria de expor didgenética

fundamental, segundo a qual o individuo atravessa,uma série

abreviada, todos os estadgios do desenvolvimento esgécie.

(POINCARE apud PRADO, 1990, p.12-13)

O matematico alemao acreditava que a Educacdo Matambem como a
Educacdo em geral, devia seguir o Principio Gemétitas argumentava que um Sério
entrave para a aplicacdo desta metodologia ertaad@ conhecimento histérico por
parte dos mestres, dai a importancia que ele &rihos estudos de Histéria da
Matematica.

Sobre a aplicacdo do Principio Genético, Kleimadir

Um sério obsticulo para a difusdo desse naturatreligamente
cientifico método de instrucdo € a deficiéncia amhecimento
histérico, que frequentemente pode comprometéKdEN apud
PRADO, 1990, p.13)

O periodo que vai de 1914 até 1945 envolve as ghaasles guerras mundiais e
se caracteriza, na Educacao, por uma prevalénsiastados cientificos, pelo interesse
em suas aplicacdes. Ocorre entdo certo desinteqgsiss Ciéncias Humanas e
consequentemente pela Histdria das Ciéncias.

O principio genético sé vai reaparecer em 1964 Poiya, agora enunciado da

seguinte maneira:

Quando se ensina um ramo da Ciéncia (ou uma teodaum
conceito) devemos deixar a crianca tracar nelerasdgs etapas da
evolucéo intelectual da raca humana. (POLYA apudP®, 1990,
p.15)

Polya, no entanto, defende a utilizacdo do Princenético de forma mais
amena, ndo para toda a formacdo matematica, mas gora fonte de interessantes

sugestdes. Outros autores também defendem o RoinGignético como elemento
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auxiliar da Educacdo Matematica, tanto na escabisa@picos a serem estudados como
também na ordenacéo dos conteudos que constitidaruoados topicos. O advento da
chamada Matematica Moderna deu novamente énfas&namo da Matemética
estruturado sob o ponto de vista da logica e maia wez o Principio Genético foi
abandonado.

Com o fracasso da Matematica Moderna e a consexjyegotura de novas
formas de ensino, reaparece mais uma vez o inéepess Histéria da Matematica como
mediadora na Educacdo Matematica.

No Brasil, essa preocupacdo vem ganhando corpo, a&@desao de varios
professores e pesquisadores, e vem sendo muitativeda, tanto pela Sociedade
Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM), como peteiedade Brasileira de
Historia da Matematica (SBHM).

Existem muitas experiéncias em varias regides g pentando criar elementos
cada vez mais adequados a utilizacdo da HistériaMdéematica na Educacao
Matematica. A maioria dessas pesquisas tem se \d#gieln, no entanto, nos niveis
fundamental e médio.

Este trabalho pretende dar alguma contribuicdsanbsha, para o magistério

superior, mais precisamente, no ensino do Célciferdhcial e Integral.

3.2 — Retomando nossa pesquisa

A seguir, apresentamos os detalhes mais técnisss gesquisa.

3.2.1 - Questao de Investigacéo

Como o conceito de derivada pode ser explorado, amnir do uso
da Histéria da Matemética no Calculo Diferencial dntegral?

Tal questdo se enquadra na Linha 1 — EducacdonMtta Superior,
Informatica Educacional e Modelagem Matematica, edeslvida no Mestrado

Profissional em Educagédo Matematica da Universidiadieral de Ouro Preto.
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3.2.2 — Hipotese de Trabalho

Baseamos nossa pesquisa na seguinte hipotesdadbdra

Embora as modernas tendéncias em Educacdo Matenodigntem o uso da
Histéria da Matematica no ensino de Matematicagditamos que iSso nao esteja
acontecendo na maioria dos casos, tanto em alguns Hidaticos, quanto na pratica
dos professores em sala de aula.

Além disso, acreditamos que o0 uso da Histéria déeiatica surge como um
elemento motivador para os alunos, de modo a ticib aprendizado, que neste
trabalho sera sobre o conceito de derivada.

... 0 conhecimento histdrico da Matematica despartainteresse do
aluno pelo contetdo matematico que lhe estariacsendinado. Os
mais ingénuos acabam atribuindo a histéria um papese que
magico de modificar a atitude do aluno em relacadadematica.
(MIGUEL e MIORIM, 2004, p. 16)

E importante ressaltar que o uso da Historia daeMatica pode ser mais que
um elemento motivador, conforme podemos verificarfala de Miguel e Miorim
(2004):

Além de constituir um espacgo privilegiado para degE® de
problemas,os Parametrosconsideram varias outras funcdes que a
histéria poderia desempenhar em situacbes de emnsiisocomo o
desenvolvimento de atitudes e valores mais favigddante do
conhecimento matematico, o resgate da prépriaidbete cultural, a
compreensdo das relacbes entre tecnologia e hewuigaal, a
constituicdo de um olhar mais critico sobre ostobjenatematicos, a
sugestdo de abordagens diferenciadas e a compedmsibstaculos
encontrados pelos alunos. (MIGUEL e MIORIM, 200453)

Por esses motivos, tracamos nossos objetivos coaosoo da Histéria da

Matematica neste trabalho, conforme apresentararseguir.
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3.2.3 - Objetivos

- Contribuir para a discussao sobre o ensino deu@éDiferencial e Integral, a partir de
seus fundamentos historicos relacionados ao congeitlerivada;
- Apresentar uma sequéncia de ensino que permit@usmm explorar o conceito de

derivada dentro de uma perspectiva histérica.

3.2.4 - Pesquisa de Campo

A pesquisa de campo foi elaborada com base em p®teterminados, por varios
matematicos, no decorrer da Histéria da Matematica, procuraram desenvolver o
conceito de derivada a partir da idéia de retadiaigga uma curva qualquer, em um
ponto dado.

Os trabalhos foram realizados em um unico dia (g@balas 9:00h as 15:00h, com
intervalo de uma hora para almoco. Participaramal@8os da Universidade Federal de
Ouro Preto, sendo 23 do curso de Licenciatura enteriiatica e 15 do curso de
bacharelado em Estatistica. Destes alunos 14 jarhaursado a disciplina de Calculo |
e 0s demais estavam cursando pela primeira veam €xcecao de dois alunos, os
participantes eram todos da faixa etaria de 19an82.

Iniciamos os trabalhos entregando a cada parti@pam texto que constava de
cinco atividades, cada uma delas correspondendo método para a determinacdo da
tangente a uma curva especifica em um determinato.p

Explicamos aos alunos o método de Fermat, assuntstididade 1. Em seguida
apresentamos um exemplo que serviu de modelo pdeteaminacdo da tangente por
este método. Pedimos entdo que os alunos executassa atividade, semelhante ao
do modelo resolvido na lousa.

O mesmo procedimento foi adotado para a AtividadémBtodo de Barrow),
Atividade 3 (método de Newton), Atividade 4 (mé&ade Descartes) e Atividade 5
(método dos polinbmios).

Encerramos os trabalhos solicitando aos partiogsamjue respondessem a um

guestionario que destacava a sua opinido sobridada do processo.



53

3.2.5 — Instrumentos de Pesquisa

Optamos pela realizagéo de uma pesquisa qualitpiig segundo Flick (2009):

Os aspectos essenciais da pesquisa qualitativasinsna escolha
adequada de métodos e teorias convenientes; nohegimento e na
analise de diferentes perspectivas; nas reflexdsgdsquisadores a
respeito de suas pesquisas como parte do procespooducdo de
conhecimento; e na variedade de abordagem e mét@EbkCK,
2009, p. 23)

Embora a pesquisa qualitativa seja de particulav@ecia nas ciéncias sociais,
principalmente em fungcdo das mudancas que a soeedam experimentando nos
altimos tempos, a sua utilizacdo na Educacdo Mdteandinda € pequena em relagédo a
pesquisa quantitativa, mais natural para as pesgease relacionam diariamente com
0s numeros. No entanto, pesquisadores como Borl#aagjo veem a pesquisa
qualitativa como elemento de grande valia para agrdistico dos problemas
encontrados pelos alunos na aprendizagem da Matemat

...em nosso entendimento, pesquisar ndo se resligtarauma série
de procedimentos destinados a realizacdo de uretaa® dados, que,
por sua vez, serdo analisados por meio de um qutainico
estabelecido antecipadamente para responder a adza pkrgunta.
Como procuramos deixar claro, existem fundamentes articulados,
constituem a alma da pesquisa. (BORBA e ARAUJOGZDMA5)

Partindo dessas consideracdes, elaboramos comanesito de coleta de dados
um questionario “semi-aberto”, que juntamente caa analise sera apresentado no
proximo capitulo.

Por tudo isto, conforme ja argumentamos anteriotepexlaboramos a seguinte
sequéncia de ensino enfocada em argumentos hist@ara melhorar a compreensao
do conceito de derivada usando as definicbes desvamatematicos, como Fermat,

Descartes, Barrow, Newton, até a elaboracéo fingloeosa desse conceito.
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CAPITULO 4 - Apresentando a sequéncia de ensino @alisando os dados

Neste capitulo vamos mostrar a sequéncia de ensisiificar as atividades
apresentadas e discutir os resultados obtidos camalise da sequéncia e analise da
aplicacdo de um questionario.

Esta sequéncia de ensino pretende mostrar de fsinmales de apresentar o
conceito de derivada.

4.1 A sequéncia de ensino

A sequéncia elaborada para a introducdo do condeitderivada constou de uma
introducdo histérica, seguida de uma referénciaqgaagio da reta, para ao fim
apresentar os métodos de tracado de tangentesvdes#dos e utilizados por
matematicos do século XVII. Foram escolhidos cimé&todos, a saber:

* Método de Fermat

* Método de Barrow

* Método de Newton

* Método de Descartes

* Método dos Polinbmios

As atividades foram aplicadas em uma classe ondd¢uoss puderam desenvolvé-
las individualmente ou em grupos de no maximo qaessoas. As atividades foram
iniciadas com uma explicacdo do método em curgplida de um modelo prontamente
resolvido e, finalmente, de um exemplo proposto demeria ser resolvido pelo aluno
e/ou a equipe.

O objetivo da sequéncia foi o de introduzir o citacde derivada de forma
intuitiva, com base nos varios processos que foratilizados durante o
desenvolvimento deste conceito no decorrer da HhstoPor se tratar de um estudo
intuitivo e introdutorio, foram consideradas apehas;des diferenciaveis (no conceito
moderno) e descartados os exemplos em que a ngganta a curva fosse paralela ao
eixo OX ou ao eixo OY. Estas situacgdes, incluindaamceito de continuidade,
deveriam, em nossa opinido, ndo serem estudadasr&mprimeira, mas sim, numa

segunda abordagem, quando o aluno ja tivesse eitode derivada bem estruturado.
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4.1.1 Apresentando as Atividades

Elaboramos a seguinte sequéncia de ensino baseadaétodos antigos para o
calculo da derivada.
Atividade 1

Calcule a tangente a f(x) 2 x 3> no ponto T = (x, f(x)) pelo método de Fermat.

Atividade 2

Calcule a tangente a f(x) = x 3> no ponto T = (x, f(x)) pelo método de Barrow.

Atividade 3

Calcule a tangente a f(x) = x 3> no ponto T = (x, f(x)) pelo método de Newton.

Atividade 4

Calcule a tangente a f(x)y& no ponto T = (X, f(x)) pelo método de Descartes.

Atividade 5

Calcule a tangente a f(X)4& no ponto T = (x, f(x)) pelo método do Polinémio.

4.1.2 Analisando as atividades

Nesta etapa, fizemos uma analise das respostas gedes entrevistados.
Entregamos a cada aluno um texto com um exemptadie um dos métodos histéricos
e ainda resolvemos expositivamente o exemplo. Buide os alunos resolveram outro
exemplo, podendo consultar todo o material impressainda os apontamentos do
quadro.

Na primeira atividade eles ficaram um pouco timiddguns se levantaram para
ajudar os demais colegas e discutiram bastante, eles, cada passo da atividade.

Na segunda e terceira atividades eles ja se sentitais a vontade, levando

pouco mais de 15 minutos para responder as mesmas.
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Na quarta atividade (método de Descartes), ondsigu mais conhecimento
algébrico, os alunos reclamaram de certas dificldglamas, ainda sim, conseguiram
resolvé-la.

Na quinta atividade os alunos ja estavam cansaglogslguns deixaram de
resolvé-la ou mostraram somente boa vontade, makinss que tentaram a atividade
conseguiram resolver.

Quando todos os alunos ja estavam terminando g®rrder o questionario,
apareceu um aluno que queria participar da atieidadtdo o pesquisador sugeriu que
este aluno tentasse responder estas 5 atividadeguestionario depois e entregasse
para o0 pesquisador em um outro momento, assim agt® respondeu todas as
atividades e 0 questionario e entregou para o Estpr depois de 3 dias. Esta analise
sera feita separada das demais no item 4.1.2 $epte aluno ndo teve nenhum contato
com a explicacdo dos métodos utilizados, teve stareenopia impressa das atividades.

Acreditamos que se este aluno conseguir resolvarédsdos somente seguindo
a atividade, a sequencia terd um imenso valor gguaaprendizado, e teremos indicios
que vale a pena o professor de Calculo Diferercimtegral utiliza-la em suas aulas,
mostrando um grande apoio didatico pedagogico gpanalhoria do processo de ensino

e aprendizagem de Calculo.

4.1.2.1 Critérios de Analise das Atividades

Nosso critério de andlise das atividades se basei@nco categorias:

1) Totalmente(T): Critério atribuido para aquele aluno que consegealizar

toda a atividade sem nenhum erro;

2) ParcialmentgP): foi aquele aluno que errou algum algebrismo nconde

processo, mas percebe-se que ele entendeu o muitilothalo;

3) Boa Vontade(V): foi aquele aluno que demonstrou ter boa vontade em

aprender 0 processo, mas seus erros nao validaapessndizado;



57

4) Em Branco(B): foi aquele aluno que deixou em branco a atividatEsmo

apos entregé-la com sua identificagdo ficticia;

5) N&o Entregaram: foi aquele aluno que por algumvoatido entregou sua

atividade para analise.

4.1.2.2 Analise da Atividade 1 — Método de Fermat

Foi sugerido aos entrevistados que resolvessemivade de F(x) = %+ 3x em
um ponto genérico da curva pelo metodo de Fernyais A atividade, foi sugerido que
eles calculassem a derivada pelo método modernoagiasnos dias de hoje para efeito
de comparagdo. Aqueles que também fizeram a atfi@idzelo método moderno
disseram que “estavam tirando a prova”.

Percebemos assim uma boa aceitacdo do método2foikos entrevistados
conseguiram resolver totalmente esta atividade pe&todo proposto; 8 a resolveram

parcialmente e 2 alunos demonstraram boa vontadesaivé-las.
4.1.2.3 Analise da Atividade 2 — Método de Barrow

Fornecemos aos entrevistados a mesma funcéo pedidétodo de Fermat para
se determinar o valor da derivada em um ponto genéla curva, agora usando o
método de Barrow.

Novamente o objetivo de se resolver a atividad® peétodo proposto foi
satisfatério, pois quase todos os alunos (35 exats) conseguiram resolver a
atividade totalmente, somente 2 alunos a resatveparcialmente e um Unico

demonstrou boa vontade em resolvé-la.



58

4.1.2.4 Analise da Atividade 3 — Método de Newton

Novamente a funcao utilizada nesta atividade foeama, F(x) = %+ 3%, desta
vez utilizando-se o0 método de Newton. A vantagenseldrabalhar com a mesma
funcdo € a de que o aluno ja sabe que respostieedea encontrar quando calcular o
valor da derivada em um ponto genérico da cuna peitodo de Newton.

Grande parte dos alunos (31 exatamente) conseguasoiver totalmente este
método, com mais 3 alunos que resolveram parcidggmemais 3 alunos que

demonstraram boa vontade em resolver e somentma aéo entregou a atividade.

4.1.2.5 Anélise da Atividade 4 — Método de Descaste

A maioria dos alunos (32 exatamente) conseguiulvesdotalmente este
método, com mais 5 alunos que resolveram parciaéreesomente 1 aluno deixou em

branco a atividade.

4.1.2.6 Analise da Atividade 5— Método dos Polinbios

A atividade ficou de certa forma prejudicada poraqpge alunos preferiram
responder rapidamente e passar ao questionariar @ardora.

Assim, 27 resolveram totalmente, 2 resolveram iglanente, 5 tiveram boa
vontade para resolver mas ndo chegaram a bom termMoalunos simplesmente

deixaram em branco a atividade.

4.1.2.7 Analise a parte

Diz respeito a um aluno que resolveu a atividadeasa.

O referido aluno resolveu parcialmente a atividdde totalmente as demais
atividades. Este fato de certa forma tornou-see@sgante no contexto do trabalho, pois
serviu para mostrar que a sequéncia era autoftinstrou seja, 0s sujeitos poderiam ter

respondido o questionario sem a assisténcia degsof.
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4.1.2.8 Quadro resumo sobre o0s infinitésimos
O quadro abaixo compara as quantidades desprezieeisermat, Barrow e

Newton com os infinitésimos do Céalculo moderno.

Métodos Quantidades desprezadas Relacdo com a notacao de infinitésimos dg

Calculo Moderno

Fermat E dx
Barrow e: a dx ; dy
Newton o (*) dt
Descartes Nao utiliza estes conceitos

(*) Esta notacdo aparece no método dos fluxBes deseovgior Newton sempre

associada &, v. Assim, por exemplcie representa no, Calculo modenzetr,dt.

4.2. Apresentando o Questionario

Antes da aplicacdo da sequéncia foi elaborada undigsa ‘a priori” de cada uma
das questdes, apontando aquilo que se esperavarespusta pelos alunos.

Depois de aplicada, foi elaborada também uma a@&n&disposteriori” contendo
comentarios das respostas e sugestdes dos alléragjeuma comparac¢do com aquilo
gue se esperava priori”.

A analise a priori leva em conta nossa expectatevaespostas dos entrevistados
para cada questédo; qual era o objetivo de cada amgag esperavamos encontrar de
respostas; que conhecimentos eles puderam adqairirestas atividades. Quanto a
andlise a posteriori definimo-la como sendo a aeatias respostas de cada um dos
entrevistados a cada questéo do questionario.

Agora podemos apresentar n0sso questionario:
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1)
2)
3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

10)Vocé percebeu alguma evolucdo na resolucdo do gmeablde tangent

Questionario Final sobre a sequéncia de ensino

Identificac&o (ficticia):

ldade:
E repetente na disciplina de Célculo 1?

a) Sim b)N&o.

Como vocé avalia esta sequéncia?

a) Muito boa b) Boa c) Regular d) Ruim

Se vocé fosse professor de Calculo |, utilizartaseatividades em sua prati
pedagogica? Justifique.

Como vocé classificaria 0 uso da Historia da Médiiera neste trabalho:
a) Contribuiu para entender o conceito de derivada;

b) N&o contribuiu para entender o conceito de derivada

c) Nao teve efeito maior do que o de despertar asidade;

d) Outros:

Quanto aos métodos utilizados nesta sequencia.

Como vocé classificaria 0s métodos estudados trasi@ho?
a) Contribuiu para entender o conceito de derivada;

b) N&o contribuiu para entender o conceito de derivada
c) Nao teve efeito maior do que o de despertar asidade;

d) Outros:

Existe alguma relacdo destes métodos com o métadienmo de encontrar
derivada?

Comparando com o método moderno houve alguma madagsies metodg
antigos?

comparando os métodos antigo e moderno? Justifique:

ca

a

S
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11)Vocé acha que o método moderno para o calculorilzada é mais facil que gs
de Fermat, Barrow, Newton ou Descartes? Justifique.

12)Comparando os meétodos estudados, vocé considerm aiwis eficiente qu
outro? Justifique.

(4%

13) As quantidades despreziveis mencionadas por FéEhaBarrow (A e B) €
por Newton ¢) sdo abordadas no Calculo Moderno?

a) Nao
b) Sim. (De que maneira?)

14) O conceito de reta tangente abordado por Fermaeenmétodo coincide com
o conceito de reta tangente do Calculo Modernotffidus.

15) O conceito de reta tangente abordado por Barrowenmétodo coincide com
0 conceito de reta tangente do Calculo Modernotffijus.

16)O conceito de reta tangente abordado por Descameseu método coincide
com o conceito de reta tangente do Célculo Modedaosfifique.

17)Vocé percebe diferenca entre os conceitos deaetgehte na 6tica de Barrow e
na otica de Descartes? Explicite.

18)Fermat, em seu método, considera T ' como sendbém um ponto da reta
tangente a curva em T (veja figura abaixo). Isgoifica que Fermat estava
desprezando uma certa quantidade em seus calddlogue representa |a
quantidade desprezada por FermatG#culo de hoje? (utilize notagdo do
Célculo Moderno para sua justificativa).
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4.2.1 Analisando o Questionario

Para o desenvolvimento da pesquisa foi sugeridalaoss que escolhessem um
nome ficticio para ser identificado, tentando pn&séos de qualquer tipo de
constrangimento ao responder as questdes. Elesracalescolhendo alguns nomes
Curiosos, que a nosso ver, iriam atrapalhar o debeémento da pesquisa, decidimos
entdo mudar estes nomes conforme a tabela abaelacdonamos também cada aluno

Ccom 0 seu respectivo curso.

N° | Nome Ficticio fornecido| Nome Ficticio escolhido CURSO
pelo aluno pelo Pesquisador
01 Rayka El Estatistica
02 Juliana Paes M1 Matematica
03 Fermat M2 Matematica
04 Mé&e Dina E2 Estatistica
05 Creuza M3 Matematica
06 Judas M4 Matematica
07 Tg @ M5 Matematica
08 Lanterna Verde M6 Matematica
09 Manjalino E3 Estatistica
10 J M7 Matematica
11 Jovic E4 Estatistica
12 Em Branco ES5 Estatistica
13 Florzinha E6 Estatistica
14 Lobato M8 Matematica
15 Luluzinha E7 Estatistica
16 Lindinha ES8 Estatistica
17 Ton M9 Matematica
18 Carmem Miranda M10 Matematica
19 Maria M11 Matematica
20 | Emanueli de Souza Euler M12 Matematice
21 Otavio 01 E9 Estatistica
22 Cat M13 Matematica
23 Bombeiro M14 Matematica
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24 Tito M15 Matematica
25 | Aguinaldo A. Conceicaqg M16 Matemética
26 Cinderela M17 Matematica
27 Bolao E10 Estatistica
28 Juju M18 Matematica
29 Tiririca M19 Matematica
30 Aluno 97 M20 Matematica
31| (e2a) _ Trés pontinhos M21 Matematica
32 Branca de Neve M22 Matematica
33 Homem Aranha E1ll Estatistica
34 Mulher Gato E12 Estatistica
35 Papai Noel E13 Estatistica
36 Jojo M23 Matematica
37 Harry Potter El4 Estatistica
38 Tiradentes E15 Estatistica

Faremos agora a andlise do questionario:

A questdo 1 refere-se a identificacdo dos alunas Z a sua faixa etéaria.
Verificamos que a maioria dos alunos esta na fabéaia 19 e 32 anos, sendo dois
alunos com idade fora desta faixa: um de 41 amagre com 45 anos.

A questdo 3 pergunta se o aluno € repetente nipldiscde Célculo 1, oferecida
pela Universidade Federal de Ouro Preto no 2° geengs 2010. Os dados revelam que
a maioria ndo era repetente, cerca de 23 alundsacb# que ja tinham cursado esta

disciplina anteriormente.

4.2.1.1 Andlisea priori e a posteriori
Apresentamos agora as andlises a priori e a postelé cada questdo. As

questbes 1, 2 e 3 dispensam andlipeiori e aposteriori

Questdo 4 a priori: Procuramos estabelecer uma sequéncia que despédrtesgsse

nos alunos. Esta questdo pergunta justamentesgadaram da sequéncia.
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Questao 4 a posteriori:O nosso objetivo quando elaboramos a sequéncatifgido,
pois, dos 37 alunos entrevistados, 35 classificaramaquéncia como boa ou muito boa

e apenas 2 acharam que ela era regular ou ruim.

Questdo 5 a priori: Nesta questdo perguntamos se o0 aluno utilizariatisslades
propostas caso viesse a lecionar a disciplina deuf@al. Em principio, ndo sabiamos
gue tipo de resposta iriamos obter, uma vez quemdrecendo a turma e sabendo que
alguns alunos ndo cursavam a Licenciatura em Maitam@nas sim o Bacharelado em
Estatistica, ficamos temerosos de que ndo houvessesse geral pela Histéria da
Matematica.
Questdo 5 a posteriori:O nosso objetivo foi alcancado, uma vez que 27asldos
entrevistados responderam que sim, utilizaria ai&wera integralmente; 07 alunos
colocaram algumas restricbes a sequéncia, dizamela gtilizariam em parte ou apenas
uma ilustracdo. Somente 4 dos participantes dalatle foram enfaticos em responder
qgue néo utilizariam a sequéncia.

Ainda que o questionario foi aplicado para 23 atudo curso de Licenciatura
em Matematica e 15 alunos do curso de Bacharelad&statistica, sendo que estes
altimos, supostamente ndo tém interesse direto Hedtria da Matemética, ainda

assim um namero respondeu que utilizariam a seguéotal ou eventualmente.

“... Sim, para que o aluno possa entender melhGaloulo no seu
fundamento, para que o aprendizado do Calculo ifie frestrito a
memorizagao”. (E1)

“... Sim, pois ajuda a compreender o processo deadia”. (M2)

“... Se houvesse tempo suficiente, eu utilizariauriia préatica que
adiciona bastante conhecimento, porém é um pouvordela”. (M3)

“... Entendo que a atividade serviria para implei@er disciplina,
pois esta faz com que o aluno perceba a evoluci@aoulos e das
formulas”. (M9

“... Sim. Pois é uma maneira mais didatica pareptbalhar com
os alunos. Dessa maneira o aluno se interessapaiaislisciplina”.
(E6)

“... Sim. Pois através dela fica clara a metodeladgsenvolvida no
calculo das derivadas”. (M17)

“... Sim, porque além de fundamentagdo (algébricge@emétrica)
devemos transmitir e possuir fundamentacdo historitcsso
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possibilitara mostrar a aplicabilidade e é clamuanto a Matematica
evoluiu ao longo de sua histdria. (M12)

Esta ultima fala, nos remete as idéias defendidasPplya sobre a evolucéo

intelectual da raca humana:

Quando se ensina um ramo da Ciéncia (ou uma teodaum
conceito) devemos deixar a crianca tracar nelerasdgs etapas da
evolucéo intelectual da raca humana. (POLYA apudP®, 1990,
p.15)

Iremos agora, analisar os questionarios dos 4 slgoe alegaram ndo haver
interesse em aplicar a sequéncia. Percebemos dales$ cursavam o bacharelado em
Estatistica. Alguns justificaram a resposta pelia fde tempo para desenvolver todo o
conteudo, enquanto outros alegaram grande difideldam o algebrismo dos métodos.

“... N&o, a carga horaria & pequena e isso aumentadeonograma,
podendo nédo dar tempo de terminar a disciplinal4jE

“Nao, porgue estes métodos sdo mais dificeis”. (M11

Percebemos também que trés destes avaliaram ansegoémo boa e que dois
deles relataram que os meétodos apresentados e aaugdistoria da Matematica
contribuiram para o entendimento do conceito déva#a, sendo assim, apesar de
alegar que ndo usariam em sua pratica pedagégmlas putras respostas do
guestionario nota-se que eles assimilaram o candeitderivada, conforme foi proposto

no trabalho.

Questao 6 a priori: Nesta questdo perguntamos a opinido do entrevigjadoto a
contribuicdo da Historia da Matematica no Ensin€dkulo. Trata-se de uma questéo,
que de certa forma, complementa a anterior, poigsao ver, 0s que responderam sim
quanto a utilizacdo da sequencia no seu magist&ioralmente vado dizer que a
Histéria da Matematica contribui para a compreemgfoonceito de derivada e aqueles
que responderam que utilizariam a sequencia eJergate, provavelmente
responderdo que a histéria da evolucdo dos cosceitatematicos € uma mera
curiosidade.

Questdo 6 a posteriori:Conforme a nossa analisepriori esperdvamos um numero

grande de respostas positivas. De fato, a mai@spondeu que a Historia da
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Matematica contribuiu para um bom aproveitament® aldas de Calculo; somente 4
alunos responderam que tratava-se de mera cumesidanenhum dos participantes
achou que a Historia da Matemética ndo contribdiesmo os 4 alunos que disseram
nao utilizar a sequencia, caso fossem professoge€alculo, ndo descartaram a
utilizacdo da Histéria, pois dois deles alegarare gla contribuiu e os outros dois

classificaram como mera curiosidade.

Questdo 7 a priori: O conteudo envolvido nesta sequéncia relaciona-séguans
meétodos utilizados por determinados matematicosébnlo XVII para determinar a
tangente a uma curva qualquer. Nesta questao ergsatativa era a de constatar que a
opinido dos entrevistados fosse a de que esteslasétustoricos contribuiram para o
moderno conceito de Derivada de fato. Esperavamesoq alunos percebessem que,
embora contivessem algumas imperfeicbes do pontastie da Matematica de hoje,
estes métodos contribuiram para a evolucéo desteito.

Questao 7 a posteriori:Efetivamente a nossa opiniao a priori prevalecequg33 dos
entrevistados alegaram que perceberam contribuidedtes métodos para o conceito
moderno e apenas 4 alegaram que nado viram talitmagéo, pois encararam estes

processos como uma mera curiosidade.

Questdes de 8 a 10 a prioriAs questdes de 8 a 10 serviram para examinar ko a
entrevistado percebeu semelhancas ou diferences @htmétodos antigo e moderno
para o célculo da derivada e ainda se houve algenvoducdo do primeiro para o
segundo.

Questao 8 a posteriori:Somente um aluno ndo percebeu a relacéo e 7 alegara
nao existe esta relacdo. A grande maioria, ou 86jaos entrevistados foi enfatica em

afirmar que esta relagéo é clara.

“... Sim, uma vez que mesmo sendo de uma formaorndireta, um
método esta ligado ao outro. Porém os que maisnaisem-se ao
utilizado atualmente sédo de Descartes e dos Pdlsirf ( M12)

“... Nao, as férmulas ndo sdo deduzidas apenas rizamas”. (E1)
“... Existe relacdo sim, no entanto, os alunosan@onhecem, por isso

acredito que esse tipo de atividade deve ser ingltada na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral IMB)
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Parece-nos nesta ultima fala que o entrevistado dié perceber a diferenca
entre 0s métodos antigos e o método usado nosidiasje, aprova a aplicagdo desta
sequéncia, pois acredita que a mesma contribuaugear aprendizado.

Questao 9 a posteriori:Quase todos os entrevistados (exatamente 35) pearelgue

existem muitas modificacdes entre os métodos amiades e o método atual, o que
corresponde as nossas expectativas. Analisandeepsintentos, observamos que 0
aluno percebeu a evolucédo dos métodos antigosamdla também a grande facilidade

do método moderno em comparagao com 0s antigos.

“... Sim. Hoje em dia, os métodos séo mais simleis, com o passar
dos anos, os métodos foram aperfeicoados e siogulds”. (E2)

Entre os questionarios respondidos um apresentaur@sposta pouco precisa: a
questdo 9 pergunta se houve alguma mudanca noglosé&prendidos com os do
calculo moderno e o entrevistado M19 respondeu tjuedo, apenas algumas

generalizacfes”.

Questdo 10 a posterioriComplementando a resposta anterior verifica-seaquaioria
percebeu a evolugcao do conceito.

“... A facilidade de resolver nos dias de hoje éaws de uma
decoreba, no método antigo da para entender ogzwted M23

Esta resposta nos remete as consideracdes de ({2608):

Tenho observado que muitos de nossos alunos, apgdsrem a
disciplina de Calculo I, sédo capazes de deternanfancdo derivada
de diversas fungbes, utlizando-se de regras e eghoentos
algébricos, ou mesmo, de reproduzir a definicamébide derivada de
uma funcéo. Mas, freqientemente, produzem sigdifiegpara este
conceito que ndo sdo compartilhados pela comunidedematica e,
portanto, ndo correspondendo aos significados rmiietes pelo
sistema educacional. (MEYER, 2003, p. 4)

Neste trabalho procuramos justamente enfatizartendimento do conceito, e
acreditamos que este objetivo tenha sido alcangado.
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Questdo 11 a priori: Nesta questdo pretendemos comparar as facilidad@sétbdo
moderno para o calculo da derivada com as dificlddaencontradas por Fermat,
Barrow, Newton ou Descartes no calculo das tangente século XVIl. Sendo assim,
pergunta-se qual dos metodos € mais facil o modeuno antigo. Esperamos que 0s
alunos respondam que o método moderno € maisdaci que néo se tinha na época a
metodologia que se tem hoje, mesmo sabendo quenfosa métodos antigos 0s
precursores do método moderno.

Questdo 11 a posteriori:A grande maioria (para ser mais exato, 34 entilis)
acharam o método moderno mais facil; somente »nelgram que o méetodo de Fermat

€ mais simples. Vale a pena reproduzir as obseegad@stes alunos.

“Nao, o método moderno exige novos conhecimen{agl)
“Nao, mas precisamos aprender bastante algebr&). (M

“O método de Fermat é mais facil, pois vocé conseguntender
melhor as ferramentas usadas”. (M16)

Esta ultima fala nos remete a fala de Descartesngegmo a contra gosto

afirmou que o método de Fermat era mais facil.

Questdo 12 a priori: Esta questdo procura verificar se 0 entrevistacderga alguma
eficiéncia maior em um dos métodos apresentadospemaracdo com os demais.
Questdo 12 a posteriori;:Houve um certo equilibrio entre as respostas. Stamen
método de Descartes ndo agradou devido ao seudgratificuldade. Apenas um
entrevistado percebeu eficiéncia neste processo.

“.. todos sdo bons, mas os métodos de Newton, aitesce do
polindmio se aproximam mais do Calculo de hoje.gM1

Um grupo de 15 alunos percebeu eficiéncia em todesétodos.

Questado 13 a priori:Esta questao exige mais conhecimentos do alunaeleaja uma
diferencial Espera-se que o aluno perceba que as grandegarezigeis mencionadas

por Fermat(E), Barrow (A,B) e por Newton d) em seus métodos estdo diretamente
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relacionadas ao conceito moderno das diferendigguentemente denotadas ubg

dy, dt etc).

Questdo 13 a posteriori:Nesta questdo obtivemos 13 respostas afirmativdd3 e

negativas. Conforme ja dissemos na andlise a periste uma certa dificuldade em
perceber as diferencas tedricas apontadas nesstague isto podde ser percebido de

acordo com as respostas dadas pelos alunos a:seguir

“... Através das constantes, que somem na deriVa@dds)

“...Creio que sdo abordadas como sendo as corstgueao derivar,
tem valor zero”. (M4)

“... Sim € o numero infinitesimal que hoje é vistamo limite de x
—=a”. (M5)

Percebemos que uma entrevistada ndo entendeu pengunta, pois a mesma
respondeu que as quantidades despreziveis menaopad Fermat, Barrow e Newton
eram eliminadas quando se resolvia o produto nbié/eubstituicdo de x porx + a (a

€ uma constante).

Questdes de 14 a 16 a prioriAs questdes de 14 a 16 procuram verificar se owalu

perceberam detalhes mais especificos na evolugcdoodceito de Derivada. N&o

esperamos que os alunos percebam todos estesedetalim tanta sutileza. Mais
especificamente estas questdes servem para nagssdizealuno compreendeu bem o
conceito de tangente a uma curva, da relacdo desteito com o de derivada e se
soube distinguir/relacionar a abordagem deste #ondada no século XVII com o

conceito abordado nos dia de hoje.

Questao 14 a posterioria maioria (33 entrevistados) respondeu corretantgrdesim,

existe coincidéncia as justificativas séo interetesae mencionamos algumas a seguir:
“... Sim, mas Fermat ndo tinha a nocao de limie gopssuimos hoje”.
(E1)

“...Sim, porgue mesmo sem saber (pois ainda nati@xb conceito
de limite, que é principio para a Derivada”. (M12)
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Trés alunos afirmaram que néo existe coincidénaianedeles justificou a sua

resposta de modo curioso:

“Nao, ele fazia divisédo por zero”. (M15)

Questdo 15 a posteriori:No método de Barrow a dificuldade estd em considera
tangente como um “limite” de secantes, sem ternzeito de Limite. Dai o equilibrio
daqueles que responderam sim (15 alunos) com oegpenderam nao (19 alunos).

“Nao, pois a reta utilizada é secante no ponto3)M
“Nao, porgue a reta é secante”. (M4)

Questdo 17 a priori:Nesta questdo espera-se que o0 aluno pemabdarrow (assim
como também Fermat), em seu meétodo, introduz oetlonde reta tangente como
limite de retas secantes, sem se dar conta destaeaecolaborando com a criagdo de
um dos conceitos mais fundamentais do calculo quel@ diferencial (naquela época
nem mesmo ainda existia o conceito de limite), @ daz de seu método ser
fundamentalmente diferente do de Descartes jA gse @éltimo ndo faz uso desses
conceitos, mas apenas resolve o problema usandgperas de conhecimentos
puramente geomeétricos: Descartes aproveitava cetdonja conhecido de tangente a
uma circunferéncia e a partir dele criava a tareggantma curva qualquer.

Questdes 16 e 17 a posterior® método de Descartes esta enfocado nas quest@es 16
17. Pretendiamos verificar se o entrevistado carespgrceber que Descartes contornou
de modo altamente inteligente a falta do concegtd.ichite 0 que ndo ocorreu com 0s
outros métodos. Trata-se de uma diferenca suts, fiel@mente um dos entrevistados
percebeu o detalhe.

“... O método de Descartes € 0 que mais se aproxinia ele
nao descarta o numero infinitesimal”. (M5)

Questao 18 a priori: Consideramos esta questdo como a mais dificil @éstaunario,
pois o aluno precisa de um conhecimento mais eddbosobraliferenciaisdo calculo
moderno para respondé-la. Ela pergunta qual evamtigade desprezada no método de
Fermat quando ele considerava T’ tanto como pdateeta tangente em T, como ponto
da curva. Sendo assim, era necessario que os alzessem alguns célculos para

encontrar na notagdo moderna qual era esta qudettdsprezada.
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Na verdade, quando Fermat considera
T'(x+E, f(x1+E))

ponto da curva, ndo ha nada de errado com tal a&fém pois em notacdo moderna,
sabemos que a quantiddel&rata-se, na verdade, de um pequeno incrementariével

X, denotada podx. O “problema” ocorre a partir do momento em quearfarconsidera

T’ como sendo também ponto da reta tangente. Ao fagey Fermat negligencia o
pequeno segmento que “separa” a reta tangenterda euque esta contido na reta
vertical passando pof’. Hoje sabemos que este segmento nada mais € da que

diferenca (veja figura abaixo)

|f(x, + E)— f(x,)— (tg a) E |

Na notacdo moderna a diferenga acima é represembada

dy
‘ﬂy—g-dx‘ = |Ay— dy]|

f(x1)+(tgq).E'

f(x1+E)i
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Questao 18 a posteriori:

Conforme nossa andlise a priori percebemos quedmetas entrevistados
deixou esta questdo em branco e a outra metadeowasa confundindo ao responder
“‘que a quantidade desprezivel era o proprio lindte constantes”. Somente um

entrevistado respondeu de forma meio vaga a esttamn

“... uma quantidade muito pequena, quase zero). (E5
“... sdo constantes”. (M3)

“... 0 limite que na época Fermat ndo possuiarestao”. (E1)

Faremos no seguinte capitulo deste trabalho asasasmsideracdes finais e
apontaremos sugestfes para pesquisas futuras mpssa ver merecem um destaque

importante.
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CAPITULO 5 — Consideracdes Finais

A guisa de concluséo, tentaremos identificar algumespostas a questdo de

investigacao que serviu de guia norteador parasananalise:

Como o conceito de derivada pode ser explorado aniado uso
da Histéria da Matemética na disciplina de Calculiferencial e Integral?

Acreditavamos que o0 uso dos métodos desenvolvidosFprmat, Barrow,
Newton e Descartes, se utilizados para refor¢cde@ imoderna de derivada, poderiam
contribuir de forma significativa para um bom aplieado.

ApOs a realizacdo de nossa pesquisa percebema@ssgagiéncia apresentada se
mostrou como um produto de aceitacao entre oswvestados, pois 36 alegaram que ela
era muito boa ou boa e que o uso da Histéria daemtitica e dos métodos antigos
contribuiram para o entendimento do conceito dévalda o que justifica a fala de

Mendes:

Podemos considerar... que 0 uso da historia comwse pedagogico
tem como principal finalidade promover um ensinceagizagem da
matematica que permita uma ressignificacdo do «omieato
matematico produzido pela sociedade ao longo dopdse. Com essa
pratica, acreditamos ser possivel imprimir maiortivagdo e
criatividade cognitiva as atividades de sala da dukante nossa ac¢éo
docente, pois esperamos que esse modo de encazasimo da
matematica possa se constituir em um dos agentesgadores de
ruptura na pratica tradicional educativa vivida bt§e nas aulas de
matematica. (MENDES, 2006, p.84)

Cabe esclarecer que o método moderno trata o ¢orbeiderivada de modo
claro e objetivo; e as aplicacdes, se bem trabathajudam a melhorar a assimilacéo
do conceito. Geralmente os alunos nao entendemfimicde de derivada, apenas
decoram as regras de derivagcdo em atividades deéfixdo conceito. No entanto, a
analise do questionario mostrou que os alunosaficamais motivados ao tomarem
conhecimento dos métodos histéricos que acabarclitaiado a compreensao da forma
moderna de se aprender derivada.

Para confirmar esta alegacdo vale a pena transcesvepinides de alguns
participantes, principalmente pelo procedimento &ngo que eles reconhecem no
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modo tradicional de apresentar o conceito de d#giv&egundo esses alunos esta

sequéncia foge da memorizacao de técnicas, sesitho, @entribui para aprendizado:

“... eu utilizaria para que o aluno nao fique i&sta memorizacao”
(E1);

“... A facilidade de resolver nos dias de hoje éawds de uma
decoreba, no método antigo da para entender oga@téM?23)

Relembrando os objetivos deste trabalho:

- Contribuir para a discussao sobre o Ensino deutADiferencial e Integral a
partir de seus fundamentos epistemoldgicos reladimmao conceito de derivada,;
- Apresentar uma sequéncia de ensino que permigduao explorar o conceito

de derivada dentro de uma perspectiva historica.

Podemos perceber que as opinides dos alunos véentdaetro a estes objetivos
e também reforcam das idéias de Meyer que alegates alunos grande facilidade em
encontrar a funcdo derivada, mas acabam ficando esgender o conceito. Neste
trabalho procuramos justamente reforcar o entermdomdo conceito de derivada e
parece-nos que este objetivo foi alcangado.

Por outro lado, estas respostas também nos fazebrde do uso de algoritmos
e regras a serem seguidas pelos estudantes, gangarkem os objetivos desejados, ndo
s6 sdo decorados, como também em curto interealerdpo acabam sendo esquecidos
e além disso, existe uma grande dificuldade doegsores em justificar tais regras e
algoritmos. Com o uso da Histéria da Matematicalepmos amenizar um pouco esta
guestéo:

E comum também o professor ter dificuldades pasdfigar tais
regras. Muitos professores, buscando dar condigiieesmelhor
compreensdo a seus alunos, ao justificarem ositalgsr o fazem
mostrando somente o que esta por tras desses ineceos. De
modo, tem-se a impressdo de que o0s algoritmos pemaem
imutdveis ao longo do tempo. Um conhecimento dadHés daria ao
professor uma visdo de como esses algoritmos fosamdo
desenvolvidos e modificados com o passar do tertdaclegarem a
sua apresentagao atual. (PRADO, 1990, p. 30)

Para finalizar destacaremos alguns pontos posiévusgativos que percebemos

no trabalho.
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Como pontos positivos destacamos que foi validalieagdo desta sequéncia de
ensino, pois acreditamos que ela forneceu dadesames sobre o uso da Historia da
Matematica na Educagdo Matemética, dentre elesypmgldestacar as inimeras razées
destacas por Fauvel apud Mendes (1991):

* A historia aumenta a motivacao e a aprendizagemadamética.

* Humaniza a matematica.

* Mostra 0 seu desenvolvimento historico através dderacdo e
apresentacgéo de topicos do curriculo.

* Os alunos compreendem como 0s conceitos se degeral

» Contribui para as mudancas de percepcdes dos atamoselacdo a
matematica.

» A comparacdo entre o antigo e o moderno estabelecelores das
técnicas modernas a partir do conhecimento desddeaio longo da
historia da sociedade.

» Pode apontar possiveis aspectos conceituais bistoda matematica
gue dificultam a aprendizagem dos estudantes.

» Ajuda a explicar o papel da mateméatica na sociedade

 Faz da matemética um conhecimento menos assusfzdar 0s

estudantes e para comunidade em geral. (FAUVEL apENDES,
2006, p.86)

Como pontos negativos devemos considerar primeirsme fato da sequéncia ter
sido aplicada em um unico dia, pois realmente aalarnos com os alunos que é muita
informacédo e muito detalhe para prazo tdo reduzgto. inclusive gerou uma certa
frustacdo ao percebermos que a questdo 18, ummaalasmportantes do trabalho, foi
pouco compreendida pelos alunos, levando muitossdeldeixa-la em branco. Em
segundo lugar lembramos que esta atividade focaghdi no final do semestre letivo e
que os alunos estavam também preocupados com weaspiioais, o que pode ter
influenciado na dedicacao, principalmente em redeoa Ultima atividade (método do
polindbmio) e o questionario final.

Sugerimos aos professores que irdo adotar estérsgguque divida ao longo das
aulas os métodos utilizados, pois os achamos ecogformacéo para o entendimento
do conceito de derivadas.

Por fim, acreditamos que este trabalho tenha sglagy como motivador para a
continuidade de nossa pesquisa relacionada aodedsirCalculo, o que pretendemos

fazer em futuros estudos, agora com o conceitotégracao.
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