Modelagem Matematica de Sistemas Epidemiolégicos:
Um Modelo SEIR para o sarampo

Rafael Gustavo Alves rafael.gustavo @aluno.ufop.edu.br
Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro Preto, MG, Brazil

Monique Rafaella Anunciacio de Oliveira monique @ufop.edu.br

Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro Preto, MG, Brazil

Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os modelos epidemiolégicos compartimentais,
iniciados pelo modelo SIR, proposto por Kermack e McKendrick, dentre outros dele derivados
(SEIR, SITR, SEQIJR). Apresentamos também a formulagdo de um modelo SEIR para o sarampo,
analisando qualitativa e quantitativamente o seu comportamento.
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1 Introducao

Estudos epidemioldgicos investigam a transmissdo de uma doenca e de seus
agentes causadores. Nesses estudos, a modelagem matematica pode ser uma fer-
ramenta de suporte fundamental, na qual se propde a traducdo de uma situacdo
real para um problema matemadtico, que € resolvido interpretando suas solugdes
numa linguagem mais préxima da realidade [3]. Para os modelos epidemioldgicos,
eles devem ser capazes de descrever a dinamica de transmissao de uma doenga ou
de um agente patogénico, tornando possivel analisa-los qualitativa e quantitativa-
mente, fornecendo parametros de suporte e auxilio no planejamento, elaboragdo e

implementacgdo de a¢des de controle.

A segunda secdo deste trabalho apresenta um estudo e caracterizacdo do
modelo SIR e de alguns modelos epidemiolégicos compartimentais. O modelo
SIR foi originalmente apresentado por Kermack e McKendrick para descrever,
matematicamente, a dinimica de uma epidemia de peste bubdnica ocorrida na

India, no inicio do século XX e, a partir dele, diversas outras variagdes surgiram,
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para atender a outras finalidades e necessidades, como por exemplo o tratamento

das doencas, o isolamento social e a quarentena [6)].

Na terceira se¢do propde-se um modelo SEIR para o sarampo, que € uma
doenca infecciosa e altamente contagiosa, causada por um virus do género Morbil-
livirus da familia Paramyxoviridae, cuja infecc@o é transmitida de pessoa a pessoa
por via respiratdria e que, recentemente, eclodiu em surtos em todas as regides
do pais [4], [8]. Além de conceituar, descrever e representar 0 comportamento
dindmico do modelo epidemioldgico para o sarampo, analisa-se qualitativa e quan-
titativamente esse comportamento. Para encerrar, sdo explicitadas as consideracoes

finais.
2 Modelos Epidemiologicos

2.1 O Modelo SIR

Proposto por Kermack e McKendrick em um artigo publicado em 1927, o SIR
¢ um modelo baseado em compartimentacdo dos individuos, em que a populacdo a

ser estudada € dividida em trés classes [1]]:

1. Suscetiveis (S): representa a parcela da populacdo que ndo apresenta imuni-
dade ao agente infeccioso, podendo contrair a doenga através de contato com

individuos infectados;

2. Infectados (/): representa a parcela da populacdo que contraiu a doenca e

pode transmiti-la aos individuos suscetiveis, e;

3. Recuperados (R): representa a parcela da populacdo que contraiu a doenca,

se recuperou e adquiriu imunidade contra sua reinfeccao.

No modelo SIR, cada individuo pode pertencer a apenas uma das classes,
embora possa ser realocado em outra classe ao longo do tempo. A Figura[I] mostra
o diagrama compartimental para o modelo, no qual as flechas indicam a direcdo de

realocagdo dos individuos entre as classes.

Desta forma, podemos analisar o comportamento da quantidade de individuos

em cada uma dessas classes ao longo do tempo. Sejam N a populacdo total a
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Figura 1: Fluxograma para o modelo SIR

Fonte: Autor.

ser analisada, S(t), I(t) e R(t) o nimero de individuos no tempo ¢ nas classes
suscetivel, infectado e recuperado, respectivamente. Sejam /3 a taxa de contato entre
individuos das classes suscetivel e infectado e « a taxa de individuos infectados
que se recuperam da doenca, em que « ¢ [ sdo constantes positivas. A taxa de
variacdo da quantidade de individuos em cada uma das trés classes € descrita pelo

sistema de equagdes diferenciais (I):

S = —pSI
I' = BSI—al (D
R = ol

emque S’, I' e R representam, respectivamente, as taxas de varia¢do da quantidade
de individuos suscetiveis, de individuos infectados e de individuos recuperados ao
longo do tempo. Além disso, considera-se que a populagdo total serd constante, de
forma que N = S + [ + R em qualquer instante ¢. Para padronizar a notago, toda

f' ird representar a taxa de varia¢do de f no tempo.

Vale destacar que, no sistema (I)), o sinal de “menos” presente na equagdo
de S’ representa que uma parcela de individuos suscetiveis contrai a doenca e se
desloca para a classe de infectados, enquanto na equacdo de I’ representa que uma
parcela de individuos infectados se recupera da doenga e se desloca para a classe
de recuperados. Por outro lado, o produto S7 em ambas as equagdes representa o

encontro entre individuos das respectivas classes.

Sendo N constante, € possivel determinar o valor de R quando S e [ sdo

conhecidos, de forma que o sistema (I)) pode ser simplificado em apenas duas
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equagoes:

S = —BSI
I' = (8S—a)l )

cujas condigdes iniciais sdo dadas por S(0) = Sy > 0, 1(0) = [, > 0e R(0) = 0.

Devido a ndo linearidade do sistema de equacdes diferenciais (2)), ¢ impossivel

resolvé-lo analiticamente, de forma que seu comportamento deve ser analisado

qualitativamente. Levantamos aqui algumas observacdes e consideragdes impor-

tantes:

(a)
(b)

(c)

(d)

(e)

®

o sistema biol6gico apenas faz sentido para S(t) e I(¢) nao negativos;

caso S(t) = 0 ou I(t) = 0, a dindmica do sistema se encerra, uma vez que,

em quaisquer dos casos teremos S’ = 0;

Se S e I sdo ndo-nulos, entdo, S" < 0 para todo ¢, enquanto I’ > 0 apenas
quando S > «/f3;

I € crescente quando S > «a/[3, portanto, como S € decrescente, I eventu-
almente atingird um ponto de maximo quando S = «//f e ird decrescer até

atingir zero;

a partir de (d), se So < «/f3, I decresce para zero, ndo caracterizando uma
epidemia, por outro lado, se Sy > «/f3, o sistema se comporta como descrito

em (d), caracterizando uma epidemia;

assim, podemos definir Ry = 35,/ «, chamado de nimero bésico de repro-
ducgdo, como sendo o nimero de infec¢cdes geradas por um tnico individuo
infectado introduzido em uma populacio totalmente suscetivel de tamanho
Sp. Esse nimero bésico de reprodugdo representa um limiar que determina se
o comportamento de um sistema serd epidémico ou nao e pode ser encontrado
quando a taxa de varia¢io da populag¢io de infectados € nula, ou seja, I’ = 0.
Dessa forma, se 93y < 1, a doenga se extingue, enquanto que, se Ry > 1,

haverd uma epidemia;
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(g) o periodo ao qual um individuo infectado pode transmitir a doenga, chamado

periodo infeccioso, corresponde a fragéo 1/, conforme [[1]] explica.

A partir dessas observagdes, podemos analisar o sistema (2)) por meio da relagio
entre as taxas de variagdo da quantidade de individuos infectados e suscetiveis,
dado por:

dl (S —a)l dl a

Integrando (3)) em relag@o a S, podemos encontrar as curvas do plano (S, I),
que sdo dadas por:
1:—S+%ms+c

em que c € uma constante arbitrdria de integracdo, determinada a partir das condi-

¢oes iniciais do sistema, ou seja,

C:S()—{—[U—%IHSO.

Assim, podemos descrever as curvas do plano (S, I) como a fungéo (4):

xd&nzs+1—%ms (4)
em que V(S, 1) = ¢ para uma dada condigdo inicial do sistema. Vale salientar
que, conforme ¢ — 00, a populacdo de individuos infectados I/, = tlim I(t) =

o
0 enquanto a populagdo de individuos suscetiveis serd S,, = tlim S(t) > 0,
—00

indicando que parte da populagdo ndo serd infectada.

A partir de ] podemos descrever uma relagio de igualdade entre as condigdes
inicial e final das curvas, ou seja, V' (S, I) = V (S, 0) quando, em uma popula-
¢do de tamanho K introduz-se um nimero pequeno de individuos infectados, de

forma que Sy ~ K, Iy =~ 0 e Ry = 5Sy/ . Essa relagéo é dada por:

0] «
K——=—InSy=5, —=InS5,
g g

que pode ser reescrita em termos de Ry como uma relacio final entre os tamanhos
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da populagdo:
Soo
IHSO—IDSOO:%() [1—?] (5)
Outro fato relevante de se notar € que o valor méximo de / em cada uma das
curvas dadas pela func¢@o (4) continua a ser atingido quando S = «//3. Dessa

forma, integrando (3)), temos:

Lfdl ::Lét(—14—§%)ds

I(t) — I :-ﬂ@+%mao+&—%m&

de forma que, para S(t) = «/[3, obtemos:

%M:&+h—%+%(m%—m&). (6)

Agora, vamos analisar um problema-exemplo proposto por [1]], “A Grande
Peste de Eyam™: situada perto da cidade de Sheffield, na Inglaterra, a vila de
Eyam sofreu um surto de peste bubonica entre 1665-1666 cuja fonte acredita-
se ser a Grande Peste de Londres. De uma populacao inicial de 350 pessoas,
apenas 83 sobreviveram a peste. De acordo com [1]], a Peste de Eyam tem sido
utilizada como estudo de caso de modelagem devido aos seus registros, que foram
preservados. Ainda de acordo com [1]], essa andlise deve ser feita no periodo entre
meados de maio e meados de outubro de 1666, medindo o tempo em meses com
uma populacdo inicial de 7 infectados e 254 suscetiveis e uma populacgdo final
de 83 individuos. As populacdes de suscetiveis e infectados ao longo do periodo

analisado sdo mostradas na Tabela[Il

A partir dos dados Sy = 254, Iy = 7 e Sy = 83 e da relagdo (5) obtemos
B/a = 6,46 x 107 e a/3 ~ 155. Segundo [1]], o periodo infeccioso da Peste de
Eyam foi de 11 dias, o que equivale a 0,3667 meses, de modo que, encontramos

a = 2,73 e, consequentemente, 5 = 0,0178.

Com os pardmetros « e ( determinados, a partir de (6) encontramos uma

estimativa de 30,44 para o nimero maximo de infectados em Eyam, além disso,
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Tabela 1: Dados da Peste de Eyam
Data (1666) Suscetiveis Infectados

3/4 Julho 235 14,5
19 Julho 201 22
3/4 Agosto 153,5 29
19 Agosto 121 21
3/4 Setembro 108 8
19 Setembro 97 8
4/5 Outubro  desconhecido desconhecido
20 Outubro 83 0
Fonte: [11]]

com base nesses dados, podemos determinar ¢, obtendo V' (S, I) ~ —586. Com
esse valor, a curva do plano de fase S x [ pode ser definida, conforme Figura
As Figuras [3] e ] representam as populagdes de suscetiveis e infectados ao longo

do periodo analisado, respectivamente.

Figura 2: Plano S x [ para a Peste de Eyam
it
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Fonte: Autor.

Conforme as Figuras e 4, podemos visualizar como as populagdes de

suscetiveis e infectados se relacionam: da populacao inicial de 254 individuos
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Figura 3: Evolugdo temporal do niimero de suscetiveis em Eyam
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Fonte: Autor.

Figura 4: Evolucdo temporal do nimero de infectados em Eyam
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Fonte: Autor.

suscetiveis e 7 individuos infectados, o contato entre os individuos dessas duas

classes diminuiu a populagdo de suscetiveis enquanto a populacao de infectados

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 77



RMAT: v.2 pp:78{100]2021 Universidade Federal de Ouro Preto

aumentou, até atingir o seu pico de aproximadamente 30,44 infectados. A partir
desse momento, ambas as populagdes de suscetiveis e infectados diminuiram, até
que a populagdo de infectados se extinguisse, acabando com a proliferacdao da

peste.

Assim sendo, com base nos graficos apresentados, € possivel averiguar que as
previsdes do modelo SIR proposto estdo muito proximas aos dados da Peste de
Eyam. Entretanto, conforme [1]] explica, nesse modelo-exemplo, assumimos que a

infec¢do € transmitida diretamente entre as pessoas, o que nao ¢é a realidade.

2.2 O Modelo SIR com Taxas de Contato Gerais

No modelo dado pelo sistema (2)), consideramos que a taxa /3 de contato entre
individuos das classes suscetivel e infectado € constante. Entretanto, para certas
doengas ou para uma populagdo com uma quantidade moderada de individuos,
essa consideragdo nao corresponde com a realidade. De forma a aproximar essa
taxa a realidade, podemos determinar o valor de 5 em fun¢do do tamanho total da

populacdo.

Para isso, podemos assumir que, em média, um individuo qualquer da popula-
¢do faz C(N) contatos num determinado instante, com C'(N) > 0, de forma que,

podemos definir

De acordo com [1]], é razoavel assumir que /3’ (N) <0, a fim de expressar a
ideia de que haverd, em algum instante, uma saturacdo do nimero de contatos.
Sendo assim, podemos definir a acdo de incidéncia em massa como sendo C'(N) =
NpB(N). Derivando a expressdo para a a¢do de incidéncia em massa C'(N), em
que C'(N) > 0, obtemos que

N
5N+ NF(N) 20 = gy > -2 )

Por outro lado, uma vez que o tamanho da populacio total influencia no modelo,

€ necessdrio que a dinamica para a populagio total seja incluida no sistema. Para

isso, devemos fazer a distin¢do entre os membros da popula¢do que morrem devido
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a doencga e aqueles que se recuperam e adquirem imunidade contra a reinfec¢ao.
Sendo f a fracdo de ol membros da classe de infectados que se recuperam e a
fracdo (1 — f) de ol membros da classe de infectados que morrem em decorréncia

da doenga, obtemos o modelo dado pelo sistema (8])

S" = —B(N)ST
I' = B(N)SI—al ®)
N = —(1-f)al.

Embora R’ = fal, podemos determinar a quantidade de individuos recupe-
rados conhecendo-se N, S e I a partir da relacdo N = S + [ + R. Vale ressaltar

que, se f = 1, o sistema (8)) se reduz ao sistema (1)).

Assim como foi definido para o sistema (I), podemos definir o nimero bésico
de reprodugdo Ry = K[(K)/a, como sendo o nimero de infecgdes geradas por
um unico individuo infectado introduzido em uma populagdo totalmente suscetivel
de tamanho K para o sistema (8). Além disso, podemos definir R* = S3(N)/a,
como sendo o nimero de infec¢des secunddrias causadas por um tnico individuo
da populagdo que se torna infeccioso no tempo ¢, de modo que, se R* < 1, a

epidemia ird se extinguir.

Podemos entdo analisar o comportamento de R* a partir de sua derivada com

relagdo ao tempo. Assim, a partir de (7)) e (8) temos

S'B(N) + S5 (N)N'

R) = -
_ —BN)SI - B (N)(L— flasSI
—B*(N)SI + %N)(l — flasSI
= «Q
—B(N)ST (1-fla

Dessa forma, (R*)’ < 0se NB(N) > a(1 — f) ouse R* > (1 — f)S/N, ou

seja, enquanto R* > 1, ele ird decrescer até que, eventualmente, R* seja menor do
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que 1, extinguindo a epidemia.

2.3 O Modelo SEIR

Em varias doencas, existe um periodo de incubagdo, em que, antes de se
tornar potenciais transmissores, os individuos recentemente infectados tem baixo
potencial para transmitir a doenca. Nos casos em que esse periodo de incubagdo é
relativamente longo, ele pode influenciar significantemente as predicdes do modelo
SIR. A fim de considerar essa condi¢do, podemos inserir uma nova classe £ ao
modelo, dos individuos nos quais a doenca estd em periodo de incubagio, obtendo
o modelo com os compartimentos S, F, I, R, cuja populacio total é dada por
N=S+FE+I+R.

Seja k a taxa de individuos que passam do periodo de incubacio para a trans-

missdo da doenga, entdo o sistema de equagdes diferenciais (I)) pode ser escrito na

forma:
S" = —B(N)SI
E' = B(N)SI—kFE 9
I' = kE—al
N = —(1-f)al.

Novamente, o valor de R pode ser determinado quando se tem S, FE, [ e N

conhecidos. A Figura[5|mostra o diagrama compartimental para o modelo.

Figura 5: Fluxograma para o modelo SEIR

Fonte: Autor.

Para analisarmos o modelo dado pelo sistema (9)), podemos considerar as clas-
ses I e F/ como uma unica classe I, contabilizando todos os individuos infectados
independente se eles podem ou ndo transmitir a doenga. Além disso, assumindo

um fator €5 de redugdo da infectividade no periodo de exposic@o, o sistema (9)
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pode ser simplificado ao sistema ((10))

S = —B(N)S( +¢xE)
E = B(N)S(I +¢pE) — kE (10)
I' = kE—al.

Para esse modelo, o nimero basico de reproducgdo serd definido quando ambas
I'=0e E' = 0. Dessa forma:

I'=0 & kE—al=0

& ol =kE
k:E
=2
«Q

Substituindo I em E’ = ( temos:

E'=0 & B(N)S

(TEEE)

Portanto, considerando uma populacgdo totalmente suscetivel de tamanho /K
para o sistema (I0), 2R, serd dado por:
KB(K) KB(K)

%0: o + g 2

2.4 Modelos com Tratamento

Uma das formas possiveis de tratamento para algumas doencgas € a vacinagao
contra a infec¢do. Para doencgas como a gripe, por exemplo, € comum campanhas
de vacinagdo antes de um surto epidémico. Entretanto, podemos ponderar que
parte dessas vacinacgdes sdo, na realidade, efetivas, diminuindo tanto a taxa de

infec¢do quanto a infectividade de um individuo vacinado que contrair a infeccao.
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Vamos considerar que exista algum tratamento ap6s um individuo ser infectado
e que 7' representa a quantidade de individuos em tratamento. Podemos supor
que uma fragdo 7y de individuos infectados seja selecionada para o tratamento, que
o tratamento diminua a infectividade do individuo em uma fragdo § > 0 e que
a taxa com que os individuos se deslocam da classe de tratamento para a classe
dos recuperados seja 1. Dessa forma, o modelo SITR serd dado pelo sistema de

equagdes diferenciais (T)):

S" = —B(N)S[I+T]

I' = B(N)S[I+6T] — (a+)I (1)
T = ~I—nT

N = == flol = (1= fr)nT

em que (1 — f7)nT representa os membros da classe de tratamento que morrem

em decorréncia da doencga.

A Figura [l mostra o diagrama compartimental para o modelo.

Figura 6: Fluxograma para o modelo SITR

Fonte: Autor.

Para esse modelo, o nimero basico de reproducgdo serd definido quando ambas
T' =0eI' = 0. Dessa forma:

T =0 & v[—yT=0

&S vl =0T
T

e =1
Y

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 82



RMAT: v.2 pp:83{100]2021 Universidade Federal de Ouro Preto

Substituindo 7 em I’ = 0 temos:

I'=0 & ﬂ(N)S(ng(ST)—(OML’y)g:O
& 5(N)S<%+6)T:(a+7)%
& B(N)S <2+5)=(a+7)%
_ BIN)Sy (n
- m“_w+vM(v+5)'

Portanto, considerando uma populacgdo totalmente suscetivel de tamanho /K
para o sistema (1 1)), 93, serd dado por:

BU)K | 098(K)K

Ry = .
T a+tqy (a@+7)n

2.5 Modelo com Quarentena-Isolamento

Embora os modelos (2) e (8) sejam uma boa representacio para um sistema
epidémico, uma epidemia real difere consideravelmente desses modelos. Dentre as

diferencas, podemos destacar:

(a) Mudanca de comportamento da populagcdo para evitar locais propensos a

contrair a infec¢ao;
(b) Campanhas publicas de vacinacdo para parcela da populacdo mais vulnerdvel;
(c) Tratamento e isolamento da populacio infectada;

(d) Anélise da populagdo de risco, gerenciando um sistema de quarentena de

individuos com alto potencial de contrair a infeccao;
(e) Contaminacao assintomatica;

(f) Isolamento problemaético, entre outros.

Segundo [[1], uma epidemia de Sindrome Respiratoria Aguda Grave (SARS)

em 2002-2003 chamou a atencao para generalizag¢des reais que devem ser levadas
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em consideracdo na modelagem de epidemias, como as diferencas pontuadas

acima.

Dessa forma, para modelar um sistema epidémico a partir do momento que sao

tomadas certas medidas de controle, podemos fazer as seguintes consideracoes:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

€y

(h)

@)

Individuos expostos a infec¢do podem se tornar infectantes com uma infecti-

vidade reduzida por um fator € ;

Duas novas classes sdo criadas: () para os individuos em quarentena e .J para

os individuos em isolamento;

Individuos expostos nao isolados se tornam infectantes a uma taxa x1;

Individuos expostos sdo colocados em quarentena a uma taxa ;. Apesar de

ndo ser perfeita, a quarentena reduz a taxa de contato por um fator £¢;

Embora em isolamento, individuos da classe J transmitem a infec¢do com

um fator de infectividade ¢ ;

Individuos infectantes s@o diagnosticados a uma taxa ~s;

Individuos em quarentena sao monitorados e, ao desenvolverem os sintomas,

a uma taxa K9, sdo imediatamente isolados;

Individuos infectantes deixam a classe de infectados a uma taxa o e, desses,

uma fragdo f; se recupera;

Individuos isolados deixam a classe de isolamento a uma taxa as e, desses,

uma fragdo f5 se recupera.

Com essas consideragdes, obtemos o modelo SEQIJR, descrito pelo sistema
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(12):
S" = —B(N)SlepE +epeqQ +1+¢,J]
E' = B(N)SlepE +epeqQ + 1 +esJ] = (ka + n)E
Q' = MmE—rQ (12)
I' = KiE— (a1 +y)I
J' = kaQ+ vl —asJ
N = —(1—fi)al —(1— fo)asJ

em que N’ substitui a equagdo R’ = fia I+ foanJ. Além disso, vale salientar que,
V1 € Y2 sdo parametros de controle, ¢ € € ; dependem dos processos de quarentena
e isolamento, enquanto os demais parametros dependem da doenca ou infecc¢ao

analisada.

A Figura[/|mostra o diagrama compartimental para o modelo.

Figura 7: Fluxograma para o modelo SEQIJR

Fonte: Autor.

Quando tomamos o sistema @) antes das medidas de controle serem aplicadas,
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ouseja, vy =Y = ke =y = fo =0e @ = J =0, o modelo se comporta como
o sistema (10).

Para esse modelo, podemos definir o nimero de reproducdo de controle ‘R,
como sendo o nimero de infec¢des secunddrias geradas por um unico individuo
infectado introduzido em uma populagao totalmente suscetivel com as medidas
de controle aplicadas, descrevendo assim, o inicio do reconhecimento de uma
epidemia. Nesse caso, esse niimero serd definido quando I' =0, Q' =0, J ' =0e

E’ = 0. Dessa forma:

I'=0 & mE— (a1 +73)=0
& (061 +’}/2)[ =mkb
:‘ilE

& = ,
a1+ 72

Q=0 & NE—-rQ=0

& k) =mE
E
~ Q: La
R2

J =0 =4 /ﬁ?QQ‘i"'}/QI—OégJ:O

= OéQJ = RQQ + 72[
KoQ + Y2l
(6] '

& J=

Substituindo [ e @ em J', temos:

nE L Yok1 B

J = )
Qo as(ag + 72)

Em E’ = 0 temos:

B(N)SlegE +ecgeq@ + I +¢e5J] — (k1 +71)E = 0.
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Substituindo 1, () e J, obtemos

k1 E e E ek
1 +J% n JV2R1

FE
B(N)S [5EE + 6E5Q% +

= (k1 +m)E,
K2 a1 + 72 Q9 @2(a1+72)} (k1)

donde segue que

EEEQM K1 M €172k
+ +
K2 a1 + Y2 (0%) as(ag + 72)

B(N)S [5E + } E= (k1 +m)E,

€, consequentemente,

N)S cRe K € €Yok
%c:ﬁ() {EEJFEQ%Jr R Y 1) }

K1 +m Ko ay + Y2 Qo as(ar + 72)

Portanto, considerando uma populacao totalmente suscetivel de tamanho K
para o sistema (12) e tomando D; = v, + k1 € Dy = ¥5 + oy, R, serd dado por:

_ 5EKﬁ<K)+K6(K)/‘€1+€Q€EK/8<K)")/1+€]K/B(K>K}1’}/2+€JK6(K)71'

R
D1 DlDQ D1/€2 CM2D1D2 a2D1

3 O sarampo

O sarampo € uma doenca infecciosa altamente contagiosa, causada por um
virus do género Morbillivirus da familia Paramyxoviridae [4], [8]. A infeccao é
transmitida de pessoa a pessoa por via respiratdria, por meio das secre¢des nasais e
bucais, e pode ter agravamentos com risco de morte, principalmente em grupos de

faixas etdrias mais jovens com baixas condicdes sociais e nutricionais [4], [10].

Com um periodo de incubagdo variando entre 8 e 12 dias, o sarampo € carac-
terizado por febre alta, tosse, coriza, conjuntivite, manchas de Koplikﬂ e irritacao
na pele com manchas vermelhas, sendo capaz de afetar multiplos sistemas no
corpo e causar diversas complicacdes, entre elas: pneumonia, otite média aguda
(infec¢des de ouvido), encefalite aguda, laringotraqueobronquite, diarreia, além de

complicagcdes neuroldgicas e oculares [13]].

Embora seja uma doenca de facil contdgio, € imunoprevenivel e passivel de

"Manchas de Koplik sdo lesdes de 2 a 3 mm de didmetro, discretamente elevadas, de cor branca com base eritematosa,
localizadas na regido interna da mucosa oral (bochechas), ao nivel dos dentes pré-molares.
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erradicac¢do, sendo a vacinacao contra o sarampo, dada em duas doses, uma das
intervencoes na area de satide com melhor efici€éncia econdmica ja desenvolvidas
[4], [13]. Para estimar a cobertura das primeira e segunda doses de vacinacdo
contra o sarampo, anualmente, a Organizacdo Mundial de Saude (OMS) e o Fundo
das Nagoes Unidas para a Infancia (UNICEF) coletam dados fornecidos pelos
paises, que sdo utilizados para avaliar o progresso no combate e erradicacdo da
doen¢a no mundo [13]]. Em ndmeros, para atingir o objetivo de eliminagdo da
doenga, € necessario pelo menos 95% de cobertura da vacinacio, em duas doses,
contra o sarampo [9], [12]. No Brasil, a profilaxia do sarampo estd disponivel
em trés apresentacoes diferentes: dupla viral (sarampo e rubéola), triplice viral
(sarampo, caxumba e rubéola) e tetra viral (sarampo, caxumba, rubéola e catapora)
e a escolha adequada da vacina é determinada pelo profissional da satide, de acordo

com a idade ou situacao epidemiolc’)gicaﬂ

Apesar dos esforcos e das agdes tomadas para a eliminacao, a erradicacao e
a diminuicao nas taxas de letalidade e mortalidade do sarampo, a desnutri¢ao, a
idade jovem na infeccdo, aglomeragdes, deficiéncia de vitamina A, deficiéncia
imunoldgica, a falta de cuidados médicos, falta de conscientizag¢do ou acesso limi-
tado no recebimento das vacinas, crises politicas, desinformacdo sobre vacinas e,
principalmente, a falta de vacinacdo, sdo fatores que contribuem para o surgimento

de surtos epidemioldgicos e para o aumento de fatalidades [12], [13]].

Embora declarada eliminada e erradicada na América Latina em 2016, novos
casos da doencga foram reportados, em meados de 2017, na Venezuela e, seguindo
o fluxo migratorio, devido a crise em que o pais jd se encontrava na época, paises
vizinhos, incluindo o Brasil, também reportaram casos da doenca. Ainda que o
virus tenha entrado no Brasil através de migrantes venezuelanos, o baixo nimero
de brasileiros vacinados foi fator ponderante para que a doenca se espalhasse, prin-
cipalmente, na regido Norte, que reportou mais de 96% dos 2801 casos registrados
entre janeiro e novembro de 2018 no pais, que em margo de 2019 perdeu sua

certificacdo de erradicacdo da doenca [8], [[LO].

Em abril de 2019, novos casos, importados da Ilha de Malta, foram registrados

2Conforme divulgacdo do Ministério da Satde. Disponivel em: |https://www.saude.gov.br/
saude—de-a-z/sarampo, Acesso: 22 maio 2020.
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em Sao Paulo e, no més seguinte, os primeiros casos de transmissao local foram
confirmados [10]. Atualmente, além da crise epidemiolégica da COVID-19, o
Brasil permanece com surto de sarampo nas cinco regides, com casos confirmados
em 19 estados e no Distrito Federal, com os estados do Para, Rio de Janeiro, Sdo
Paulo, Parana e Santa Catarina concentrando o maior nimero de casos confirmados

da doenga, totalizando 3175 casos e 2 6bitos [S].

Ainda que ndo haja ddvidas de que a baixa cobertura em vacinagdo seja uma
das principais causas que levou ao surto de sarampo no pais [[10], a Secretaria de
Vigilancia em Sauide propde algumas recomendacdes no enfrentamento a doenga,
nas quais destacam-se o fortalecimento de recursos humanos dos sistemas de
Vigilancia Epidemioldgica do sarampo, refor¢ando as equipes de investigacao de
campo para garantir a investigacao oportuna e adequada dos casos notificados,
medidas de prevencdo de transmissao respiratéria (isolamento domiciliar, higiene
das maos com dgua e sabdo e/ou dlcool em gel, etc.), fluxo de informacao sobre os
casos notificados e em investigacao, viabilizando o planejamento de acdes, planos

municipais e estaduais para o enfrentamento da doenga, entre outros.

Como forma de auxiliar no planejamento e implementacdo de acdes que
possam impactar positivamente na luta contra o sarampo, um modelo matematico
para descrever a dindmica de transmissdo da doenca, baseado nos modelos de

compartimentacao dos individuos € proposto a seguir.

3.1 Modelo Matematico

Seguindo as premissas de [11] e [15], um modelo matematico deterministico
e compartimental, para descrever a dindmica de transmissao do sarampo, € apre-
sentado a seguir. Para descrever o modelo de equacdes, a populacao é dividida
em quatro classes: suscetiveis (5), expostos (F), infectados (I) e recuperados
(R). Para melhor compreender o comportamento dessas classes, deve-se analisar a

dinamica de crescimento e decrescimento de cada uma delas.

Considerando o sistema com uma dindmica vital com taxa de natalidade 7 e
mortalidade y, nascimentos representam um aumento da populagdo suscetivel, do

qual uma parcela v desses novos individuos serd vacinada e ird adquirir imunidade
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contra a doenga. Por outro lado, o contato entre individuos suscetiveis e individuos
infectados diminui essa populag¢do a uma taxa efetiva (3; esses individuos passam a
representar a populagcdo exposta. Dessa populagdo exposta, os individuos comegam
a desenvolver os sintomas a uma taxa « e sao realocados na classe de infectados.
A classe de infectados ¢ composta pela fracdo o de individuos expostos que
apresentam os sintomas e, dessa populacdo infectada, uma parcela se recupera a
uma taxa -y, enquanto uma frac@o ¢ ird morrer em decorréncia da doenga. Assim,
a populacdo de recuperados serd composta pela fracdo v dos novos individuos
efetivamente vacinados juntamente com a parcela ~y de infectados que sobrevivem

a doencga.

Para representar esse comportamento dindmico das quatro classes de populacdo,

temos o seguinte sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem:

S" = (1—wv)np—pSI—puS

E = BSI—(a+p)E (13)
I' = aE—(v+0+p)l

R = wn+~I —puR

em que o produto ST representa o contato entre individuos suscetiveis e infectados.

A Figura (8) mostra o diagrama compartimental para o modelo.

Figura 8: Fluxograma para o modelo SEIR do sarampo com Dinimica Vital

Nascimentos e Migragéo v

(u+a)l PR

Obitos

Fonte: Autor.
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3.2 Analise Qualitativa do Modelo

A andlise qualitativa de um sistema de equacdes diferenciais consiste em
determinar os pontos de equilibrio do sistema e verificar sua estabilidade. Segundo
[11] e [14], os pontos de equilibrio do sistema sdo os pontos P, = (S, E, I, R)
que satisfazem a condi¢do (S, E', I', R') = (0,0, 0, 0). Dessa forma, com auxilio
computacional do software GeoGebra, determinou-se os pontos de equilibrio para
o sistema (I3): um correspondente ao equilibrio livre da doenga e outro a extingéo

da populagdo. Focaremos apenas no primeiro caso, em que:

P, = (M,o,o,@) . (14)
1t 1t

Para verificar a estabilidade do estado de equilibrio livre da doenga, devemos

determinar a Matriz Jacobiana do sistema @[), que € dada por:

—(BI + p) 0 —BS 0
I — S
J— B (o + p) B (15)
0 « —(y+d+p) O
0 0 gl —p
e avaliar os autovalores da matriz no ponto de equilibrio (14), dada por:
1—
L 0 _A-vhn
(1-v)8
—v)Bn
Jp)y=|0 —(atp — (16)
0 « —(y+d64+p) 0
0 0 gl —p

Os autovalores da matriz (T6) sdo as raizes do polindmio caracteristico associ-

ado, que € dado por:

(A —v)aby
1
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cujas raizes s3o A\; = \y = —p e as raizes de

(1-— v)aﬁn'

N4+ 2uta+y+0)A+ (a+p)(y+6+p) — (17)

De forma geral, conforme [14]] explica, se a parte real de todos os autovalo-
res da matriz J(P,) for negativa, entdo P, é assintoticamente estdvel. De fato,
Re(A\) < 0e Re(\2) < 0, porém, de temos A3+ = —(2u+a+vy+9) <0,
o que implica que devemos ter A3 - Ay, > 0 para que a parte real de ambos seja
negativa. Por outro lado, temos

As-A4=(a+u)(v+5+u)—w,

(18)
o que torna dificil determinar se \3 e A4 t€m parte real negativa. Para contornar
esse problema, [[1/] provou que, se o nimero bésico de reproducio do sistema
MRy < 1, entdo o ponto de equilibrio livre da doenca € localmente assintoticamente

estavel.

Seguindo as ideias de [17]], determinou-se o nimero basico de reproducio para
o sistema (I3)), conforme o Apéndice [A] em que:
(1 —v)afn

Ry = . 19
O pla+ ) (v 5+ p) (1%

Como devemos garantir que Az - A, > 0, de temos:

(1 -vapy _,  (=vlafy _

(a+p)(y+d+p) — . 0 . (4 p)(y + 04 p)
(1 —v)apn
watmrorm =
&S Ry<1

e, portanto, o ponto de equilibrio livre da doenga (14)) ¢ localmente assintoticamente

estavel.
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Para ilustrar graficamente o comportamento do modelo (13)), nesta secdo

sdo realizadas simulacdes numéricas, considerando a introdu¢ao de 1 individuo
infectado em uma populagao suscetivel de 1000 individuos. A Tabela 2] apresenta o

conjunto de valores de parametros utilizados para sustentar os resultados analiticos.

Tabela 2: Descricao dos Parametros

Parametro | Simulacdo 1 | Simulacdo 2 | Simulagado 3 Fonte
S(0) 1000 1000 1000 Estimado
E(0) 0 0 0 Estimado
1(0) 1 1 1 Estimado
R(0) 0 0 0 Estimado

v 0,95 0,95 0,60 Estimado
n 0,0136 0,0136 0,0136 CIA®
i 0,0069 0,0069 0,0069 CIA*

g 0,0374 0,0374 0,575 (2]

a 0,678 0,885 0,885 (2]

¥ 0,143 0,143 0,143 [16]

0 0,15 0,15 0,15 (7]

As Figuras (9) e (10) representam, respectivamente, 0 comportamento para os
parametros das Simulacdes 1 e 2. Naturalmente, com as medidas de vacinacdo e a
circulagdo do virus, a populacao suscetivel decresce ao longo do tempo. Por outro
lado, embora o comportamento seja bastante semelhante em ambas as simulagdes,
€ possivel perceber que o aumento da taxa o com que os individuos expostos
comecam a desenvolver os sintomas da doenga acarreta um crescimento do nimero
de infectados e, consequentemente, do nimero de expostos, mais rapidamente.
Isso se deve ao fato de que, ao desenvolver os sintomas em um periodo de tempo
menor, esses individuos tornam-se infecciosos com mais rapidez. Pode-se perceber
também que, além de antecipar o crescimento do nimero de infectados, o aumento

de o também acarreta um pico maior de infeccdes. Além disso, € evidente que

3Taxa de Natalidade estimada para o Brasil em 2020. The World Factbook 2020. Washington, DC: Central Intelligence
Agency, 2020. Disponivel em: https://www.cia.gov/library/publications/the-world-factbook/
fields/345rank.html, Acesso: 06 ago. 2020

“Taxa de Mortalidade estimada para o Brasil em 2020. The World Factbook 2020. Washington, DC: Central Intelligence
Agency, 2020. Disponivel em: https://www.cia.gov/library/publications/the-world-factbook/
fields/346.htmll Acesso: 06 ago. 2020
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a populagdo de recuperados cresce ao longo do tempo, devido a combinagio de

medidas de vacinacgdo e tratamento da doenca.

Figura 9: Simulagao 1

/
1000
— Suscetiveis
8 800
3 — Expostos
>
-] — Infectados
— 600
3 — Recuperados
[¢]
@
£
3 400
=2
200
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7
Fonte: Autor.
Figura 10: Simulacédo 2
/
1000
— Suscetiveis
2 800
3 — Expostos
>
° — Infectados
— 600
3 — Recuperados
o
]
€
3 400
=2
200

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7

Fonte: Autor.

Por outro lado, na Figura (I1), que representa o comportamento para 0s
parametros da Simulagdo 3, em que a taxa v de vacinacdo estd muito abaixo

do recomendado e a taxa efetiva de contato [ € relativamente alta, € possivel
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perceber um crescimento explosivo do nimero de expostos e infectados ja no
inicio da epidemia. Nesse cendrio, a populacdo torna-se mais vulnerdvel a doenca,

ocasionando um pico maior de infec¢cdes em um periodo de tempo mais curto.

Figura 11: Simulagdo 3

/
1000
— Suscetiveis
8 800
3 — Expostos
>
= — Infectados
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o
5]
£
3 400
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200
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0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7

Fonte: Autor.
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4 Consideracoes Finais

Levando em consideragdo a atual situacdo pandémica que o mundo enfrenta
com o coronavirus, € relevante destacar a importancia dos estudos epidemiol6gicos
e todos os seus desdobramentos. Desde o modelo SIR, diversos outros modelos
foram formulados e ajustados, identificando, em cada caso, a melhor afinidade com

os problemas reais.

Dessa forma, atentando-se para as simulacdes do modelo SEIR proposto para
o sarampo neste trabalho, destacam-se duas boas observagdes: a importancia
da vacinacdo, gratuitamente fornecida pelo Sistema Unico de Sadde (SUS) e o
real impacto da taxa efetiva de contato na rapidez de propagacdo da doenca. Vale
ressaltar que, através desse tipo de estudo, relacionando os dados reais e atualizados,
¢é possivel formalizar andlises e ponderacdes que podem fornecer embasamento
para auxiliar no planejamento e implementagdo de agdes no combate e prevengao

do sarampo.
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A Apéndice: Calculo de Ry

A partir da metodologia proposta por [17], € possivel calcular o nimero de
reproducao basal de uma doenga a partir de seu sistema de equagdes diferenciais.
Para isso, € necessario uma distin¢ao entre novas infeccdes e demais transferéncias

na populacgdo entre as classes [14]].

Dessa forma, sejam .%;, ¥, € ¥." as taxas de aparecimento de novas infec¢des
na classe i, de transferéncia de individuos para fora do compartimento ¢ e de
transferéncia de individuos para dentro do compartimento ¢ respectivamente e
V=V — ”I/iJr. De acordo com [17], o nimero de reproducao basal, Ry, € dado
por:

Ry = p(FVT)

em que, F e V representam as matrizes jacobianas de .%; e ¥;, relativas as classes
em que hé individuos infectados, aplicadas no ponto de equilibrio do sistema e

p(A) denota o raio espectral da matriz A.

Considerando o sistema de equagdes diferenciais do modelo SEIR proposto,

dado por:

E' = BSI—(a+uE

I' = aE—(v+0+p)l
S" = (1—v)n—pBSI—puS
R = wn+~I—puR

com condig¢des iniciais ndo negativas, temos:

BSI (a+pE
0 0 I —aF
7 . y_ | to+ml—a
0 v+ BST 4+ puS —n
0 wR —on —~I
1—
Como vimos, o ponto de equilibrio do sistema é P, = (0, 0, m, ﬁ) e,
o M
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portanto, as matrizes F e V sdo dadas por:

0.7 0
oE 0l o d=vbn
F= = I
0Fy 0F, 0 0
OFE  0I
e
0% on
87/2 a% —Q Y + 1) + 1%
oF oI
dai,
vl 1 Y4+0+u 0
(a+p)(y+0+p) a atp)’
e, portanto,
(1 —v)apbn (1 —v)pn
FV7= | plat+p)(y+0+p) ply+d+mp) |,
0 0
cujos autovalores s3o Ay = 0e Ay = (1~ v)afn .
pla+ p)(y+90+p)
Assim, obtemos p(FV ™) = maz{|\], |\2|} = (1 = v)afin
’ ’ ploc+p)(y+0+p)
consequentemente,
_ (A —=wv)apny
* et p)(y+ 0+ p)
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