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RESUMO 
 

 

 
O objetivo deste trabalho é apresentar uma formulação que resolva problemas 

de adensamento considerando o rebaixamento da superfície freática. Portanto, uma 

formulação acoplada baseada no método de elementos finitos foi desenvolvida para 

simular este fenômeno físico. Utilizando elementos isoparamétricos de oito nós para 

aproximar a carga total hidráulica e os deslocamentos como variáveis primárias, a 

formulação é verificada na solução de problemas sob condições transientes de fluxo e 

deformação.O modelo físico utilizado para representar o comportamento tensão- 

deformação é linear-elástico. A redução de permeabilidade devido às poro-pressões 

negativas, é considerada no presente trabalho. O processo de localização da superfície 

freática baseia-se no procedimento de fluxo residual (Desai, 1976 e Bathe,1982) e  

onde sua aplicação é discutida e verificada neste trabalho. Embora seja apresentado um 

esquema iterativo para solução do sistema de equações, neste trabalho o sistema 

algébrico é resolvido utilizando um esquema puramente incremental.São apresentados 

exemplos de validação, onde comparações entre soluções analíticas e numéricas são 

realizadas. Comparações com resultados do programa comercial da GEOSLOPE® 

International Ltd. também são apresentadas no presente trabalho. 
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ABSTRACT 
 

 

 
The objective of this work is to present a formulation to solve consolidation 

problems also incorporating the drawdown of the water table. Thus, a fully coupled 

formulation based on the finite element method is presented for this physical 

phenomenon. Using an 8-node isoparametric element to approximate the hydraulic 

total head and displacements as field variables, the formulation is capable to solve a 

problem under conditions of transient flow - deformation. The model which represents 

the stress-strain relationship is considered to be linear elastic. The hydraulic 

conductivity is considered varying with the negative pressure heads. To the location of 

the free surface, the residual flow procedure proposed by Desai (1976) and Bathe 

(1982) is discussed and its application is verified. Although an iterative scheme is 

recommended to solve the non-linear flow behavior (Hsi and Small, 1992a), in the 

present work this iterative scheme is presented, but only incremental solution 

procedure is implemented. Validation examples that compare numerical and analytical 

solutions are presented. Comparisons with results from the commercial package from 

GEOSLOPE® International Ltd. are also done in this work. 
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CAPÍTULO 1 

 

 

INTRODUÇÃO 

 

 
1.1. CONSIDERAÇÕES GERAIS 
 

O adensamento é definido como um fenômeno que ocorre durante um processo 

de escoamento transitório em que são observadas deformações decorrentes da 

transferência de carga do poro-líquido para o esqueleto sólido, resultando numa 

variação dos campos de tensões e deformações.  

A obtenção de uma solução exata, de forma acoplada, de um problema de 

adensamento considerando condições de contorno e geométricas complexas, é deveras 

complicada. No entanto, uma solução aproximada baseada, por exemplo, no Método 

dos Elementos Finitos (MEF), pode ser obtida com um aceitável grau de precisão dentro 

do ponto de vista da engenharia geotécnica. 

De maneira geral, uma previsão confiável dos movimentos do solo é 

fundamental em qualquer domínio em que seja importante avaliar as deformações do 

meio devido a um carregamento externo aplicado. 

No entanto, além do problema de adensamento devido ao carregamento 

externo aplicado, um outro tipo de solicitação pode ser considerado, como a variação da 

posição do nível d’água. 

Encontram-se na literatura, alguns trabalhos relacionados ao rebaixamento do 

nível d’água em conjunto com um carregamento externo aplicado (Duncan e 

Clough, 1971; Walker e Morgan, 1977; Borja, 1992). Todos esses trabalhos tratam o 

problema de forma desacoplada, ou seja, resolvendo de forma separada o problema de 
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fluxo não-confinado e o problema de equilíbrio estático, em geral relacionado a uma 

escavação. 

Um procedimento totalmente acoplado foi apresentado por Hsi (1992) em que 

o problema de adensamento é resolvido considerando a variação do nível freático 

juntamente com a remoção de tensões do solo devido a um processo de escavação. 

Problemas de fluxo confinado ocorrem quando a variável primária ou sua 

derivada são conhecidas ao longo de todo contorno do domínio do problema. Caso 

contrário, o problema de fluxo é dito não-confinado. Um problema típico de fluxo não-

confinado é o problema de fluxo através de uma barragem de terra homogênea, como 

ilustrado na Figura 1.1. Nesse caso, a superfície freática ao longo da qual a carga de 

pressão é nula e a velocidade de fluxo é tangente pode ser definida no regime 

permanente através da parábola de Kozeny. 

 

Superfície freática

Tapete drenante

 
 

Figura 1.1 - Fluxo não-confinado. (Adaptado de Cernica, 1995) 

 

No entanto, durante um processo de escoamento em regime transiente esta 

superfície deverá ser localizada em cada instante de tempo e condições de contorno 

especiais deverão ser prescritas ao longo dela de modo que a condição de continuidade 

possa ser garantida no domínio do problema. 

Com o desenvolvimento da mecânica computacional, os métodos numéricos 

tais como o Método dos Elementos Finitos (MEF), Método das Diferenças Finitas 

(MDF) e Método dos Elementos de Contorno (MEC) passaram a ter um importante 

papel no estudo de problemas geotécnicos. Assim, problemas de geometria irregular, 

envolvendo anisotropia e não-homogeneidade do meio, fluxo de contorno móvel e 
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problemas tridimensionais passaram a serem resolvidos com razoável grau de 

aproximação. 

No estudo de problemas de percolação em meio poroso podem ser encontrados 

na literatura vários trabalhos envolvendo o emprego de métodos numéricos como o 

MDF (Remson et al., 1965; Jeppson, 1969; Desai e Sherman, 1971; Dvinoff e 

Harr, 1971; Freeze, 1971; Herbert e Zytynski, 1972), o MEF (Zienkiewicz et al., 1966; 

Taylor e Brown, 1967; Finn, 1967; Neuman e Witherspoon, 1971; Desai, 1972; 

Bathe, 1982; Bathe et al., 1982; Cividini e Gioda, 1984; Gerscovich, 1994; Gonçalves, 

1996; Machado Júnior, 2000), e o MEC (Niwa et al., 1974; Cruse e Rizzo, 1975; 

Brebbia, 1978; Banerjee e Butterfield, 1981; Chang, 1981 e 1988; Ligget e Liu, 1984) 

para obtenção de soluções aproximadas. 

Segundo Gioda e Desideri (1988), o procedimento via MEF para o problema 

de fluxo transiente não-confinado pode ser dividido em dois grupos: técnica de malha 

variável e técnica de malha constante (ou malha fixa). Ambos os grupos tratam 

evidentemente da localização da superfície piezométrica variável ao longo do processo 

e muitas vezes denominada de superfície livre. 

A técnica de localização da superfície piezométrica, através do procedimento 

de malha variável, requer um processo iterativo que modifica a geometria da malha de 

modo que parte do seu contorno coincida com essa superfície até que se alcance uma 

solução convergente. 

Segundo Cividini e Gioda (1984), esta técnica é geralmente mais acurada que 

a técnica da malha constante. Entretanto, ela demanda um grande esforço 

computacional uma vez que as matrizes elementares devem ser recalculadas e re-

arranjadas de forma global a cada iteração em que uma nova configuração de malha é 

requerida. A estabilidade da solução do problema utilizando a técnica da malha variável 

foi estudada por Gioda e Gentile (1987). Em casos de geometrias complexas ou mesmo 

quando a superfície livre intercepta mais de um tipo de material, a solução pode se 

mostrar instável (Vargas et al., 1990 e Hsi, 1992). 

Finn (1967) apresentou uma análise de fluxo através de barragens, na qual a 

superfície freática era assumida como a linha de fluxo mais alta. A partir daí uma malha 

de elementos finitos era proposta e o problema era então resolvido para esta 

configuração. Com o resultado deste problema uma nova superfície era encontrada e 
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mais uma vez uma nova configuração de malha era definida e o processo de solução era 

repetido. O processo atingia o regime permanente quando a posição da freática não mais 

se alterava com o passar do tempo. 

Neuman e Witherspoon (1971) apresentaram um novo método de aproximação 

iterativo para problemas de fluxo transiente não-confinado. Tratava-se de um método 

incondicionalmente estável e apenas uma pequena quantidade de incrementos de tempo 

era necessária para se atingir o regime permanente. À malha era permitido contrair-se 

ou expandir-se a fim de acomodar a posição da superfície livre. Este método 

apresentava um certo grau de sofisticação uma vez que era capaz de resolver problemas 

com geometria complicada, heterogeneidade e anisotropia do meio. 

Desai (1972) apresentou um procedimento em que a posição da superfície 

piezométrica era ajustada pelo cálculo do movimento dos nós ao longo desta superfície 

utilizando um esquema iterativo. 

A técnica da malha fixa não requer mudanças na geometria da malha de 

elementos finitos durante o processo de solução (Desai, 1976). Desta forma, o esforço 

computacional é bastante reduzido quando comparado à técnica anterior. 

Uma solução simplificada e aproximada via MEF de uma equação linearizada 

para o fluxo transiente unidimensional foi apresentada por Desai (1973). Tanto o 

rebaixamento quanto a elevação do NA baseavam-se na consideração de um esquema 

indireto conhecido como método de Pavlovsky ou método dos fragmentos (Desai e 

Sherman, 1971; Divinoff e Harr, 1971). 

Cathie e Dungar (1975) apresentaram uma formulação geral, via MEF, para 

solução de problemas de fluxo não-confinado em regime permanente e aplicou-a para 

análise de duas barragens. Nesta formulação, uma relação não-linear de permeabilidade 

versus poro-pressão foi utilizada para simular um fluxo reduzido acima do NA. 

Desai (1976) propôs uma aproximação mais adequada para localização da 

superfície livre baseado em um esquema de fluxo residual. A expressão “fluxo residual” 

advém do fluxo resultante da variação da posição da superfície livre o qual deveria ser 

imposto ao longo desta superfície. A posição correta da superfície piezométrica era 

encontrada quando os potenciais nodais não variavam, considerando-se uma certa 

tolerância, após duas iterações sucessivas. Este método posteriormente foi expandido 
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para problemas tridimensionais em trabalhos de Desai e Baseghi (1988) e Baseghi e 

Desai (1990). 

Um esquema efetivo para problemas de fluxo permanente utilizando malha 

fixa foi proposto por Bathe e Khoshgoftaar (1979). Eles utilizaram um algoritmo de 

permeabilidade não-linear para simular o comportamento do fluxo na zona não-saturada 

acima da superfície livre. 

Bathe et al. (1982) apresentaram um procedimento baseado no conceito de 

fluxo residual para análise de problemas de fluxo não-confinando transiente via MEF. 

Eles propuseram de forma evidente que todo o fluxo liberado pelo solo em função da 

variação da superfície livre deveria ser imposto ao longo desta superfície, possibilitando 

assim, determinar sua nova posição. Adicionalmente, a permeabilidade do solo acima 

dessa superfície, no caso de rebaixamento, deveria ser reduzida em função dos valores 

negativos de poro-pressão que surgem após o rebaixamento. 

Desai e Li (1983), através de uma formulação variacional, apresentaram um 

procedimento de fluxo residual para problemas de fluxo não-confinado em regime 

permanente. Este procedimento envolvia o cálculo de um vetor chamado vetor de 

correção ou vetor residual em que, por um processo iterativo, obtinha-se o valor das 

cargas hidráulicas totais. Uma relação permeabilidade versus poro-pressão também foi 

adotada para considerar o efeito da zona não-saturada acima da superfície piezométrica. 

Em Li e Desai (1983), apresentou-se uma formulação desacoplada para análise de 

problemas de fluxo versus deformação. Uma aplicação para verificação da estabilidade 

de uma barragem foi conduzida. 

Cividivi e Gioda (1984) propuseram uma solução via MEF para problemas de 

fluxo não-confinado transiente. A estratégia era fazer coincidir a superfície piezométrica 

com os lados dos elementos e através de iterações encontravam-se valores mínimos de 

fluxo através dessas superfícies. 

Dos processos existentes para localização da superfície livre, baseados na 

técnica da malha fixa, dois merecem destaque: o esquema de fluxo residual proposto por 

Bathe et al. (1982) e por Desai e Li (1983) (discutido em detalhes no Capítulo 3); e o 

processo de fluxo residual modificado proposto por Cividini e Gioda (1984) muito útil 

em problemas de escavações e empregado nos trabalhos de Hsi (1992), Hsi e Small 

(1992a, 1992b, 1992c e 1993) e Gonçalves (1996). 
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Com relação ao problema do adensamento, a Teoria de Terzaghi (1923) foi a 

primeira teoria consistente formulada para descrever este fenômeno. De forma 

simplificada, Terzaghi considerava basicamente que o fluxo e as deformações ocorriam 

numa única direção, que a tensão total permanecia constante ao longo de todo processo 

e que a relação tensão-deformação do esqueleto sólido era linear e elástica. 

Biot (1941) estendeu a teoria de Terzaghi para a condição tridimensional em 

que deformação e poro-pressão são tratadas como variáveis primárias e obtidas 

simultaneamente em uma única solução considerando uma relação tensão-deformação 

linear elástica. Biot (1955 e 1956) incluiu em sua formulação os efeitos de anisotropia e 

visco-elasticidade. 

Algumas soluções analíticas, baseadas na Teoria de Biot, para problemas de 

adensamento com condições geométricas, de contorno, de drenagem e de carregamento 

simplificadas podem ser encontradas na literatura (Mandel, 1953a e 1953b; Gibson e 

McNamee, 1957; McNamee e Gibson, 1960; Schiffman et al., 1969; e, Gibson et al., 

1970). 

Sandhu e Wilson (1969a) foram pioneiros no emprego do MEF para resolver o 

problema de adensamento utilizando uma formulação variacional. Christian e Bohemer 

(1970) utilizaram o MEF para solução de problemas de adensamento sob condições de 

deformação plana. 

Hwang et al. (1971) compararam os resultados da formulação de Sandhu e 

Wilson (1969a) com as soluções analíticas obtidas por Schiffman et al (1969) e Gibson 

et al (1970). Uma formulação para o problema de adensamento baseado no método dos 

resíduos ponderados foi apresentada por Hwang et al (1972). Neste trabalho, resultados 

de um limitado estudo paramétrico da influência do parâmetro A de Skempton e do 

coeficiente de Poisson no processo do adensamento, foram apresentados. 

Um estudo para o adensamento em meios elásticos, anisotrópicos e 

heterogêneos utilizando o MEF, foi proposto por Yokoo et al (1971). Ghaboussi e 

Wilson (1973) incluíram o efeito da compressibilidade do poro-líquido e do esqueleto 

sólido. Booker e Small (1975) investigaram a estabilidade numérica dos algoritmos de 

integração temporal utilizados na solução do problema de adensamento via MEF. Small 
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et al. (1976) apresentaram uma proposta para o adensamento elastoplástico do solo em 

que o fluxo plástico era definido pelo critério de plastificação de Mohr-Coulomb.  

Sandhu et al. (1977) apresentaram uma análise do desempenho numérico dos 

vários esquemas de discretização espacial e temporal encontrados na literatura. Reed 

(1984) desenvolveu uma técnica para suavizar o erro oscilatório na poro-pressão inicial 

associado à utilização de elementos isoparamétricos quadráticos na modelagem do 

problema de adensamento. 

Richter (1979) empregou o modelo hiperbólico de Duncan e Chang (1970) e 

um modelo elastoplástico baseado no critério de plastificação de Drucker-Prager com 

fluxo não-associado para a análise do adensamento.  

Carter et al. (1979) apresentaram a formulação para o adensamento via MEF 

considerando o efeito da não-linearidade geométrica. Desai e Siriwardane (1981) 

apresentaram dois esquemas de solução para o problema do adensamento não-linear 

adotando o modelo elastoplástico Camclay com fluxo associado.  

Em Prevost (1983) é apresentado um esquema implícito-explícito para 

integração temporal das equações não-lineares do adensamento. Borja (1986) formulou 

variacionalmente o problema do adensamento não-linear e em 1989 apresentou a 

linearização das equações do adensamento elastoplástico a serem empregadas no 

método de Newton. Duas matrizes modulares tangentes são apresentadas: uma 

considerando o modelo elástico perfeitamente plástico com o critério de plastificação de 

Drucker-Prager e fluxo não-associado e outra considerando um modelo elastoplástico 

com endurecimento linear e critério de plastificação de Von-Mises. Uma aplicação da 

formulação anterior para o modelo elastoplástico Camclay é mostrada em Borja (1991). 

Nogueira (1992), apresentou uma proposta para o adensamento via MEF 

utilizando a formulação variacional de Sandhu e Wilson (1969b), para análise de 

problemas de escavação usando a técnica proposta por Mana (1978). Mais tarde, 

utilizando uma formulação baseada no princípio dos trabalhos virtuais, Nogueira (1998) 

estende seu trabalho implementando três modelos constitutivos elastoplásticos e um 

modelo não-linear elástico. A proposta de Nogueira estudava o adensamento devido 

aterros e escavações considerando o nível d’água constante utilizando o procedimento 

proposto por Brown e Booker (1985). 
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Hsi e Small (1992a) apresentaram uma formulação via MEF para a solução de 

problemas de adensamento devido à escavação considerando a variação do nível d’água. 

Para a solução do problema, eles adotam a técnica de malha fixa para localização da 

superfície livre. Nesse trabalho, a carga hidráulica total e os deslocamentos são adotados 

como variáveis primárias.  

Gonçalves (1996) incorpora o modelo proposto por Hsi e Small (1992b) no 

programa computacional CRISP90. 

 

1.2. OBJETIVO E DESCRIÇÃO DO TRABALHO 
 

O objetivo desta dissertação consiste no desenvolvimento de um modelo 

numérico para análise de problemas acoplados de fluxo e deformação considerando a 

variação do nível d’água. 

Este modelo foi implementado no programa computacional ANLOG e apenas 

situações envolvendo o comportamento linear elástico do solo foram consideradas. 

Quanto ao processo de localização da superfície livre, foi adotada a técnica da malha 

fixa utilizando o processo do fluxo residual proposto por Bathe et al. (1982) e utilizado 

por Hsi e Small (1992). A estratégia de solução incremental iterativa é apresentada, mas 

apenas o procedimento puramente incremental foi implementado no presente trabalho. 

Esta dissertação é apresentada em 6 Capítulos, incluindo esta introdução. No 

Capítulo 2, apresenta-se o problema físico e sua modelagem matemática. O modelo 

numérico baseado no MEF é apresentado no Capítulo 3, juntamente com o processo de 

localização da superfície livre. 

No Capítulo 4, mostram-se detalhes sobre as implementações computacionais 

realizadas no programa ANLOG, juntamente com os exemplos de validação. 

No Capítulo 5 são apresentadas algumas aplicações do ANLOG e 

comparações dos resultados com programas da GEOSLOPE® International Ltd. e no 

Capítulo 6 têm-se as conclusões e sugestões para futuros trabalhos. 



CAPÍTULO 2 
 

 

O PROBLEMA DO ADENSAMENTO E A 

VARIAÇÃO DO NÍVEL D’ÁGUA 

 
 

2.1. O PROBLEMA FÍSICO 
 

Inicialmente em equilíbrio estático e sujeita a um potencial hidráulico 

conhecido, uma camada de solo compressível e de baixa permeabilidade pode ser 

submetida a um gradiente hidráulico devido a uma solicitação externa ou devido à 

variação da posição do seu nível d’água. Neste caso, observa-se a ocorrência de fluxo de 

água da região de maior para a de menor potencial hidráulico, acompanhada da variação 

das tensões efetivas e, conseqüentemente da deformação do solo.  

O fenômeno descrito acima relaciona simultaneamente a variação dos campos de 

tensões e deformações com um processo de escoamento transitório onde são observadas 

deformações decorrentes da transferência de carga do poro-líquido para o esqueleto 

sólido. Ele envolve, portanto, uma análise simultânea de um problema de equilíbrio de 

sólidos deformáveis e um problema de fluxo transiente em meio poroso. Este fenômeno 

é conhecido como Adensamento. 

Antes de se formular o problema de adensamento devido à variação do NA, 

torna-se necessária uma abordagem sobre o processo de acumulação de água no solo, 

bem como sobre o problema do rebaixamento do NA que são apresentados nos itens 

2.1.1 e 2.1.2, respectivamente. 
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2.1.1 - Os Aqüíferos e a Acumulação de Água no Solo 

 

Um aqüífero é uma formação geológica que pode transmitir, armazenar e 

liberar significantes volumes de água (Mariño, 2003). Os aqüíferos podem ser ditos 

confinados quando forem limitados acima e abaixo por contornos impermeáveis (o 

nível d’água localiza-se no contorno superior) ou não-confinados quando forem 

limitados superiormente pela superfície livre, onde a pressão é nula. 

Em contraste aos aqüíferos, existem os aquicludes e aquitardos que são 

formações geológicas (geralmente estratos argilosos) com altas razões de pré-

adensamento e de permeabilidades muito baixas capazes de impedir ou dificultar a 

transmissividade e o rendimento de fluido. Para efeitos práticos, os aquicludes são 

considerados impermeáveis e os aquitardos semi-impermeáveis. 

A rigor, acumulação e transmissão de água de um aqüífero dependem de dois 

relevantes parâmetros: a compressibilidade da água ω e a compressibilidade da matriz 

sólida χ que podem ser obtidas através das seguintes relações constitutivas: 

 

dp
V/dV ww−

=ω         (2.1a) 

 

'd
V/dV tt

σ
−

=χ         (2.1b) 

 

em que ( ww V/dV− ) é a deformação volumétrica do fluido induzida pela variação de 

poro-pressão dp e ( tt V/dV− ) é a deformação volumétrica do meio poroso induzida 

pela variação de tensões efetivas, dσ’.  

Para fluidos incompressíveis, ω = 0. Freeze e Cherry (1979) tomam o valor de ω 

como sendo igual a 4.4 x 10-10 m2/N.  
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Acumulação específica (Ss) 

 

A acumulação específica de um aqüífero saturado corresponde ao volume de 

água que uma unidade de volume do aqüífero libera para cada unidade de decréscimo da 

carga total (Freeze e Cherry, 1979). No SI, sua dimensão, portanto, é obtida em termos 

de m-1. 

O decréscimo na carga total implica na diminuição da pressão de fluido dp e no 

aumento de tensão efetiva dσ’. A liberação de água implica na ocorrência de dois 

mecanismos bem definidos: a redução volumétrica do aqüífero devido ao ganho de 

tensões efetivas e a expansão da água devido ao decréscimo da poro-pressão. 

Considerando primeiramente a redução volumétrica do aqüífero, tem-se da 

Equação 2.1b que: 

 

 'dVdVdV ttw σχ=−=        (2.2) 

 

em que a redução volumétrica da matriz sólida corresponde ao volume de água expulso 

do solo, dVw. 

Pelo princípio das tensões efetivas, considerando-se que não haja variação da 

tensão total, sabe-se que: 

 

dhdp'd wγ−=−=σ         (2.3) 

 

em que dh é a variação de carga total e γw o peso específico da água. 

Considerando um volume unitário Vt=1 e um decréscimo unitário de carga total 

dh=-1 e substituindo estes valores nas Equações 2.2 e 2.3 tem-se que: 

 

wwdV χγ=           (2.4) 

 

Considerando agora a parcela relativa à expansão de água, tem-se: 

 

Vw = nVt         (2.5) 



 12

 

em que n é a porosidade do solo. 

Substituindo a Equação 2.5 na Equação 2.1a e novamente considerando Vt=1 e 

dh=-1, tem-se a parcela da variação volumétrica do fluido relativa à expansão de água: 

 

ww ndV γω=          (2.6) 

 

A acumulação específica é obtida pela adição entre as Equações 2.4 e 2.6: 

 

)n(S ws ω+χγ=         (2.7) 

 

Coeficiente de Armazenamento (S) 

  

O coeficiente de armazenamento é um parâmetro largamente utilizado na 

hidrologia para análise de redução volumétrica de aqüíferos e conseqüente liberação de 

água (Loaiciga e Hudak, 2003). É definido como o volume de água liberado por unidade 

de decréscimo na carga total e por unidade de área (Loiaciga e Hudak, 2003), sendo, 

portanto, um parâmetro adimensional. 

Num aqüífero confinado de espessura b, a equação do coeficiente de 

armazenamento é: 

 

S = bSs         (2.8) 

 

Em geral, o valor do coeficiente de armazenamento de aqüíferos confinados 

não ultrapassa 0.5%.  

Em aqüíferos não-confinados, devido à possibilidade de variação do nível 

d’água, a espessura do solo saturado pode variar implicando na mudança da poro-

pressão na porção saturada do aqüífero. Neste caso, ao coeficiente de armazenamento, 

deve-se incluir a parcela relativa ao rebaixamento do NA, Sy: 

S = Sy + bSs         (2.9) 
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Também conhecido como rendimento específico, Sy é muito maior que o valor 

de Ss em aqüíferos não-confinados, pois estes são geralmente mais permeáveis que os 

aqüíferos confinados. Nesse caso, o termo de armazenamento, S, se confunde com o 

rendimento específico, isto é, S ≈ Sy. 

 

Rendimento específico (Sy) 

 

Conforme já mencionado, o rendimento específico Sy é a parcela do termo de 

armazenamento referente ao rebaixamento do NA. De forma conceitual, Sy corresponde 

ao volume de água que um aqüífero não-confinado libera por unidade de área e por 

decréscimo de uma unidade na elevação do nível d’água (Freeze e Cherry, 1979). O 

rendimento específico é o fator que diferencia as condições de armazenamento de água 

entre aqüíferos confinados e não-confinados. Esse parâmetro representa fisicamente a 

quantidade de água a ser drenada exclusivamente sob a ação da gravidade. A faixa de 

variação de Sy é muito maior do que os termos de armazenamento dos aqüíferos 

confinados. Segundo Walton (1970), Sy varia entre 0.01 e 0.30. Através de ensaios 

experimentais, Morris (1967) apresentou alguns materiais com valores de Sy podendo 

chegar a 0.47. 

O rendimento específico é também conhecido como porosidade efetiva (ne). Ele 

é sempre menor que a porosidade do solo n, porque não é possível drenar toda a 

quantidade de água do poro-espaço que se encontrava inicialmente armazenada 

(Loaiciga e Hudak, 2003). A porosidade de um solo é a soma da retenção específica Sr 

com o rendimento específico Sy. Por sua vez, a retenção específica corresponde ao 

volume de água retido contra a ação da drenagem gravitacional por unidade de volume 

do aqüífero. 

Fatores, como o arranjo dos grãos e das partículas, influenciam no valor de Sy 

porque afetam diretamente a porosidade de materiais pouco consolidados. Portanto, uma 

areia grossa siltosa possui menor rendimento específico do que uma areia grossa 

uniforme, por exemplo. É intuitivo perceber que as pequenas partículas de silte 

preenchem parte dos espaços entre os grãos de areia levando o solo a apresentar uma 

menor porosidade. Nesse caso, assim como a porosidade é menor, o valor de Sy também 

o é. 
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Para melhor visualização da idéia de rendimento específico, a Figura 2.1 mostra 

o rebaixamento do NA de duas colunas de solo com diferentes materiais e seções 

transversais unitárias. Considerando que o decréscimo do NA da Figura 2.1 foi de uma 

unidade, as áreas das regiões hachuradas A1 e A2 das curvas de teor de umidade 

volumétrica (θ) vs. profundidade representam os rendimentos específicos dos materiais 

1 e 2, respectivamente. Com isso, pode-se mostrar que dois aqüíferos formados por 

materiais distintos, quando submetidos a rebaixamentos idênticos, podem liberar 

diferentes quantidades de água, isto é, podem apresentar diferentes rendimentos 

específicos. 
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Figura 2.1 – Detalhe esquemático do rebaixamento unitário do NA em dois 

materiais distintos: (A2 = Sy2) > (A1 = Sy1). Adaptado de Freeze e Cherry (1979). 

 

2.1.2 - O Rebaixamento do NA 

 
Para explicar o efeito da variação do nível d’água numa massa de solo, 

consideremos a situação unidimensional indicada na Figura 2.2, na qual é provocada 

uma variação instantânea, ∆h, da carga hidráulica total no contorno superior da coluna 

de solo. Imediatamente após esta variação, dar-se-á início a um processo de fluxo 
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transiente no interior da massa de solo, dos pontos de maior potencial (base) para os 

pontos de menor potencial (topo) até que o regime estacionário seja alcançado (Figura 

2.2c). 
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a) Configuração inicial. 
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b) Imediatamente após a variação instantânea do NA. 
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c) Dissipação da variação da carga hidráulica. 
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d) Configuração Final - Após o Adensamento. 

 

Figura 2.2– Adensamento unidimensional devido à variação do nível d’água. 

 

A variação da carga hidráulica inicial corresponde, neste caso, à variação da 

cota do nível d’água. De acordo com a equação de Bernoulli e considerando que o 

referencial é fixo, esta variação será igual à da carga de pressão hp a qual afeta a poro- 

pressão e conseqüentemente a tensão efetiva. 

Para a situação descrita anteriormente, posição final da superfície freática é 

conhecida previamente estabelecendo-se assim uma situação de fluxo confinado. Para 

situações de fluxo não-confinado, no entanto, o mesmo não ocorre. 

A maior dificuldade dos problemas de fluxo não-confinado em condições 

transientes está na determinação da posição da superfície piezométrica no espaço e no 

tempo, a qual é tratada como um contorno móvel em que condições especiais são 

aplicadas. Estas condições estão relacionadas à pressão nula sobre a superfície do nível 

d’água e à velocidade com a qual esta superfície se movimenta. 

Para ilustrar melhor o problema em questão, consideremos a situação 

indicada na Figura 2.3, que indica a variação do nível d’água em apenas um dos 

contornos do domínio ilustrado. A superfície livre assumirá várias posições ao longo 

do tempo, até alcançar sua posição final na condição do regime permanente.  

Para avaliar a movimentação da superfície do NA, tomemos como referência 

a trajetória descrita por uma partícula de água com velocidade v’, inicialmente na 

posição P sobre a superfície livre num instante genérico t, conforme ilustrado na Figura 

2.4. Após um intervalo de tempo dt, esta partícula se desloca no espaço ocupando, a 

posição P´, sobre a nova superfície livre neste instante. 



 17

NA=cte NA0

NAf

t
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NAfNAfdesconhecida a priori

 
Figura 2.3 - Variação no NA num problema de fluxo não-confinado 

 

 

P

P´

t

t+dt

v´x

v´y v´
α

dy

dx

P

P´

t

t+dt

v´x

v´y v´
α

dy

dx

 
 

Figura 2.4 - Descrição do movimento de uma partícula de água sobre a superfície livre 

- detalhe 1. 

 

No instante t o vetor velocidade v´ desta partícula de água encontra-se 

orientado de um ângulo α com a horizontal definido como: 

xy vvtg ′′=α  (2.10) 

e tem magnitude definida como 

2
y

2
x vvv ′+′=′  (2.11) 

em que 
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y

x
x S

v
v =′  (2.12a) 

y

y
y S

v
v =′  (2.12b) 

vx e vy são, respectivamente, as componentes cartesianas da velocidade de um ponto 

sobre a superfície livre, ou simplesmente velocidade de fluxo superficial e Sy é o 

rendimento específico do solo usado em problemas de fluxo não-confinado.  Walton 

(1970) sugere, como mostrado na Tabela 2.1, valores típicos para a porosidade n e para 

o rendimento específico Sy de alguns tipos de solo. Valores elevados de Sy refletem um 

maior rendimento na quantidade de água drenada dos poros de um aqüífero não-

confinado. Para solos saturados, o valor de Sy é idêntico ao da porosidade efetiva ne (Hsi 

e Small, 1992a). 

 

Tabela 2.1 – Faixas representativas de porosidade e rendimentos específicos. 

Solo /Rocha Porosidade (n) (%) Rendimento Específico (Sy) (%) 

Argila 45 – 55 1 – 10 

Areia 35 – 40 10 – 30 

Pedregulho 30 – 40 15 – 30 

Areia e pedregulho 20 – 35 15 – 25 

Arenito 10 – 20 5 – 15 

Granito 1 – 10 0.5 – 5 

Calcário 1 – 10 0.5 – 5 

(Walton, 1970) 

A variação na carga hidráulica total dhFS entre as superfícies freáticas do 

instante t para t+dt, pode ser determinada fazendo: 

β′−′=β−= tgdtvdtvtgdxdydh xy
FS  (2.13) 

em que β é o ângulo entre o segmento da superfície freática e a direção x e é positivo 

no sentido horário, conforme ilustrado na Figura 2.5. 
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Figura 2.5 - Descrição do movimento de uma partícula de água sobre a superfície livre 

- detalhe 2. 

Pré-multiplicando a Equação 2.13 por cosβ e re-arranjando os termos obtém-se 

a distância βcosdhFS  entre as superfícies, na direção normal à superfície freática no 

instante t, conforme ilustrado na Figura 2.6. Assim sendo, 

dt)senvcosv(cosdh xy
FS β′−β′=β  (2.14) 

ou ainda, 

dtvcosdh n
FS ′=β  (2.15) 

em que 

β′−β′=′ senvcosvv xyn  (2.16) 

é a velocidade real da partícula de água sobre a superfície freática na direção da 

normal. Analogamente à definição das Equações 2.12, tem-se que a velocidade de 

fluxo na direção normal a superfície freática é tomada como: 

β′−β′=′= senvScosvSvSv xyyynyn  (2.17) 

ou ainda, 

β−β= senvcosvv xyn  (2.18) 



 20

t

t+dt

P

P´

v´n

v´t
β

n

v´

dh
FS

co
sβ

dhFS

dt v
t́

dt
v

ń
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Figura 2.6 - Descrição do movimento de uma partícula de água sobre a superfície 

freática - detalhe 3. 

Na forma matricial, a Equação 2.9 é dada por: 

n
T v−=nv  (2.19) 

em que 

[ ]ββ−= cossenTn  (2.20) 

[ ]yx
T vv −=v  (2.21) 

e representa a condição de contorno que deverá ser imposta ao longo da superfície livre 

(piezométrica) de modo a garantir o equilíbrio e conservação de massa durante a 

variação do nível d’água. A magnitude da velocidade normal de fluxo ao longo da 

superfície livre é obtida a partir da Equação 2.6, ou seja: 

β= cos
dt
dh

Sv
FS

yn  (2.22) 
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2.2 - O MODELO MATEMÁTICO 
 

Seja um meio poroso saturado e deformável definido por um domínio V e 

limitado por uma superfície de contorno S, sujeito a pequenos deslocamentos e 

pequenas deformações. Supondo os grãos sólidos e o fluido que preenche os vazios 

incompressíveis, podem-se escrever as equações diferenciais parciais que governam o 

problema do adensamento como sendo: 

0b� =−T
u∇∇∇∇  em V (2.23a) 

( ) 0u
TT

h =+ umv �∇∇∇∇∇∇∇∇  em V (2.23b) 

 

A Equação 2.23a representa a condição de equilíbrio estático escrita em termos 

da tensão total σσσσ e a Equação 2.23b, a condição de continuidade. 

Para a condição de estado plano de deformação tem-se que 

][ xyzyx
T τσσσ=�  é o vetor das tensões totais; ]0[ sat

T γ−=b  é o vetor de 

força de corpo em que satγ  é o peso específico saturado do solo; ( )um �u
T ∇∇∇∇  é a taxa de 

deformação volumétrica em que ]uu[ yx
T =u  é o vetor deslocamento; 

]0111[T =m  é um vetor de ajuste de equações; ]vv[ yx
T =v  é o vetor de 

velocidade superficial de fluxo; e , ∇∇∇∇u e h∇∇∇∇  são operadores diferenciais em 

deslocamento e carga hidráulica total, respectivamente, para condição plana de 

deformação e fluxo. 

Pelo princípio das Tensões Efetivas tem-se: 

m�� p+′=  (2.24) 

em que 

)h-(hhp ewpw γ=γ=  (2.25) 
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é o escalar poro-pressão em que hp é a carga hidráulica de pressão, h é a carga hidráulica 

total, he é a carga hidráulica de elevação e γw é o peso específico da água. 

O vetor das componentes de tensão efetiva ][ xyzyx
T τσ′σ′σ′=′�  se 

relaciona com o vetor das componentes de deformação ][ xyzyx
T γεεε=�  

através da matriz constitutiva D da seguinte forma: 

D�� ====′′′′  (2.26) 

A matriz constitutiva D depende do modelo constitutivo adotado para representar a 

relação tensão-deformação (Nogueira, 1998). 

O vetor das componentes de deformação, por sua vez, se relaciona com o vetor 

dos deslocamentos através da seguinte relação cinemática: 

u� u−∇−∇−∇−∇====  (2.27) 

O sinal negativo nesta relação indica a convenção de sinal de compressão positiva. 

Supondo válida a lei de Darcy, tem-se: 

kiv =  (2.28) 

em que 

�
�

�
�
�

�
=

yyyx

xyxx

kk
kk

k  (2.29) 

é a matriz das permeabilidades em que 

ϕ+ϕ= 2
3

2
1xx senkcoskk  (2.30a) 

ϕ+ϕ= 2
3

2
1yy cosksenkk  (2.30b) 

ϕϕ−== cossen)kk(kk 31yxxy  (2.30c) 

sendo ϕ o ângulo formado entre a direção x e a direção principal maior; e, k1 e k3 as 

permeabilidades principais maior e menor. 

O vetor gradiente hidráulico é dado por 
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hh∇∇∇∇−=i  (2.31) 

Substituindo as Equações 2.25, 2.26 e 2.27 na 2.24 e a equação 2.31 na 2.28, 

e aplicando o resultado nas equações 2.23, chega-se às equações de governo do 

problema em questão escrita em termos dos deslocamentos e carga hidráulica total. 

(((( )))) 0bmmuD ====−−−−−−−−++++∇∇∇∇−−−−∇∇∇∇ ewwu
T
u hh) γγ  em V (2.32a) 

( ) ( ) 0h u
T

h
T
h =+− umk �∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇  em V (2.32b) 

Estas equações deverão atender às seguintes condições de contorno: 

Tn� −=  em Sσ (2.33a) 

uu =  em Su (2.33b) 

qT −−−−====nv  em Sv (2.33c) 

hh =  em Sh (2.33d) 

)t,y,x(fehhFS ==  em SFS  (2.33e) 

( )β−=−= coshSv FS
yn

T �nv  em SFS  (2.33f) 

em que n representa o vetor normal a uma dada superfície; T  representa as forças de 

superfície atuando num contorno Sσ; u  representa os deslocamentos prescritos num 

contorno Su; q representa um fluxo prescrito num contorno Sv; h  representa a carga 

hidráulica prescrita num contorno Sh; e, SFS corresponde à  superfície livre 

(piezométrica). 

As Equações 2.32, também, deverão atender à seguinte condição inicial: 

( ) 0u
T =um �∇∇∇∇  em t = 0+ (2.33g) 

indicando uma de deformação volumétrica nula, imediatamente após uma dada 

solicitação, o que corresponde a uma resposta não drenada no solo. 



CAPÍTULO 3 
 

 

O MODELO NUMÉRICO 

 

 
3.1 - EQUAÇÕES GOVERNADORAS VIA MEF 
 

As Equações 2.32, reapresentadas a seguir, governam o problema do 

adensamento considerando o efeito da variação do nível d’água, conforme apresentado 

no Capítulo 2 deste trabalho. 

 

(((( )))) 0bmmuD ====−−−−−−−−++++∇∇∇∇−−−−∇∇∇∇ ewwu
T
u hh)( γγ  em V  

( ) ( ) 0h u
T

h
T
h =+− umk �∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇  em V  

 

Utilizando o Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV), pode-se obter a seguinte 

forma integral para essas equações: 

� =−−� γ+−
V

T*
e

V
wu

T
u

T* dVdV]})hh()([{ 0bumuDu ∇∇∇∇∇∇∇∇  (3.1a) 

� =+� −
V

u
T*

V
h

T
h

* 0dV)(hdV)h(h umk �∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇  (3.1b) 

ou ainda, 

( ) ( ) ( ) � =−� γ−� γ+−�
V

T*

V
ew

T
u

T*

V
w

T
u

T*
u

T
u

V

T* dVdVhdVhdV)( 0bumumuuDu ∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇ (3.2a) 
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� =+� −
V

u
T*

V
h

T
h

* 0dV)(hdV)h(h umk �∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇  (3.2b) 

em que u* e h* são, respectivamente, o vetor de deslocamentos virtuais e a carga 

hidráulica total virtual. 

Aplicando o Teorema da Divergência e integrando por partes os três 

primeiros termos da Equação 3.2a e apenas o primeiro termo da Equação 3.2b, tem-se: 

� =−�γ−�γ+

�γ+�γ−� ′+� −−

V

T*

S
e

T*
we

V

T*
uw

S

T*
w

V

T*
uw

S

T*

V
u

T*
u

dVdShdVh)(

dShdVh)(dSdV)()(

0bunmumu

nmumun�uuDu

∇∇∇∇

∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇
 (3.3a) 

� =�+−+� −−
S V

u
T*

h
*

V
h

T*
h 0dV)(hdS)h(hdV)h()h( umnkk �∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇  (3.3b) 

Agrupando os termos do contorno, 

� =−� −γ+−

+�γ+�γ−� −−

′ V

T*

S
ewu

T*

e
V

T*
uw

V

T*
uw

V
u

T*
u

dVdS])hh()([

dVh)(dVh)(dV)()(

0bun

�

muDu

mumuuDu

� ���� ����� ��

�����
∇∇∇∇

∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇

 (3.4a) 

� =�+−+� −−
S V

u
T*

h
*

V
h

T*
h 0dV)(hdS]h[hdV)h()h( umn

v
kk �
�����

∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇  (3.4b) 

ou ainda, 

� =−�

+�γ+�γ−� −−

V

T*

S

T*

e
V

T*
uw

V

T*
uw

V
u

T*
u

dVdS

dVh)(dVh)(dV)()(

0bun�u

mumuuDu ∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇
 (3.5a) 

� =�++� −−
S V

u
T**

V
h

T*
h 0dV)(hdShdV)h()h( umnvk �∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇  (3.5b) 

Aplicando-se agora as condições de contorno naturais (Equações 2.33), tem-

se: 
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� =−�−

�γ+�γ−� −−

V

T*

S

T*

e
V

T*
uw

V

T*
uw

V
u

T*
u

dVdS

dVh)(dVh)(dV)()(

0buTu

mumuuDu ∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇
 (3.6a) 

0dV)(h

dS)v(hdS)q(hdV)h()h(

V
u

T*

NAdoiaçãovaradevidoparcela

FSS
FSn

*FS

qprescritofluxo
aodevidoparcela

vS
v

*

V
h

T*
h

=�+

�+� −+� −−

um

k

�

�� ��� ���������

∇∇∇∇

∇∇∇∇∇∇∇∇

 (3.6b1) 

ou ainda, 

0dV)(hdS)coshS(hdS)q(hdV)h()h(
V

u
T*

FSS
FS

FS
y

*FS

vS
v

*

V
h

T*
h =�+� β+�−� −− umk �� ∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇

 (3.6b2) 

O vetor deslocamento u e a carga hidráulica total h podem ser aproximados 

através do MEF em função dos vetores de deslocamentos e cargas hidráulicas nodais, �u 

e ĥ , respectivamente, como 

uNu ˆu=  (3.7a) 

hN ˆh h=  (3.7b) 

em que Nu e Nh são as matrizes que contém as funções de forma Ni do elemento Q8Q8 

isoparamétrico quadrilateral quadrático de 8 nós, utilizado nesta dissertação. 

Aplicando a aproximação pelo MEF (Equações 3.7) nas Equações 3.6, obtém-

se 

� =−�−�γ+

�γ−�

V

T*
u

S

T*
ueh

V

T*
uuw

h
V

T*
uuw

V
uu

T*
uu

dV]ˆ[dS]ˆ[dVˆ])ˆ[(

dVˆ])ˆ[(dV)ˆ])ˆ[(

0buNTuNhmNuN

hmNuNuNDuN

∇∇∇∇

∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇
 (3.8a) 

0dScosˆS]ˆ[dSq]ˆ[

dV]ˆ[]ˆ[dV)ˆ(])ˆ[(

FSS
FS

FS
hy

*FS
h

vS
v

*
h

V
uu

T*
hh

V
h

T*
hh

=� β+�−

�+�

hNhNhN

uNmhNhNkhN

�

�∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇

 (3.8b) 

ou ainda, 



 27

� =−�−�γ+

�γ−�

V

T
u

T*

S

T
u

T*
eh

V

T

u

uu
T*

w

h
V

T

u

uu
T*

w
V

u

uu
T

u

uu
T*

dVˆdSˆdVˆ)(ˆ

dVˆ)(ˆdVˆ)()(ˆ

0bNuTNuhmN
B

Nu

hmN
B

Nuu
B

ND
B

Nu

�����

���������������

∇∇∇∇

∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇

 (3.9a) 

0dScosˆSˆdSqˆ

dVˆˆdV)ˆ()(ˆ

FSS
FS

FS
hy

T
h

T*FS

vS
v

T
h

T*

V
u

uu
TT

h
T*

V
h

hh
T

h

hh
T*

=� β+�−

�+�

hNNhNh

u
B

NmNhh
B

Nk
B

Nh

�

�

�����������
∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇∇

 (3.9b) 

continuando 

� 0bNTNhmNBhmNBuDBBu =

=
�
�
�

�
�
�

�−�−�γ+�γ−�
≠ ����������������� ������������������ ��

0

dVdSdVˆdVˆdVˆ
0

ˆ
V

T
u

S

T
ueh

V

T
uw

V
h

T
uw

V
u

T
u

T*

 (3.10a) 

� 0

0

dScosˆSdSqdVˆdVˆ
0

ˆ
FSS

FS
FS

hy
T

h
vS

v
T

h
V

u
TT

h
V

h
T

h
T* =

=
�
�
�

�
�
�

� β+�−�+�
≠ ��������������� ���������������� ��

�� hNNNuBmNhkBBh  

 (3.10b) 

Como u* e h* são valores quaisquer diferentes de zero, as equações anteriores 

serão sempre satisfeitas se: 

0bNTNhmNBhmNBuDBB =�−�−�γ+�γ−�
V

T
u

S

T
ueh

V

T
uw

V
h

T
uw

V
u

T
u dVdSˆdVˆdVdVˆ  

 (3.11a) 

0ˆdScosSdSqˆdVˆdV FS

FSS
FShy

T
h

vS
v

T
h

V
u

TT
h

V
h

T
h =� β−�−�+� hNNNuBmNhkBB ��  

 (3.11b) 

ou ainda, 

FhCuK =γ− ˆˆ w  (3.12a) 
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QhHhGuC =++ ˆˆˆ FSFST ��  (3.12b) 

em que 

ebt FFFF ++=  (3.13) 

representa a força externa constituída das parcelas: 

dS
S

T
ut �= TNF  (3.14) 

devido às forças de superfície T; 

�=
V

T
ub dVbNF  (3.15) 

devido à força de peso próprio b; e, 

eweh
V

T
uwe

ˆˆdV hChmNBF γ=�γ=  (3.16) 

devido à força de corpo referente à carga hidráulica de elevação; e 

�=
vS

v
T

h dSqNQ  (3.17) 

representa o vetor de fluxo nodal equivalente a uma taxa de infiltração prescrita q; 

dV
V

u
T

u�= DBBK  (3.18) 

é a matriz de rigidez do esqueleto sólido; 

dV
V

h
T

u�= mNBC  (3.19) 

é a matriz de acoplamento, 

dV
V

h
T

h�= kBBH  (3.20) 

é a matriz de fluxo; e, 
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� β=
FSS

FShy
T

h
FS dScosS NNG  (3.21) 

é a matriz da superfície livre do meio. 

 

Pré-multiplicando-se a Equação 3.12b por (-γw), tem-se  

FhCuK =γ− ˆˆ w  (3.22a) 

QhHhGuC ww
FSFS

w
T

w
ˆˆˆ γ−=γ−γ−γ− ��  (3.22b) 

 

As Equações 3.22 podem ser agrupadas na seguinte forma compacta 

fddA     ====    ΒΒΒΒ++++�  (3.23) 

em que 

�
	



�
�



γ−γ−
= FS

ww GC
00

A  (3.24) 

�
	



�
�



γ−
γ−=

H0
CKB

w

T
w  (3.25) 

�
�
�

�
�
�

=
h
u

d ˆ
ˆ

 (3.26) 

�
�
�

�
�
�

=
h
ud �

�
�

ˆ
ˆ

 (3.27) 

�
�
�

�
�
�

γ−
=

Q
F

f
w

 (3.28) 

 

A Equação 3.23 é classificada como uma equação diferencial ordinária de 

primeira ordem em relação ao tempo. Isto devido ao vetor d�  que contém a taxa de 
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variação dos vetores de deslocamentos e cargas hidráulicas totais nodais. Com isso, 

tem-se uma resposta dependente do tempo para as variáveis primárias do problema, 

deslocamento e carga hidráulica total. No Item 3.2, é apresentada a metodologia 

proposta neste trabalho para solução desta equação diferencial através de um esquema 

de integração no tempo. 

 

3.2 - INTEGRAÇÃO NO TEMPO 
 

Deseja-se encontrar a solução d=d(t) do sistema de equação diferencial 

ordinária de primeira ordem, representado pela Equação 3.23 e conhecendo-se seu valor 

inicial em t=0 

�
�
�

�
�
�

==
e

0 ĥ
0

dd  

Este problema pode ser resolvido numericamente discretizando o domínio do 

tempo em intervalos de tempo finitos; e, avaliando-se a solução no tempo em instantes 

conhecidos (tn+1, tn, ..., t0) de modo que  

�ddd +=+ n1n  (3.29) 

em que ∆d é obtido integrando-se a Equação 3.23 dentro do incremento de tempo ∆t. 

 

Dentre os métodos de passo simples para solução de equações diferenciais 

ordinárias de primeira ordem, do tipo da Equação 3.23, os mais difundidos são os da 

família de métodos trapezoidais generalizados, através dos quais pode-se obter a 

seguinte aproximação: 

( )[ ]�
+

++ +α−∆≅=−=
1n

n

t

t
1nnn1n �1tdt ddddd�d ���  (3.30) 

em que α é uma constante de integração que depende do tipo de marcha no tempo 

adotada. Quando α=0 tem-se uma marcha explícita e o algoritmo gerado é conhecido 
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como Forward Euler. Para α=0.5 tem-se o algoritmo de Crank-Nicolson e para α=1 o 

algoritmo Backward Euler, ambos definindo uma marcha implícita. 

Reescrevendo-se a Equação 3.23 no início, em tn, e no final, em tn+1, do 

intervalo de tempo ∆t, tem-se 

    ====    nnn fBddA +�  (3.31a) 

    ====    1n1n1n +++ + fBddA �  (3.31b) 

 

Assim sendo, pré-multiplicando-se a Equação 3.31a por (1-α)∆t e a Equação 

3.31b por α∆t, e em seguida somando o resultado, chega-se a  

[ ] [ ] [ ] 0fBdfBdddA =−∆α−+−∆α+α+α−∆ +++ nn1n1n1nn t)1(t)1(t     ��  (3.32) 

 

Utilizando-se a definição da Equação 3.30, tem-se 

[ ] [ ] [ ] 0fBdfBdddA =−∆α−+−∆α+− +++ nn1n1nn1n t)1(t      (3.33) 

ou, 

[ ][ ] 0ffBdddBA =∆−∆∆α−∆+−∆α+ + nnn1n tttt      (3.34) 

 

Substituindo as definições 3.23 a 3.25 na Equação 3.34, tem-se, 

0
Q

F
Q

F
h
u

H0
CK

h
u

HGC
CK

=
�
�
�

�
�
�

∆γ−
∆

∆α−
�
�
�

�
�
�

γ−
∆−

�
�
�

�
�
�
�
	



�
�



γ−
γ−

∆

+
�
�
�

�
�
�

∆
∆

�
	



�
�



γ∆α−γ−γ−
γ∆α−∆α

wnwnw

T
w

w
FS

w
T

w

w

ttˆ
ˆ

t

ˆ
ˆ

t
tt

 (3.35) 

 

Desmembrando-se os termos, tem-se, 

0FFhCuKhCuK =∆∆α−−γ−∆+∆γ∆α−∆∆α
=

t]ˆˆ[tˆtˆt
0

nnwnw ��� ���� ��
 (3.36a) 
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0QQhHhGhHuC =∆γ∆α+γ∆+γ∆−∆γ−∆γ∆α−∆γ− wnwnw
FSFS

ww
T

w ttˆtˆˆtˆ  (3.36b) 

A componente de equilíbrio, 0FhCuK =−γ− nnwn
ˆˆ , da Equação 3.36a se 

anula, pois representa o equilíbrio no final do passo anterior, desta forma, tem-se  

FhCuK ∆=∆γ−∆ ˆˆ w  (3.37a) 

]ˆ[tˆˆtˆ nnw
FSFS

ww
T

w QQhHhGhHuC ∆α−−∆γ+∆γ=∆γ∆α−∆γ−  (3.37b) 

em que 

uK ˆ∆  (3.38a) 

representa o incremento de força interna devido o incremento de tensão efetiva ∆ ′σσσσ ; 

hC ˆ
w ∆γ  (3.38b) 

representa o incremento de força interna devido à variação da carga hidráulica total ĥ∆ ; 

F∆  (3.38c) 

representa o incremento de força externa aplicada no passo corrente; 

]ˆ[t nn QQhH ∆α−−∆  (3.38d) 

representa a variação de volume imposta num dado incremento de tempo; 

FSFS ĥG ∆  (3.38e) 

representa a variação de volume imposta devido à variação do nível d’água; 

uC ˆT ∆  (3.38f) 

representa a variação de volume devido à variação da tensão efetiva; 

hH ˆt ∆∆α−  (3.38g) 

representa a variação de volume devido à variação da carga hidráulica total. 
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3.3 - ESTRATÉGIAS DE SOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇÕES 

GOVERNADORAS 
 

A Equação 3.37 pode ser utilizada nos casos de fluxo confinado e não-

confinado. No primeiro caso, a parcela FSFS
w ĥG ∆γ  é conhecida a priori e uma solução 

puramente incremental pode ser adotada na solução do sistema de equação algébrico. 

No segundo caso, essa parcela não é conhecida a priori, ou ao menos, não é conhecida 

ao longo de toda superfície livre. Assim sendo, um esquema iterativo torna-se 

necessário para a solução do sistema de equações. 

 

3.3.1 - Processo Puramente Incremental 

 

No esquema de solução puramente incremental a parcela FSFS
w ĥG ∆γ  é 

conhecida e o seguinte sistema de equação é resolvido: 

FdK ∆=∆    G  (3.39) 

em que KG é a matriz global tomada como constante para o passo corrente e definida 

como: 

( )�	



�
�



∆α+γ−γ−
γ−

=
HGC

CK
K

tFS
w

T
w

w
G  (3.40) 

em função da matriz de rigidez K, da matriz de acoplamento C, da matriz de fluxo H, 

da matriz da superfície livre, GFS, do incremento de tempo ∆t, e da marcha no tempo 

adotada. 

Na Equação 3.39, 
�
�
�

�
�
�

∆
∆

=∆
h
u

d ˆ
ˆ

 é o vetor das variáveis dependentes (incremento 

de deslocamento e carga hidráulica) e ∆F  é o vetor de variáveis independentes, 

definido como 

[[[[ ]]]]��������
����

����
����
����

−−−−−−−−
====

QQhH
F

F
∆α∆γ

∆
∆

nnw
ˆt

 (3.41) 
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3.3.2 - Processo Iterativo 

 

Conforme mencionado no Item 3.2, no caso de problemas de fluxo não- 

confinado, a Equação 3.37 é não-linear uma vez que a parcela FSFS
w ĥG ∆γ  não é 

conhecida a priori, ou ao menos, não é conhecida ao longo de toda superfície livre. 

Por conveniência, a fim de se tratar a questão relacionada à não-linearidade, 

torna-se necessário reescrever as Equações 3.37 no instante tn+1. Desta forma, 

considerando que  

n1n ˆˆˆ uuu −=∆ +  (3.42a) 

n1n
ˆˆˆ hhh −=∆ +  (3.42b) 

e aplicando na Equação 3.37, chega-se a 

]ˆˆ[ˆˆ nwn1nw1n hCuKFhCuK γ−+∆=γ− ++  (3.43a) 

[ ]QQhH

hHGuChHGuC

∆γ∆α−−∆γ+

∆α+γ−γ−=∆α+γ−γ− ++

wnnw

n
FS

wn
T

w1n
FS

w1n
T

w

tˆt

ˆ]t[ˆˆ]t[ˆ  (3.43b) 

 

A seguinte fórmula de recorrência é utilizada no processo de solução iterativo 

k1k
1n

k
1n ˆˆˆ uuu δ+= −

++  (3.44a) 

k1k
1n

k
1n

ˆˆˆ hhh δ+= −
++  (3.44b) 

Substituindo os termos em tn+1 da Equação 3.43 pela fórmula de recorrência (Equação 

3.44), chega-se a  

 

]ˆˆ[]ˆˆ[ˆˆ 1k
1nw

1k
1nnwn

k
w

k −
+

−
+ γ−−γ−+∆=δγ−δ hCuKhCuKFhCuK  (3.45a) 

[ ][ ] [ ][ ]1k
1n

FS
w

1k
1n

T
wn

FS
wn

T
w

wnnw
kFS

w
kT

w

ˆtˆˆtˆ

]tˆ[tˆ]t[ˆ
−
+

−
+ ∆α+γ−γ−−∆α+γ−γ−

+∆γ∆α−−∆γ=δ∆α+γ−δγ−

hHGuChHGuC

QQhHhHGuC
 (3.45b) 
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ou ainda, 

( )
1k
1nk

k

FS
w

T
w

w

t
−
+=
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�
�

δ
δ

�
	



�
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u

HGC
CK

 (3.46) 

em que  
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ou ainda, 
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 (3.48) 

 

Das Equações 3.18, 3.19 e 3.20, tem-se que  

dVdVˆˆ
V

n
T

u
V

n

nu
T

un � ′−=�=
′−

�BuDBBuK
�

�����
 (3.49a) 

dVdVˆˆ
V

1k
1n

T
u

V
1k
1n

1k
1nu

T
u

1k
1n � ′−=�= −
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−
+ �BuDBBuK
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 (3.49b) 

dVhdVˆˆ
V

n
T

uw
V

nh

nh
T

uwnw �γ−=�γ−=γ− mBhNmBhC
���

 (3.50a) 

dVhdVˆˆ
V

1k
1n

T
uw

V
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T
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dVdVˆˆ
V
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V

nvol

nu
TT

hwn
T

w � εγ=�γ−=γ−
ε−

NuBmNuC
�����

 (3.51a) 
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dVdVˆˆ
V

1k
1nvol

T
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dVtdVˆtˆt
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Logo, pode-se escrever: 
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ou ainda, 
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Então fazendo: 

n
1k

1n
1k ��� ′−′=′∆ −

+
−  (3.55a) 

n
1k
1n

1k hhh −=∆ −
+

−  (3.55b) 

n
1k
1n

1k
��� −=∆ −

+
−  (3.55c) 

n
1k
1n

1k vvv −=∆ −
+

−  (3.55d) 
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n
1k
1n

1k ˆˆˆ hhh −=∆ −
+

−  (3.55e) 

chega-se a  
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ou ainda, numa forma compacta: 
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em que 
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O ciclo iterativo é interrompido quando o seguinte critério de convergência é 

observado 

TOLER
ˆ

ˆ

k
1n

k

<
δ

+h

h
 (3.59) 
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3.4 - PROCESSO DE LOCALIZAÇÃO DA SUPERFÍCIE LIVRE 
 

Durante a solução de um problema de fluxo não-confinado em regime 

transiente, torna-se necessária a localização da superfície livre em cada instante. No 

presente trabalho, a técnica de fluxo residual (Bathe et al, 1982 e Desai e Li 1983) com 

a malha fixa é empregada para localização da superfície livre.  

 

3.4.1 - Procedimento de Fluxo Residual 

 
O procedimento de fluxo residual é uma das técnicas empregadas para solução 

de problemas que leva em conta o rebaixamento do nível d’água. Esta técnica considera 

que a água, inicialmente armazenada nos poros do solo entre duas superfícies livres 

consecutivas, é liberada e precisa ser imposta sob forma de fluxo ao longo da superfície 

livre atual. Desta forma, uma nova posição da superfície livre pode ser determinada. 

Nas Equações governadoras, o termo relativo à superfície livre, GFS, impõe o 

fluxo nos nós dos elementos através dos quais a superfície livre passa. Esta matriz, no 

entanto, é avaliada ao longo da superfície livre que por sua vez deverá ser localizada a 

partir de uma posição anteriormente conhecida. 

Sobre uma superfície livre (piezométrica), a carga total h é igual à carga de 

elevação he. Desta forma, pode-se obter a posição da superfície livre no sistema de 

coordenadas naturais ),( ηξ  resolvendo, em nível de cada elemento, a seguinte equação: 

0)hh)(,(Nhh i,ei

n

1i
ie =−ηξ=− �

=
 (3.60) 

em que Ni são as funções de forma do elemento finito adotado. 

 

Assim, para um elemento isoparamétrico de 8 nós, a Equação 3.60 pode ser 

escrita como: 

0)hh)(,(N...

...)hh)(,(N)hh)(,(Nhh

8,e88

2,e221,e11e

=−ηξ+

+−ηξ+−ηξ=−
 (3.61) 
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Hsi (1992) adotou o seguinte procedimento para determinação das 

coordenadas locais e globais ao longo da superfície livre: 

 

1. Para qualquer elemento, a direção ξ  pode ser dividida em segmentos iguais de 

acordo com a Figura 3.1. A extensão de cada segmento é dada por: 

ndiv
2

ndiv
)1()1( =−−+=ξ∆  (3.62) 

em que ndiv é o número de divisões na direção ξ . 

x

ndiv ndiv

0 0
1 1

2 2

h1 h2 h3

h7 h6 h5

h8 h3

 
 

Figura 3.1 – Coordenadas locais da superfície livre no interior de um elemento 

(Hsi, 1992). 

 

2. As coordenadas locais n10 ,...,, ξξξ  mostradas na Figura 3.1, podem ser obtidas da 

seguinte forma: 

ξ∆+ξ=ξ −1kk  (3.63) 

em que  k = 1, 2, 3,..., ndiv  e 10 −=ξ   e  1n +=ξ  
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3. A Equação 3.61 pode ser escrita em termos da coordenada natural kη  de um ponto k 

da seguinte forma: 

0CBA k
2
k =+η+η  (3.64) 

em que 
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 (3.65a) 
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 (3.65c) 

 

A Equação 3.64 deverá ser resolvida para todos os n pontos no interior do 

elemento e sua solução deverá pertencer ao intervalo de –1 a +1. Caso kη  < -1 ou      

kη  > +1, a superfície livre não pertencerá ao interior daquele elemento em kξ=ξ .  

 

4. As coordenadas globais (xk,yk) ao longo da superfície livre no interior de um 

elemento podem ser calculadas quando existirem da seguinte forma: 
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ikk

8

1i
ik x),(Nx ηξ=�

=

 (3.66a) 

ikk

8

1i
ik y),(Ny ηξ=�

=

 (3.66b) 

em que xi e yi são as coordenadas globais do nó i. 

 

Seguindo os passos de 1 a 4 para cada elemento finito da malha, pode-se 

encontrar uma série de coordenadas (x,y) para a superfície livre e ao longo da qual 

deverá ser avaliada a matriz GFS. 

Em problemas práticos de rebaixamento do NA, além do procedimento de 

fluxo residual, Hsi e Small (1992a, 1992b, 1992c, 1993) empregam o procedimento 

modificado de Cividini e Gioda (1984). Hsi e Small mostram que a simulação de 

escavação em solos mais permeáveis, onde a dissipação dos excessos negativos de poro-

pressão é mais rápida, o método de fluxo residual pode ser aplicado com sucesso. Já em 

escavações realizadas em materiais pouco permeáveis, onde a dissipação desses 

excessos é muito lenta, o procedimento de fluxo residual pode não ser adequado, uma 

vez que este procedimento baseia-se na busca de contorno de poro-pressões nulas e nos 

estágios iniciais de uma escavação é comum o aparecimento de contornos nulos de 

poro-pressão que não sejam necessariamente a superfície livre. Portanto, enquanto as 

poro-pressões negativas não se dissiparem, o emprego do procedimento modificado de 

Cividini e Gioda (1984) é recomendado. 

 Nesta dissertação, foi implementado apenas o procedimento de fluxo residual 

por ser mais acurado e por não se tratar de um problema de remoção de tensões.  

 

3.5 FUNÇÃO DE CONDUTIVIDADE HIDRÁULICA 
 

À medida que o nível d’água é rebaixado, o solo acima da superfície 

piezométrica torna-se "não-saturado". A região não-saturada aqui passará a ser chamada 

de região "seca" uma vez que uma condição de fluxo muito reduzida passa a ocorrer 

nessa região.  
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Dados experimentais têm demonstrado a existência de uma relação não-linear 

entre a condutividade hidráulica k e a poro-pressão ( pwhp γ= ) e que esta relação não é 

única durante processos de infiltração e drenagem (comportamento histerético), como é 

ilustrado na Figura 3.2 
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Figura 3.2 – Função de condutividade hidráulica (Liakopoulos, 1965). 

 

Durante um processo de drenagem, a redução da saturação é acompanhada 

pela redução da poro-pressão, implicando na diminuição do valor da condutividade 

hidráulica. Da mesma forma, durante um processo de infiltração, a condutividade 

hidráulica terá seu valor aumentado em função do aumento da poro-pressão do meio, 

atingindo seu valor máximo na condição de saturação total. 

Nas análises de problemas de fluxo envolvendo variação do nível d’água, a 

metodologia da redução da permeabilidade do solo acima da superfície livre é utilizada 

como forma de minimizar o fluxo nesta região (Desai e Li, 1983; Hsi e Small, 1992a). 

Com este procedimento, pode-se perfazer uma análise mais próxima das condições de 

campo. No entanto, problemas de instabilidade numérica foram observados e dois 

procedimentos podem ser adotados na tentativa de solucionar esta questão: 
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1. Adoção de uma função de condutividade hidráulica, tal como, ilustrada na Figura 3.3, 

para a qual o decréscimo da permeabilidade está linearmente relacionado com a 

diminuição da poro pressão ( pwhp γ= ) até atingir-se um valor limite, plim, a partir do 

qual a condutividade hidráulica atinge também o seu valor mínimo klim (Bower, 1964; 

Freeze, 1971; Cathie e Dungar, 1975; Desai e Li, 1983; Hsi e Small, 1992; Gonçalves, 

1996).  

O valor de plim também pode ser obtido experimentalmente ou podem-se admitir 

pequenos valores negativos. Hsi e Small (1992) utilizam uma faixa de variação de –

5kPa a –50kPa. Gonçalves (1996) observou problemas de instabilidade numérica em 

análises realizadas adotando-se valores de plim entre 0 e –20 kPa. 
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Figura 3.3 – Função de condutividade hidráulica. 

 

2. As permeabilidades nos pontos de Gauss dos elementos em que a superfície livre 

passa, não devem ser reduzidas (Hsi, 1992).  

 

A Figura 3.3 mostra ainda da pressão de entrada de ar no solo, pe, que é 

definida como o valor limite entre o estado saturado e o não-saturado. Solos finos 

tendem a desenvolver razoável capilaridade e valores negativos de pe devem ser 

considerados podendo ser determinados experimentalmente. 



CAPÍTULO 4 
 

 

IMPLEMENTAÇÕES COMPUTACIONAIS 

 

 
Inicialmente desenvolvido por Zornberg (1989), o programa ANLOG (Análise 

Não-Linear de Obras Geotécnicas) foi implementado para análises elastoplásticas de 

problemas de equilíbrio estático sob condições de deformação plana e axissimétrica 

através do método de elementos finitos.  

Nogueira (1998) expandiu o ANLOG para análises com acoplamento de fluxo 

e deformações considerando deslocamento e poro-pressão como variáveis primárias. 

Nessa versão, elementos finitos superparamétricos em poro-pressão e isoparamétricos 

em deslocamentos foram utilizados. Adicionalmente, foram incorporados outros 

modelos constitutivos, outras técnicas de solução de problemas não - lineares, e ainda, a 

técnica de simulação de escavações baseada na técnica proposta por Ghaboussi e 

Pecknold (1984) e na formulação de Brown e Booker (1985). 

Nessas versões, a característica principal para gerenciamento do programa é o 

uso de estrutura em macro-comandos. O emprego de macro-comandos tem a vantagem 

de possibilitar a simulação de seqüências construtivas de aterros e escavações de forma 

muito simples. Eles foram utilizados na análise de diversos casos históricos (Zornberg, 

1989; Azevedo et al., 1994; Azevedo e Azevedo 1994; Nogueira, 1992; Nogueira 1998, 

Pereira, 2003). 

Pereira (2003) desenvolveu a versão para análise de estruturas de solos 

reforçados considerando o elemento de interface entre o elemento de barra (reforço) e o 

elemento de solo.  
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Neste trabalho, uma formulação numérica utilizando carga hidráulica total 

como variável primária em fluxo foi implementada. O rebaixamento da superfície livre, 

como fator causador do processo de adensamento, foi incorporado nesta formulação e o 

método de solução do problema acoplado é puramente incremental. 

Subrotinas para prescrição de valores não-nulos das variáveis primárias 

utilizando técnicas propostas em Cook et al.(1989), também foram implementadas no 

presente trabalho. 

O ANLOG pode ser utilizado juntamente com os pré e pós-processadores 

gráficos MTOOL e MVIEW desenvolvidos pelo Grupo de Tecnologia em 

Computação Gráfica da PUC-Rio em convênio com a PETROBRÁS.  

 

4.1 - MACRO - COMANDOS 
 

A seqüência mais usual de macro-comandos do ANLOG e que segue o modelo 

tradicional de um programa de elementos finitos é ilustrada na Figura 4.1 

O macro-comando DADOS ativa um bloco de rotinas responsável pela leitura 

dos dados geométricos (coordenadas e conectividades), dos materiais (modelo 

constitutivo e seus parâmetros), e das condições de contorno de uma malha de 

elementos finitos. 

Os macro-comandos CPOIN, CEDGE e CGRAV são responsáveis pela 

montagem do vetor de carregamento nodal equivalente devido às forças pontuais, de 

superfície e de corpo (peso próprio), respectivamente. 

De forma análoga, QEDGE é responsável pelo cálculo da vazão nodal 

equivalente a uma taxa de infiltração numa dada superfície. 
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DADOS 
(Malha de elementos finitos) 

CPOIN, CEDGE, CGRAV, QEDGE 
(Condições de contorno naturais) 

SOLVE 
(Processo de solução) 

FEXEC 
(Finaliza o ANLOG) 

 
 

Figura 4.1 – Seqüência de macro- comandos do programa ANLOG 

 

SOLVE monta as matrizes elementares e resolve o sistema de equações. Este 

comando é responsável também pela obtenção das variáveis secundárias (deformação, 

tensão, gradiente hidráulico e velocidade de fluxo). 

Além dos macro-comandos convencionais (DADOS, CPOIN, CEDGE, 

CGRAV e SOLVE) apresentados na Figura 4.1, tem-se, ainda:  

 

• Macro-comandos para definição de estado de tensões iniciais isotrópicas 

e geostáticas (TINIS e TINK0). 

 

• Macro-comandos utilizados na simulação de processos construtivos tais 

como: escavações, aterros e ativação e desativação de elementos de 

tirante e estronca (ESCAV, ATERR, BARAT e BARDE). 

 

• Macro-comandos para geração de arquivos de saída gráfica (POSD, 

POSR, MVIEW, MV_NT). 
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4.2 - ELEMENTO E MATRIZES CARACTERÍSTICAS 
 

O elemento a ser utilizado por um programa depende do tipo de análise a ser 

realizada. Com o programa ANLOG três tipos de análise podem ser conduzidos: 

 

• Análise não – acoplada (tensão – deformação) identificada na entrada de 

dados pela variável LLACOP=0. 

 

• Análise acoplada (fluxo – deformação) utilizando poro-pressão como 

variável primária de fluxo (LLACOP=1). 

 

• Análise acoplada (fluxo – deformação) utilizando carga total hidráulica 

como variável primária de fluxo (LLACOP=2) e considerando (DRDOWN=1) 

ou não (DRDOWN=0) o rebaixamento da superfície livre. 

 

No caso de análises acopladas, utilizando carga total como variável primária 

utiliza-se o elemento plano Q8Q8 isoparamétrico em deslocamento e carga total com 24 

graus de liberdade e mostrado na Figura 4.2. 
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Figura 4.2 – Elemento Q8Q8 
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As funções de interpolação utilizadas na presente formulação (elemento 

Q8Q8) são funções quadráticas assim definidas: 

)1)(1)(1(25.0),(N iiiii −ηη+ξξηη+ξξ+=ηξ , i=1, 3, 5 e 7 (4.1) 

)1)(1)((5.0)1)(1)((5.0),(N 2
i

2
i

2
i

2
ii ξ−ηη+η+η−ξξ+ξ=ηξ , i=2, 4, 6 e 8 (4.2) 

em que ξi e ηi são os valores das coordenadas naturais, ξ e η, dos pontos nodais dos 

elementos as quais pertencem ao intervalo de –1 a +1 e são indicadas na Tabela 4.1. 

 

Tabela 4.1 – Coordenadas naturais dos pontos nodais do elemento Q8Q8. 

NÓ 1 2 3 4 5 6 7 8 

ξi -1 0 +1 +1 +1 0 -1 -1 

ηi -1 -1 -1 0 +1 +1 +1 0 

 

4.2.1 -  Aproximação do deslocamento e carga total 

  
Neste trabalho, deslocamento e carga hidráulica total, em qualquer ponto no 

domínio do elemento, são escritos em função de suas respectivas variáveis nodais como: 

uNu ˆ
v
u

u=
�
�
�

�
�
�

=  (4.3) 

em que 

�
�

	


�

�
=

81

81
]8x2[u N0...N0

0N...0N
N  (4.3a) 

é a matriz das funções de interpolação em deslocamento e 

[ ]8811
T vu...vu=u  (4.3b) 

é o vetor de deslocamentos nodais em que u e v são, respectivamente, as componentes 

do vetor de deslocamento nas direções x e y. 
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hN ˆh h=  (4.4) 

em que 

[ ]8721]8x1[h NN...NN=N  (4.4a) 

é a matriz das funções de interpolação para a carga total e 

[ ]8721
T hh...hh=h  (4.4b) 

é o vetor de cargas totais nodais. 

 

4.2.2 - Aproximação da geometria 

 

As coordenadas de um determinado ponto são escritas em função das 

coordenadas dos pontos nodais através das funções de interpolação quadráticas. 

xNx ˆ
y
x

u=
�
�
�

�
�
�

=  (4.5) 

em que 

[ ]8811
T yx...yx=x  (4.5a) 

é o vetor das coordenadas locais dos pontos nodais. 

 

A matriz jacobiana J é utilizada na transformação de sistema de coordenadas 

local - natural (xy e ξη) e para problemas planos é definida como: 

�
�
�
�

�
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∂η
∂

∂η
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∂

∂ξ
∂

= yx
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J  (4.6) 

em que 


ξ∂

∂
=

ξ∂
∂
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n

1i
i

i x
Nx

 (4.6a) 
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ξ∂

∂
=

ξ∂
∂
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n

1i
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 (4.6b) 
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=

η∂
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n

1i
i
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 (4.6c) 


η∂

∂
=

η∂
∂

=

n

1i
i

i y
Ny

 (4.6d) 

 

 O volume elementar dV=dxdydz pode ser escrito em coordenadas naturais como 

dV = t detJ(ξ,η) dξ dη (4.7) 

em que 

 t = 1 para problemas de deformação plana. 

 t = 2πr para problemas de deformação axissimétrica. 

 t = espessura para problemas de tensão plana. 

 

 

4.2.3 - Operadores diferenciais 

 

Os operadores diferenciais, ∇∇∇∇u e ∇∇∇∇h, são operadores que aplicados às funções 

de interpolação dão origem às matrizes Bu e Bh que contêm as derivadas das funções de 

interpolação em deslocamento e carga total, respectivamente. 

A matriz, Bu, relaciona as deformações aos deslocamentos nodais. Assim 

sendo 

]1x16[]16x4[u]1x4[ ûB� =  (4.8) 

em que 

[ ]8u1u]16x4[u ... BBB =  (4.8a) 

e 
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para problemas planos de deformação e tensão e  

�
�
�
�

�

	










�

�

∂∂

∂∂

∂∂

∂∂

=

xN
0

yN
0

yN
xN

0
xN

i

i

i

i

i

iuB  (4.8c) 

ara problemas axissimétricos. 

Cada termo do operador diferencial Bu pode ser obtido aplicando-se a regra da 

cadeia 
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 (4.8d) 

 

 De forma análoga, a matriz Bh, relaciona o gradiente hidráulico às cargas totais: 

]1x8[]8x2[h]1x2[ hBi =  (4.9) 

em que 

[ ]8h1h]8x2[h ... BBB =  (4.9a) 

e  

�
�
�
�

�

	










�

�

∂
∂
∂

∂

==

y
N
x

N

i

i

ihih NB ∇∇∇∇  (4.9b) 

para problemas planos. 
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4.3 - O MACRO- COMANDO SOLVE 
 

O macro-comando SOLVE ativa a rotina de mesmo nome cuja função é 

resolver o problema definido pelo usuário. Neste item, são apresentadas as principais 

sub-rotinas que compõem a rotina SOLVE. No Quadro 4.1 são apresentados, na forma 

de um algoritmo, os passos básicos envolvidos na solução do problema ativados pelo 

macro-comando SOLVE.  

 

Quadro 4.1 - Seqüência básica do macro comando SOLVE. 

1. Define a dimensão das matrizes. 
2. Inicializa os vetores de força desequilibrada (δ∆F= 0) e incremento de 

deslocamento/carga total (∆d=0) e a matriz global KG=0. 
3. Define o número de blocos carga e tempo. 
4. Inicializa os fatores de carga e tempo, λc = 0 0. e λ t = 0 0. . 
5. Define a função de carga e tempo através dos vetores de fatores de carga e tempo λλλλc  e  λ λ λ λt . 
6. Loop de número de blocos de carga e tempo. 

6.1.  Inicializa o contador de número de incrementos de carga e tempo por bloco 
(iincs=0). 

6.2. Determina os fatores de incremento de carga e tempo iniciais, ∆λc e ∆λt,. 
6.3. Leitura dos parâmetros de solução (LLALGR, LLINT, IAUTO, MITER) 
6.4. Loop de incrementos de carga para problemas sem acoplamento (LLACOP=0) 

enquanto λc c iblok< λλλλ ( )  
6.4.1. Incrementa o contador de número de incrementos: iincs=iincs+1 
6.4.2. Atualiza o fator de carga: λ λc c c= + ∆λ  
6.4.3. Resolve o problema incrementalmente (CALL INCREM) 

6.5. Loop de incrementos de tempo para problemas com acoplamento (LLACOP=1 ou 
LLACOP = 2) 

        enquanto λ t t iblok< λλλλ ( )  
6.5.1. Incrementa o contador de número de incrementos: iincs=iincs+1 
6.5.2. Atualiza o fator de carga e tempo: λ λc c c= + ∆λ e λ λt t t= + ∆λ  
6.5.3. Determina o incremento de tempo ∆t  
6.5.4. Atualiza a contagem do tempo, t=t+∆t 
6.5.5. Resolve o problema incrementalmente (CALL INCREM) 

7. Inicializa o vetor de carregamento (Xload=0)  
 

 No Quadro 4.2 apresenta-se o algoritmo de solução incremental implementado 

na rotina INCREM. 
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Quadro 4.2 - Algoritmo de solução incremental - Rotina INCREM. 

1. Inicializa o loop de elementos. 
1.1. Lê a matriz de acoplamento do elemento em arquivo temporário. 
1.2. Monta o vetor dos graus de liberdade globais do elemento. 
1.3. Efetua a busca da superfície livre no elemento. 
1.4. Calcula as coordenadas locais e globais da superfície livre do interior do elemento 

(caso existam). 
1.5. Calcula a matriz da superfície livre (GFS) 
1.6. Calcula a matriz constitutiva linear elástica do elemento. 
1.7. Inicializa o loop de pontos de Gauss. 

1.7.1. Calcula a matriz de rigidez do elemento. 
1.7.2. Calcula a matriz característica das permeabilidades, podendo reduzir ou não a 

permeabilidade do ponto de Gauss. 
1.7.3. Calcula a matriz de fluxo do elemento. 

1.8. Monta a parcela hidráulica do vetor de carregamento externo relativa ao           
elemento (∆∆∆∆F) 

1.9. Monta todas as matrizes características na matriz tangente global (KG ) 
2 . Monta a parcela de equilíbrio do vetor de forças externas (∆∆∆∆F). 
3 . Obtém a solução predita: ∆d= KG∆F 
4 . Calcula o incremento de tensão efetiva ; ∆σσσσ′=f(∆d); 
5 . Atualiza a tensão efetiva σσσσσσσσσσσσ ′∆+′=′  (Nogueira, 1998) 
6 . Se o algoritmo é puramente incremental (LLALGR=5) 

6.1. Atualiza o vetor de deslocamento, carga total e deformação. 
6.1.1. Imprime os resultados 

7 . Volta para SOLVE 
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4.4 - LOCALIZAÇÃO DA SUPERFÍCIE LIVRE 
 

A condição para localizar a superfície livre no interior de um elemento (caso 

ela exista) em cada instante, é encontrar os pontos interiores a este elemento em que as 

poro-pressões sejam nulas (Equação 3.60). Desta forma, é possível obter-se a 

configuração da superfície no interior de um elemento. Esta busca é feita pela subrotina 

MLOC_FREE que avalia, inicialmente, as faces esquerda e direita de cada elemento, 

respectivamente. Se a condição da Equação 3.64 não é satisfeita em nenhuma das duas 

faces do elemento (ξ = -1 e ξ = +1), então a busca passa automaticamente para o 

próximo elemento, e assim sucessivamente até que seja satisfeita a condição da Equação 

3.64. 

Portanto, o processo de localização superfície livre no interior do elemento, só 

é efetivamente realizado para os elementos que eventualmente sejam interceptados total 

ou parcialmente pela superfície livre. Esta estratégia pode trazer razoável economia de 

tempo de processamento no caso de malhas muito refinadas e, principalmente nos casos 

em que os elementos sejam divididos internamente em um número muito grande de 

faixas de incremento ∆ξ (Figura 3.1). 

Quatro possibilidades para a posição da superfície livre em relação a um 

elemento qualquer são apresentadas na Figura 4.3. 
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Figura 4.3 – Superfície passando (a) e (b) parcialmente no elemento, (c) 

totalmente no interior do elemento e (d) fora do elemento. 

 

O algoritmo da Figura 4.4, implementado na subrotina MLOC_FREE, ilustra a 

maneira de se localizar a superfície livre no interior de um dado elemento através do 

procedimento de fluxo residual (Desai e Li, 1976 e Bathe et al., 1982). 
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VERDADEIRO 

FALSO 

VERDADEIRO 

FALSO 

FALSO 

I = I +1 

Faça ξ = -1  
(lado esquerdo do elemento) 

Calcule as coordenadas globais 
relativas à (ξ,η) (Eq. 3.61)  

Incremente ξ em 
∆ξ = + ( 2 / NDIV) 

I = 0 

Verifique se 
h – he = 0  (Eq.3.56) 

Verifique se 
h – he = 0  (Eq.3.56) 

Faça ξ = +1  
(lado direito do elemento) 

Calcule as coordenadas globais 
relativas à (ξ,η) (Eq.3.61) 

Incremente ξ em 
∆ξ = − ( 2 / NDIV ) 

Verifique se 
h – he = 0  (Eq.3.56)

Enquanto  
I ≤ NELEM  

 
 

Figura 4.4 – Algoritmo para localização da superfície livre 
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4.5 - REDUÇÃO DA PERMEABILIDADE 
 

Neste trabalho, o problema do adensamento é resolvido considerando o solo 

saturado. Ainda assim, é possível simular o fluxo não-saturado nas regiões que se 

encontram acima da superfície livre através da redução da permeabilidade quando as 

pressões se tornam negativas. Parâmetros como a pressão de entrada de ar pe, 

permeabilidade limite klim e pressão limite plim são dados de entrada necessários para 

que se possa criar a curva de redução de permeabilidade (Figura 4.5). Neste sentido, as 

implementações no código tornaram-no flexível para se gerar vários tipos de curva de 

redução de permeabilidade em função da poro–pressão. Alguns exemplos de curva 

permeabilidade vs. poro-pressão obtidos são mostrados na Figura 4.5. 
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Figura 4.5 - Curvas de permeabilidade vs. poro-pressão 
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Através da implementação de uma simples interpolação linear, o valor da 

permeabilidade k é calculado em cada ponto de Gauss do elemento utilizando a seguinte 

equação: 

)k(
W

)k(k
k lim

limsat +
−

=  (4.12) 

em que  

)/p(h

)]/)pp[(
W

wlimp

wlimsat

γ−
γ−

=  (4.13) 

é um parâmetro que varia de 0 a +∞ no seguinte intervalo de carga de pressão: 

w

sat
p

w

lim p
h

p
γ

≤<
γ

 (4.14) 

e ph é a carga de pressão avaliada no ponto de Gauss, ou seja: 

ie

nnoel

1i
ip )hh)(,(Nh −ηξ= 

=
 (4.15) 

em que Ni é a função de interpolação do nó i e nnoel é o número de nós do elemento. 

 

A subrotina do programa ANLOG envolvida no cálculo da redução de 

permeabilidade chama-se MUDCC_K. Depois de calculados os novos valores de 

permeabilidade dos elementos não – saturados (acima da linha piezométrica), procede-

se o cálculo da matriz de fluxo do elemento (Equação 3.20) e em seguida a mesma é 

montada na matriz tangente global.  
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4.6 - EXEMPLOS DE VALIDAÇÃO 
  

Neste item, são apresentados alguns exemplos com a finalidade de validar as 

implementações computacionais. 

O problema de adensamento unidimensional de Terzaghi (1943) é 

esquematizado nas Figuras 4.6a e 4.6c. O primeiro refere-se ao fenômeno devido a 

uma solicitação externa e, o segundo, exclusivamente devido ao rebaixamento do NA.  

A Figura 4.6b mostra o problema de adensamento bidimensional e os 

resultados numéricos são confrontados com a solução analítica de Schiffman et al. 

(1969).  

Um problema de fluxo bidimensional, em que os resultados do ANLOG são 

comparados à solução de Herbert (1968), é esquematizado na Figura 4.6d. 

 

ADENSAMENTO 1D
    Terzaghi (1943)

H E, ν, k H

ADENSAMENTO NO ESTADO PLANO   
DE DEFORMAÇÃO
    Schiffman (1969)

E, ν, k

Q Q

 
           (a)                            (b) 

H E, ν, k

ADENSAMENTO 1D
    POR REBAIXAMENTO DO NA

Terzaghi (1943)
REBAIXAMENTO DA SUP. FREÁTICA

    Herbert (1968)

E=+     , k H
Rebaixamento vertical

(em t=0)

(em t>0)

(em t=0)
(em t1>0)
(em t1>t2)

 
            (c)                            (d) 

Figura 4.6 – Problemas de (a), (b) e (c) adensamento e de (d) superfície livre  
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4.6.1 - Adensamento unidimensional devido um carregamento de superfície 

 
Consideremos uma camada de solo de espessura H assente no topo rochoso e 

submetida a um carregamento uniformemente distribuído de intensidade Q na superfície 

do terreno, como ilustrado na Figura 4.6a. 

De acordo com a teoria de Terzaghi (1943), os excessos de poro-pressões ue ao 

longo da vertical de uma camada de solo podem ser obtidos em função do espaço e do 

tempo pela seguinte equação: 


∞

=
−=

0m

2
e )TMexp()MZsen(

M
Q2

u    com   M m= +π
2

2 1( )  (4.16) 

em que Z é a profundidade adimensional e T o fator tempo definidos como 

dH
z

Z =  (4.17) 

T
c

H
tv

d

= 2  (4.18) 

em que z é a profundidade, t é o tempo real, Hd é o comprimento do caminho de 

drenagem (Hd = H para simples drenagem; Hd = H/2 para dupla drenagem) e cv é o 

coeficiente de adensamento definido como 

c
k

mv
v w

=
γ

 (4.19) 

em que k é o coeficiente de permeabilidade na direção do fluxo, γw é o peso específico 

da água e mv é o módulo de deformabilidade volumétrica unidimensional definido 

como 

m
Ev = + −

−
( )( )

( )
1 1 2

1
ν ν

ν
 (4.20) 

em que E é o módulo de elasticidade e ν é o coeficiente de Poisson. 
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O problema unidimensional analisado via MEF consiste numa coluna de solo 

de 20m de espessura representada por uma malha de elementos finitos constituída de 10 

elementos Q8Q8 e 53 pontos nodais, como ilustrado na Figura 4.7, onde também são 

apresentados os dados do material. Condições de contorno em deslocamento restrito na 

direção horizontal foram adotadas para simular a condição unidimensional de 

deformação. Da mesma forma, para simular a condição unidimensional de fluxo na 

direção vertical, considerou-se a superfície do terreno, que coincide com a cota do NA, 

como um contorno “drenante”, ou ainda, em que hp=0 (h=he). Neste caso, Hd = H e um 

problema de simples drenagem é avaliado. Um carregamento uniformemente distribuído 

de 100 kPa é aplicado instantaneamente na superfície do terreno. Uma marcha no tempo 

puramente implícita (α = 1.0) com incrementos de tempo de 20s foi adotada. 

 

Q = 100 kPa 
 
E =1000 kPa 
 
ν = 0.0 
 
k = 4 x 10-6 m/s 
 
γw = 10 kN/m3 
 
cv = 4 x 10-4 m2/s   
 
Hd = 20 m 
 
T = t / 106 
 
y = H – z 
 
 
Contorno drenante: nós 51,52 e 53 (h = he) 
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Figura 4.7 – Adensamento unidimensional - Malha de elementos finitos. 
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A distribuição de excessos de poro-pressões ue no tempo e no espaço é 

mostrada na Figura 4.8, em que y é a coordenada medida a partir da base da camada. Os 

excessos de poro - pressões nodais foram obtidos fazendo: 

 

ue = γw (hp (T) – hp0) com hp (T) = h (T) - he (4.21) 

 

em que hp0 é a carga de pressão no instante t = 0, he é a carga de elevação e h(T) é a 

variável primária da presente formulação avaliada num instante t correspondente ao 

fator tempo T. 

Observando a Figura 4.8, nota-se que uma boa concordância foi obtida entre a 

resposta numérica via MEF do presente trabalho e a solução de Terzaghi (1943). 

 

Figura 4.8 – Adensamento Unidimensional / Isócronas dos excessos de poro-pressão. 

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

ue/Q

y/
H

d

           Terzaghi (1943)
           Presente trabalho

T = 0.1

T = 0.4

T = 0.8



  
63 

A curva da percentagem média de adensamento com o fator tempo é 

apresentada na Figura 4.9. Esta percentagem média de adensamento pode ser obtida de 

forma aproximada fazendo: 

Para U < 0.6, 2U
4

T
π=  (4.22) 

Para U > 0.6, 085.0)U1log(933.0T −−−=  (4.23) 

 

Com a resposta numérica, a percentagem média de adensamento pode ser 

calculada por: 

100)]u/)T(u(1[(%)U
0i ee

npoin

1i
−Σ=

=
 (4.24) 

em que ue0 é o excesso de poro – pressão gerado no instante t = 0 . 
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Figura 4.9 – Adensamento 1D - Percentagem média de adensamento vs. Fator tempo. 
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Na Figura 4.10 mostra-se a curva recalque superficial d com o fator tempo T 

que pode ser obtida fazendo: 

(%)Ud)T(d máx=  (4.25) 

em que dmáx é o deslocamento superficial correspondente ao final do adensamento o 

qual pode ser obtido através da teoria da elasticidade por: 

HQmd vmáx =  (4.26) 
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Figura 4.10 - Adensamento 1D - Deslocamento superficial vs. Fator tempo 

 

Conforme observado, os resultados obtidos pela versão atual do programa 

ANLOG, através do emprego de uma formulação acoplada, utilizando carga total como 

variável primária para a parcela de fluxo, validam o presente método de solução para 

problemas de adensamento unidimensional. 
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4.6.2 - Adensamento bidimensional 

 

Neste item, verifica-se o processo do adensamento em uma camada de solo 

compressível de baixa permeabilidade, representada por um semi-espaço infinito, 

quando submetida a um carregamento em faixa distribuído no centro do domínio de 

largura finita, 2b, e de intensidade Q. O nível d’água é mantido constante na superfície 

do terreno. 

A malha de elementos finitos é apresentada na Figura 4.11. Tratando-se de um 

problema simétrico, somente metade do domínio foi discretizado. Assim como em 

Nogueira (1998), a malha é constituída de 144 elementos finitos Q8Q8 e 481 pontos 

nodais. As condições de contorno em deslocamento e drenagem também estão indicadas 

na Figura 4.11 com a drenagem ocorrendo apenas pelo topo da camada de solo. As 

comparações dos resultados numéricos (utilizando carga total como variável primária) e 

os resultados analíticos, apresentados por Schiffman et al. (1969) e baseados na teoria 

do adensamento tridimensional de Biot, são apresentados nas Figuras 4.12 e 4.13. 
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Na Figura 4.12, tem-se a variação do excesso de poro-pressão, ue, ao longo da 

profundidade no centro da carga para um fator tempo, T, igual a 0.1, definido por 

Schiffman et al. (1969) como 

T
c

b
t=

2  (4.27) 

em que 

c
Gk

w

= 2
γ

 (4.28) 

e 

G
E=
+2 1( )ν

 (4.29) 

 

Figura 4.12 – Adensamento 2D - Excessos de poro-pressão - x/b=0.0 e T=0.1. 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

ue/p

z/
b

Presente trabalho
Sol. Analítica

T=0.1 



  
67 

A Equação 4.30 obtida analiticamente em Schiffman et al. (1969) e que define 

o excesso de poro-pressão para os instantes iniciais no caso de drenagem livre na 

superfície é: 
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em que b é a extensão do carregamento, z é a profundidade, Q é a magnitude do 

carregamento e η é uma constante auxiliar dada por: 

 

ν−
ν−=η
21

1
 (4.31) 

 

No ANLOG, os excessos de poro-pressões nodais ue são obtidos através da 

Equação 4.21. 

Na Figura 4.13, apresenta-se a evolução no tempo das tensões octaédricas,  

total σ e efetiva σ’ e as poro-pressões p, de forma normalizada, para um ponto situado 

no centro da carga e a 1m de profundidade. São comparados os valores de poro-pressões 

normalizadas com os valores obtidos pela solução analítica de Schiffman et al. (1969). 

Pode ser observado, nesta figura, o efeito de Mandel-Cryer, pelo qual ocorre aumento 

dos excessos de poro-pressões nos estágios iniciais do processo de adensamento bi e 

tridimensional. 



  
68 

 

1m 

ppQ 

0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

tempo (s)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
T

en
sõ

es
 N

or
m

al
iz

ad
as

 

Schiffman (p/Q)
Anlog (p/Q)
Anlog (σ'/Q)
Anlog (σ/Q)

Nível de tensão total inicial

x/b = 0
z/b = 1

 
 

Figura 4.13 – Adensamento 2D - Tensões normalizadas versus tempo 
 

Interpretações físicas posteriores aos trabalhos de Mandel (1950, 1953a e 

1953b) e Cryer (1963) foram propostas em Gibson et al.(1963), Josselin (1963), e 

Schifman (1965). Tais interpretações avaliam pequenos estágios iniciais de tempo após 

a aplicação do carregamento. Nesta fase, os elementos da superfície dissiparam os 

excessos de poro – pressão praticamente de forma instantânea devido à proximidade do 

contorno de drenante. Como conseqüência, esses elementos se deformam e sofrem um 

ganho de tensão total por causa do aumento da tensão efetiva. Considerando agora, para 

aquele mesmo instante inicial, um elemento no interior da malha, percebe-se que este 

ainda não iniciou o processo de drenagem e, portanto não começou a se deformar. Logo, 

para que haja compatibilidade entre as deformações dos elementos de superfície e os do 

interior, parte do ganho de tensões totais da superfície é transferida para o interior 

ocasionando um aumento de tensões totais acima dos valores iniciais nos elementos 

interiores para os primeiros estágios do adensamento, caracterizando assim, o efeito de 

Mandel – Cryer. 
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4.6.3 - Adensamento unidimensional devido ao rebaixamento do NA 

 
Consideremos agora a coluna de solo da Figura 4.7 com o nível d’água 

inicialmente na superfície do terreno. O objetivo deste item é mostrar o efeito do 

rebaixamento do NA nas deformações do solo. 

Assim como no item 4.6.1, condições de contorno em fluxo e deslocamento 

restrito na direção horizontal foram adotadas.  

Os parâmetros utilizados na análise são: E = 10 MPa, γw = 10 kN/m3,        

ky = 4 x 10-6 m/s, ν  = 0, Sy = 0 e Hd = H (drenagem apenas pelo topo). Mais uma vez a 

constante de integração no tempo é α = 1.0 (algoritmo implícito). Neste exemplo, 

durante o processo de rebaixamento, a permeabilidade acima do nível d’água não foi 

reduzida, para que o adensamento ocorresse de forma compatível com a teoria de 

Terzaghi. Portanto, adotou-se klim = ksat = 4 x 10-6 m/s. 

Analiticamente, a consideração para o cálculo do deslocamento superficial é 

análoga àquela da Equação 4.25. A variação do nível d’água, acarretará um ganho de 

tensão efetiva de 200 kPa (rebaixamento de 20m) ao longo de toda camada. 

Considerando as propriedades elásticas adotadas neste exemplo chega-se a um valor de 

deslocamento superficial máximo de 0.40m no final do adensamento.  

Utilizando a Equação 4.25, pode-se calcular o deslocamento superficial em 

qualquer instante. As Figuras 4.14, 4.15 e 4.16 apresentam a comparação de resultados 

entre a solução de Terzaghi (1943) e o ANLOG, indicando uma boa concordância entre 

os resultados numéricos e a solução analítica. 
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Figura 4.14 – Adensamento 1D devido ao rebaixamento do NA - U x T 
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Figura 4.15 – Adensamento 1D por rebaixamento do NA – d x T. 
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Figura 4.16 – Adensamento 1D por rebaixamento do NA / Isócronas de poro-pressão 

Os excessos de poro-pressões são obtidos através dos resultados do ANLOG 

pela equação: 

ue = γw [1-(hp (T) – hp0)]   com   hp (T) = h (T) - he (4.32) 

em que hp0 é a carga de pressão no instante t = 0, he é a carga de elevação e h(T) é a 

variável primária da presente formulação avaliada num instante t correspondente ao 

fator tempo T.  

A Figura 4.17 mostra o rebaixamento do NA no tempo, onde, assim como o 

deslocamento máximo, 99% do rebaixamento total é obtido em t=200000s = 55.6h 

(T=2). 
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Figura 4.17 – Rebaixamento da superfície livre no tempo. 

 

A Figura 4.18 mostra a evolução dos perfis de poro-pressões com o tempo 

obtida pelo ANLOG. Na superfície, todo o excesso é dissipado instantaneamente devido 

às condições de contorno prescritas: h = 0 (p = -200kPa). No restante do domínio, o 

perfil movimenta-se gradativamente no sentido de atingir a condição hidrostática de 

poro–pressões negativas. 
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Figura 4.18 – Evolução dos perfis de poro-pressões no tempo. 



  
73 

4.6.4 - Fluxo bidimensional e a superfície transiente 

 
Neste item, faz-se uma abordagem do problema de fluxo em que a posição da 

superfície transiente é averiguada. Assim, é verificada a técnica de localização da 

superfície livre utilizada neste trabalho, bem como, a imposição de fluxo ao longo 

dessa superfície.  

Problemas numéricos de fluxo envolvendo a superfície livre foram bastante 

estudados por Bathe e Khoshgoftaar (1979), Bathe et al. (1982), Cividini e Gioda 

(1984), Desai e Li (1983), Desai e Baseghi (1988), Gioda e Desideri (1988). Na 

maioria desses trabalhos, os autores procuraram inicialmente validar suas formulações 

numéricas comparando seus resultados com as respostas propostas por Herbert (1968). 

Esse autor investigou o problema da superfície livre utilizando uma técnica 

denominada “malhas de resistência” (resistance networks) em analogia ao problema de 

potencial elétrico. Basicamente, o fluxo elétrico era avaliado sobre uma malha de 

superfícies equipotenciais utilizando o método das diferenças finitas. 

O exemplo consiste numa barragem quadrada com as dimensões mostradas 

na Figura 4.19. Assume-se que a barragem possui isotropia de permeabilidade, está 

inicialmente saturada e com o nível d’água na superfície. Provoca-se então uma queda 

instantânea (em t = 0+) do nível d’água em um dos lados da barragem. Essa diferença 

de potencial hidráulico faz com que o nível d’água da barragem passe a sofrer o 

processo de rebaixamento até que atinja o regime de fluxo estacionário. 

Este problema também foi analisado por Hsi (1992) e Bathe et al. (1982) 

adotando uma rigidez elevada para o esqueleto sólido da barragem quadrada de modo a 

torná-la “indeformável”. Assim, pode-se observar um problema em que apenas a 

parcela de fluxo é considerada.  

A malha de elementos finitos, constituída por 64 elementos Q8Q8, utilizada 

nesta análise é ilustrada na Figura 4.19 e é idêntica àquela utilizada em Hsi (1992). 

Para efeito de comparação, cinco instantes de tempo foram estipulados como 

sendo 1.89, 4.19, 7.19, 12.19 e 100.00 dias, neste último já tendo sido atingido o 

regime permanente. 
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kx = 0.1 pé/dia (≅3.5 x 10-7 m/s) 

ky = 0.1 pé/dia  

ν = 0.30 

E = 1020 lbf/pé2 (≅5 x 1018 kPa) 

γw = 62.4 lbf/pé3 (≅9.81 kN/m3) 

Sy = 0.1 
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Figura 4.19 – Malha de elementos finitos - barragem quadrada. 

 

Mais uma vez, a constante da marcha de integração no tempo escolhida para 

todos os instantes de tempo foi α =1.0 (Algoritmo implícito) e o processo de solução 

utilizado foi puramente incremental. 

As Figuras 4.20, 4.21 e 4.22 mostram comparações entre os resultados do 

ANLOG e a soluções de Herbert (1968), Bathe et al. (1982) e Hsi (1992), 

respectivamente.  
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Para a Figura 4.20, pode-se concluir que o procedimento de fluxo residual 

(mesmo através do processo de solução puramente incremental) foi capaz, na maioria 

das vezes, de localizar a superfície livre de maneira satisfatória. Nos instantes 3 e 4 

observa-se uma discrepância razoável entre o ANLOG e a solução de Herbert quando a 

superfície livre se aproxima da face de surgência (x = 0).  

Para a Figura 4.21, conclui-se que as diferenças encontradas entre os 

resultados do programa ANLOG e de Bathe et al., podem ser atribuídas, em parte, à 

maneira de resolver o problema. Em Bathe et al. a solução é obtida através de um 

processo iterativo. A formulação do programa ANLOG resolve o mesmo problema de 

maneira puramente incremental. Ambos os trabalhos utilizam o procedimento de fluxo 

residual para localização da superfície livre. 

Por fim, os resultados encontrados na Figura 4.22 obtidos pelo ANLOG, são 

comparados com a solução de Hsi (1992). Em t=7.19, t=12.19 e t=100 dias, percebe-se 

nitidamente que próximo à face de surgência (x=0), as concavidades das superfícies de 

ambas as soluções estão invertidas entre si. Com o procedimento de solução puramente 

incremental (ANLOG), o equilíbrio não é totalmente garantido e, na região 

mencionada, verificaram-se diferenças em relação à solução iterativa de Hsi (1992).  
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Figura 4.20 – Rebaixamento do NA através de uma barragem quadrada – 

comparação com a solução de Herbert (1968) 
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Figura 4.21 – Rebaixamento do NA através de uma barragem quadrada – comparação 

com a solução de Bathe et al.(1982)  
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Figura 4.22 – Rebaixamento do NA através de uma barragem quadrada – comparação 

com a solução de Hsi e Small (1992) 

 



CAPÍTULO 5 
 

 

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 

 

 
O objetivo deste capítulo é apresentar alguns exemplos de aplicação do 

programa ANLOG para solução de problemas de adensamento comparando os 

resultados com os do pacote comercial GEO-SLOPE®.  

Dois exemplos são apresentados neste capítulo. O primeiro consiste na solução 

de um problema de adensamento em estado plano de deformação devido a uma 

solicitação por um carregamento externo uniformemente distribuído na superfície de um 

terreno. Uma avaliação das oscilações numéricas obtidas nos instantes iniciais também é 

apresentada neste exemplo. 

O segundo exemplo envolve o problema de adensamento em uma barragem 

devido a um rebaixamento rápido do NA do reservatório. Duas situações são 

investigadas. A primeira considera o material da barragem rígido perfeito de modo a se 

verificar apenas a evolução da superfície livre durante o regime transiente até atingir-se 

o regime permanente. Desta forma, os resultados do ANLOG podem ser comparados 

com os resultados do programa SEEP/W da GEO-SLOPE®. A segunda situação leva em 

conta a deformabilidade do corpo da barragem durante o regime de fluxo transiente e a 

influência que estas deformações causam na posição da superfície livre. Os resultados 

do programa ANLOG são comparados com os resultados do programa [SIGMA-

SEEP/W] da GEO-SLOPE®. 
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5.1 - ADENSAMENTO EM MEIO NÃO-HOMOGÊNEO 
 

Este exemplo trata do adensamento num meio não - homogêneo constituído 

por dois materiais com parâmetros constitutivos distintos  e indicados na Figura 5.1. 

Nesta figura, também são apresentados: a geometria do problema, a malha constituída 

por 84 elementos finitos Q8Q8, as condições de contorno e carregamento. 
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Figura 5.1 - Adensamento em meio não homogêneo - Malha de elementos finitos 

 

SOLO 1 

  
E  = 10 MPa 

kx = ky  = 6 x 10-6 m/s 

ν   = 0.0  

SOLO 2 

  
E  = 40 MPa 

kx = ky  = 9 x 10-7 m/s 

ν   = 0.0  

P = 200 kPa 

b = 6m 

γw = 9.81 kN/m3 

α=1 
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Reed (1984) apresentou um estudo sobre a oscilação numérica que ocorre em 

instantes de tempo iniciais, logo após a aplicação do carregamento, em problemas de 

adensamento. Desta forma, foram escolhidos os instantes de tempo t = 1s, t = 2.15s, 

t = 20.3s e t = 41s, para se avaliar a carga hidráulica total ao longo da ordenada y sob o 

centro do carregamento superficial. 

Na Figura 5.2, são apresentados os resultados do ANLOG e do [SIGMA-

SEEP/W] para os instantes mencionados em que se observa o comportamento 

oscilatório dos dois códigos computacionais. Reed (1984) mostra que a presença de um 

contorno drenante em uma malha de elementos finitos submetida a um carregamento de 

superfície pode levar a erros oscilatórios como os encontrados na Figura 5.2 para 

valores de tempo muito pequenos. Nesses instantes, Reed mostra que os resultados 

“flutuam” em torno da solução tida como correta, devido a um mau condicionamento da 

matriz tangente global. É importante salientar, que tal oscilação numérica dificilmente é 

reduzida de forma significativa mesmo quando se utiliza uma malha mais refinada nas 

regiões de maior gradiente hidráulico. Em seu trabalho, Reed utiliza um procedimento 

denominado “técnica de suavização” para atenuar erros oscilatórios em problemas de 

adensamento utilizando elementos finitos quadráticos. 
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Figura 5.2 – Oscilação numérica 
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Para se evitar problemas de oscilação numérica, Britto e Gunn (1987) 

estipularam um procedimento para obter o tamanho do incremento de tempo mínimo 

especialmente para os instantes iniciais. Para o problema de adensamento o valor do 

incremento de tempo mínimo recomendado pelos autores obedece à seguinte expressão: 

)1(kE12
)21)(1(L

c12
L

t
2

w

v

2

min ν−
ν−ν+γ

=≥∆  (5.1) 

em que ∆tmin é o tamanho do incremento de tempo mínimo, L é a distância média entre 

os nós, γw é o peso específico da água, ν é o coeficiente de Poisson, E é o módulo de 

elasticidade, k é a condutividade hidráulica. 

Na maioria dos casos, Britto e Gunn recomendam que a Inequação 5.1 seja 

aplicada nas áreas onde se esperam encontrar os maiores gradientes hidráulicos. Desta 

forma, para este exemplo, adotando-se valores médios para os parâmetros da Inequação 

5.1, na região próxima ao carregamento aplicado, obteve-se o valor aproximado de 

∆tmin = 21s. Observando a Figura 5.2, percebe-se que nos instantes t = 1s e t = 2.15s 

grandes oscilações são encontradas, uma vez que os incrementos de tempo são de 1s e 

1.5 s, respectivamente. Aumentando-se os valores do incrementos de tempo para 

∆t = 18.15s e ∆t = 20.70s, observou-se oscilações sensivelmente menores em ambas as 

soluções (ANLOG e [SIGMA-SEEP/W]). 

Resultados de oito instantes de tempo representativos até atingir praticamente 

completa dissipação da carga total, são mostrados na Figura 5.3. A variável carga total é 

avaliada sob o centro de carregamento ao longo da direção y. Neste exemplo, em t3, já 

se pode notar uma leve descontinuidade da curva na coordenada y=14m (limite entre os 

dois materiais) que se acentua com o passar do tempo. Isto se deve, principalmente, à 

diferença de permeabilidade dos materiais em que a relação (k1 / k2) é da ordem de sete 

vezes. Embora os excessos iniciais de carga total gerados tenham sido maiores no Solo 

1, este atingiu a condição final (h = 20 m) mais rápido que o Solo 2, mostrando mais 

uma vez que a diferença de permeabilidades exerce forte influência sobre a dissipação 

de poro - pressões. 

A concordância de resultados entre o ANLOG e o SIGMA/W-SEEP/W foi 

muito boa, especialmente nos instantes de tempo fora da zona de oscilação numérica (a 
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partir de t1) em que erros máximos de 5% foram encontrados para os valores de carga 

total entre ambos os programas. 

Os deslocamentos também foram comparados e são apresentados nas Figuras 

5.4, 5.5 e 5.6. A Figura 5.4 contém os deslocamentos verticais dos nós abaixo do centro 

de carregamento externo. A progressão e a intensidade dos recalques são maiores na 

camada superior (Solo 1). Esta camada é menos rígida e mais compressível que a 

camada inferior (Solo 2).  

Na Figura 5.5 os deslocamentos nas duas direções são avaliados agora em 

x=2b, ou seja, distante 12m do centro de carga. Em t1 (t=1s), observa-se que os nós se 

deslocam para a direita e para cima.  
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Figura 5.3 – Evolução no tempo da dissipação dos excessos de carga total vs. y
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Figura 5.4 – Evolução no tempo dos deslocamentos verticais vs. y em x/b = 0 
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Figura 5.5 – Evolução no tempo dos deslocamentos verticais vs y em x=2b 
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Figura 5.6 – Evolução no tempo dos deslocamentos horizontais vs. y em x=2b 
 
 

A Figura 5.7 ilustra a malha deformada em que os deslocamentos estão com 

uma magnitude de dez vezes o valor real, para melhor visualização. Nos instantes 

posteriores, ocorre uma tendência de inversão (Figuras 5.5 e 5.6) nos vetores de 

deslocamento em x e y. 

A Figura 5.8 mostra a configuração deformada no instante t=32.8h. Uma 

magnitude de dez vezes os valores reais também foi utilizada para melhor ilustrar o 

exemplo. A maior diferença encontrada entre os deslocamentos obtidos pelo ANLOG e 

[SIGMA-SEEP/W] para todos os instantes analisados foi de 1%. 
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Figura 5.7 – Deformada da malha do programa ANLOG em t = 1s (0.00028 h) 
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Figura 5.8 – Deformada da malha do programa ANLOG em t = 32.8 h 
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5.2 - REBAIXAMENTO RÁPIDO DO RESERVATÓRIO DE UMA 

BARRAGEM HOMOGÊNEA 
 

Duas situações são exploradas neste item. Na primeira, um problema 

puramente de fluxo é apresentado incluindo a localização da superfície livre transiente 

devido ao rebaixamento rápido do reservatório de barragem homogênea. Na segunda, o 

problema de adensamento devido o rebaixamento do NA é avaliado. A posição da 

superfície livre é avaliada em cada instante e são obtidos os efeitos do rebaixamento 

dessa superfície sobre o processo de deformação do meio. 

 

5.2.1 - Análise de fluxo transiente 

 
Um problema considerando apenas a parcela de fluxo da presente formulação 

e incorporando o rebaixamento do NA no tempo é verificado neste exemplo. O domínio 

do problema é representado pela seção de uma barragem homogênea discretizada por 

522 elementos Q8Q8 e 1661 pontos nodais, como ilustrado na Figura 5.9. A barragem 

está sujeita a um nível d’água à montante inicialmente na cota y = 53m, ao qual está 

associada a superfície freática inicial. 

Definida a condição inicial, submete-se o nível d’água do reservatório a um 

abrupto rebaixamento causando uma perda de carga hidráulica total de 10.80 metros. 

Assim, o NA deste reservatório varia da cota 53m para a cota 42.20m instantaneamente. 

A drenagem ocorre nos nós 1, 60, 90, 149, 179, 238, 268 no contorno do 

enrocamento de pé. Nestes nós, foi adotada a condição de contorno prescrita h = he 

(hp=0), conforme mostrada na Figura 5.9. 

O objetivo deste exemplo é avaliar o efeito que uma perda de carga no 

contorno provoca no fluxo interno da barragem alterando, a cada instante, a posição da 

superfície livre. 
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Figura 5.9 – Problema de fluxo incorporando a variação da posição da superfície livre.
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                    A simulação do problema de fluxo no programa ANLOG pode ser feita 

utilizando a formulação acoplada, porém restringindo todos os graus de liberdade em 

deslocamento (∆ui = 0) da malha de elementos finitos. Assim, somente a parcela de 

fluxo é computada, uma vez que os deslocamentos não sofrerão qualquer variação 

devido à restrição imposta. 

Adicionalmente, comparam-se os resultados do ANLOG com o programa 

SEEP/W versão 4, em que as posições da superfície livre são confrontadas em cinco 

instantes de tempo até que se atinja uma nova posição em regime permanente.  

Para simulação do problema de fluxo, o programa SEEP/W utiliza uma função 

em que o teor de umidade volumétrica θ do material varia com a sucção ψ. A partir da 

curva de retenção (θ vs. ψ) ο SEEP/W estima a função de condutividade hidráulica do 

solo utilizando o método preditivo de van Genuchten (1980), em que a condutividade 

hidráulica não – saturada, k, é obtida fazendo 

2/mc

2)m(c)1c(
sat

))a1((
]))a(1).(a(1[k

k
ψ+

ψ+ψ−=
−−

 (5.2) 

em que a e m são parâmetros de forma, c=1/(1-m), ψ é o valor de sucção matricial 

atribuído (= -p/γw) e p é a poro–pressão. 

Os parâmetros a e m dependem da declividade, SL, que por sua vez depende 

do coeficiente angular da reta tangente a um dado ponto da curva de retenção hídrica. O 

valor de SL é assim obtido: 

)][log(d

d

)(
1

SL
p

p

rsat ψ
θ

θ−θ
=  (5.3) 

em que θsat é teor de umidade volumétrica do solo saturado, θr é o teor de umidade 

volumétrica residual, θp é o teor de umidade volumétrica obtida através do ponto médio 

entre θsat e θr do eixo das ordenadas da curva de retenção hídrica e ψp é a sucção 

matricial correspondente ao valor de θp. 

Portanto, m e a podem ser calculados fazendo: 

)SL8.0(e1m −−=  para 1SL0 ≤≤  (5.4a) 
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ψ
=  (5.5) 

 

A curva de teor de umidade volumétrica empregada no programa SEEP/W é 

mostrada na Figura 5.10. O material, na sua condição saturada, possui um teor de 

umidade volumétrica igual a 0.35 e quando submetido a uma sucção de 40 kPa 

apresenta umidade residual de aproximadamente 0.15. 
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Figura 5.10– Curva de retenção do material utilizada do programa SEEP/W 

 

Através da Figura 5.10, pode-se obter: 

θsat = 0.35 ,θr = 0.15, θp = 0.25 e p = -12.96 kPa  ∴ ψp ≅ 1.32 kPa. 

 

Com os dados da Figura 5.10, pode-se determinar a curva de condutividade 

hidráulica do material. 
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A função de condutividade hidráulica obtida pelo programa SEEP/W é 

mostrada na Figura 5.11. Desta figura, podem ser obtidos três importantes dados de 

entrada para execução do programa ANLOG: psat = -2 kPa, plim = -40 kPa e                 

klim = 3.28 x 10-9 m/s.  
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Figura 5.11 – Função de condutividade hidráulica estimada. 

 

A posição da superfície livre em cinco instantes de tempo obtida pelo ANLOG 

é mostrada na Figura 5.12. Após provocada uma queda de potencial instantâneo no 

contorno à montante, a superfície livre no interior da barragem “cai” lentamente até 

estacionar em nova posição de equilíbrio. 

A posição da superfície livre em cada instante de tempo determinada pelo 

ANLOG é comparada com o SEEP/W e mostrada nas Figuras 5.13, 5.14, 5.15, 5.16 e 

5.17. Como a formulação do presente trabalho resolve apenas o processo de fluxo em 

meio saturado, a condição não saturada foi simulada através do emprego da redução de 

permeabilidade (Figura 5.11). O valor de Sy foi obtido através de uma sucessão de 

tentativas. Atribuindo inicialmente o valor do teor de umidade volumétrica saturada 

(0.35) para o rendimento específico, por tentativa e erro, chegou-se ao valor de Sy que 

melhor se ajustou ao problema para todos os instantes de tempo: 0.28. Como se pode 
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observar nas Figuras 5.13 a 5.17, as respostas de ambos os programas foram bastante 

próximas e a nova condição de regime permanente foi alcançada 74 dias depois de 

iniciado o processo. 
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Figura 5.12 - Rebaixamento rápido de reservatório em barragem homogênea - Evolução da superfície livre do problema de fluxo obtida 

pelo ANLOG. 
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Figura 5.13 – Efeito do rebaixamento rápido de reservatório em barragem homogênea - Posição da superfície livre em 0.75 dia 
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Figura 5.14 – Efeito do rebaixamento rápido de reservatório em barragem homogênea - Posição da superfície livre em 1.5 dias 
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Figura 5.15 – Efeito do rebaixamento rápido de reservatório em barragem homogênea - Posição da superfície livre em 3 dias. 
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Figura 5.16 – Efeito do rebaixamento rápido de reservatório em barragem homogênea - Posição da superfície livre em 5.5 dias. 
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Figura 5.17 – Efeito do rebaixamento rápido de reservatório em barragem homogênea - Posição da superfície livre em 74 dias. 
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5.2.2 - Análise Acoplada considerando o rebaixamento do NA 

 

A situação analisada neste item refere-se ao adensamento devido ao 

rebaixamento rápido do nível d’água à montante da barragem homogênea, ilustrada na 

Figura 5.9. 

A malha de elementos finitos, as propriedades do material, as condições de 

contorno e inicial são apresentadas na Figura 5.18. Os parâmetros k, psat, plim, plim e Sy, 

utilizados nesta análise, são os mesmos do item 5.2.1. Para realizar uma análise de 

adensamento, apenas os graus de liberdade relativos aos deslocamentos horizontais e 

verticais dos nós da base da barragem e do contato com o enrocamento foram 

restringidos. O restante dos nós foi liberado em ambas as direções. Um módulo de 

elasticidade E = 8 MPa e um coeficiente de Poisson ν=0.3 foram adotados como 

propriedades elásticas do material do corpo da barragem. 

O objetivo deste exemplo é avaliar a posição da superfície livre no tempo e 

verificar a deformação causada pelo regime de fluxo. Desta vez, fez-se comparações 

numéricas do ANLOG com o acoplamento dos programas [SIGMA-SEEP/W]. A curva 

de retenção e a função de condutividade hidráulica empregadas no [SIGMA-SEEP/W] 

são as mesmas do item 5.2.1 (Figuras 5.10 e 5.11, respectivamente). 

A Figura 5.19 mostra a evolução da superfície livre obtida pelo ANLOG. 

Desta vez, a posição de regime permanente da superfície livre foi alcançada somente em 

115 dias, mostrando que no problema acoplado a deformabilidade do meio influi na 

evolução da posição da superfície livre. De forma mais evidente, a Figura 5.20 mostra a 

diferença entre a posição da superfície livre em um mesmo instante para os dois tipos de 

problema.  Observa-se que quando o problema é acoplado, para quatro instantes de 

tempo, a superfície livre “cai” mais lentamente quando comparado ao problema 

desacoplado (apenas de fluxo).  

É intuitivo perceber, que na análise acoplada, para qualquer instante (exceto 

no regime estacionário), ocorre uma minoração das condições de estabilidade do 

barramento, quando comparada à análise de fluxo. O fator de segurança deverá ser 

menor no problema acoplado, em função de uma posição mais alta da superfície livre 

(maiores valores dos excessos de poro-pressão) encontrada para cada instante avaliado 

(exceto na posição estacionária). 
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Figura 5.18 – Barragem homogênea - Adensamento devido ao rebaixamento da superfície livre. 
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Figura 5.19 - Rebaixamento rápido de reservatório em barragem homogênea - Evolução da superfície livre do problema de adensamento 

obtida pelo ANLOG. 

 



 104

NA em t = 0  (y = 53.00m)

0 20 40 60 80 120100 140 180160 200 240220

20

0

10

50

30

40

60

x (m)

y 
(m

)

t2t1

t4
t3

ANÁLISE DE FLUXO

ANÁLISE ACOPLADA

t1 = 0.75 dia
t2 = 1.5 dias
t3 = 3 dias
t4 = 5.5 dias

Posição da freática 
em t=0 NA em t = 0  (y = 42.20m)+

 
Figura 5.20 – Barragem homogênea – Comparação da posição da superfície livre obtida em análise de fluxo e análise  de adensamento 

(acoplada).
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Nas duas situações (fluxo e adensamento), a mesma posição estacionária 

(embora em instantes distintos) foi encontrada. Isso mostra que a posição e a forma da 

superfície livre no regime permanente independe da compressibilidade do meio. Este 

fato também foi constatado em Hsi (1992). 

As Figuras 5.21, 5.22, 5.23, 5.24 e 5.25 comparam os resultados, para cada 

instante, entre ANLOG e [SIGMA-SEEP/W]. Nota-se que para os mesmos instantes há 

uma diferença crescente entre ambos os resultados. O programa [SIGMA-SEEP/W] 

fornece uma posição para a superfície piezométrica no regime permanente, mais alta do 

que aquela obtida pelo programa SEEP/W no item 5.2.1. Isto pode significar que a 

formulação do [SIGMA-SEEP/W] encontra uma posição de equilíbrio para a superfície 

livre quando teoricamente ainda há excessos de poro-pressão a serem dissipados. 

A Figura 5.26 mostra um esquema em que quatro seções (duas verticais e duas 

horizontais) são escolhidas arbitrariamente para avaliação dos deslocamentos em dois 

instantes, inicial (t2=1.5dias) e final (t5=115dias). Nesta figura, pode-se observar o plano 

em que cada seção cruza o barramento. Os deslocamentos são apresentados da seguinte 

forma: 

 

• Seção 1-h: Recalques ao longo da horizontal (y=21.30m). 

• Seção 2-h: Recalques ao longo da horizontal (y=60m). 

• Seção 1-v: Deslocamentos horizontais ao longo da vertical (x=134m). 

• Seção 2-v: Deslocamentos horizontais ao longo da vertical (x=175m) 
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Figura 5.21 – Barragem homogênea - Posição da superfície livre em 0.75 dia do problema acoplado 
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Figura 5.22 – Barragem homogênea - Posição da superfície livre em 1.5dias do problema acoplado. 
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Figura 5.23 – Barragem homogênea - Posição da superfície livre em 3 dias do problema acoplado. 
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Figura 5.24 – Barragem homogênea - Posição da superfície livre em 5.5 dias do problema acoplado. 
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Figura 5.25 - Barragem homogênea - Posição final da superfície livre em 115 dias do problema acoplado. 

 

 



 111

Seção 2-h (y = 60 m )

0

y (m)

0 20

20

30

10

60

40

50

Seçã o 1-v    (x = 134 m
 )

Seção 1-h (y = 21.3 m )

40 8060 100 120 240

Seção 2-v    (x = 175 m
 )

160140 180 200 220

 
 

Figura 5.26– Seções escolhidas para avaliação dos deslocamentos 
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A Figura 5.27 mostra os recalques nas seções 1-h e 2-h numa fase inicial do 

processo de adensamento por rebaixamento (t2=1.5 dias). Os resultados obtidos entre o 

ANLOG e o [SIGMA-SEEP/W] foram bastante parecidos. Os maiores recalques 

ocorreram do lado direito da barragem, no sentido do fluxo e, onde esperam-se 

encontrar os maiores ganhos de tensão efetiva. 

Na Figura 5.28, os recalques finais das seções 1-h e 2-h são apresentados. 

Avaliando a seção 1-h, observaram-se maiores deslocamentos em sua porção média, 

resultado da “queda” mais tardia da superfície livre naquela região. Na seção 2-h, um 

comportamento análogo ao encontrado na Figura 5.27 foi observado. As diferenças 

obtidas entre os resultados de ambos os códigos computacionais, devem-se, 

essencialmente, à diferença na posição da superfície livre encontrada por cada programa 

no instante final (t=115 dias).  

As Figuras 5.29 e 5.30 mostram os deslocamentos horizontais das seções 1-h e 

2-h em 1.5 dias e 115 dias, respectivamente. Menores magnitudes para os 

deslocamentos horizontais foram observadas, quando comparadas com os 

deslocamentos verticais (Figuras 5.27 e 5.28). Quanto às diferenças encontradas entre 

ANLOG e [SIGMA-SEEP/W], estas podem ser atribuídas mais uma vez à diferença de 

poro-pressões obtidas, especialmente em t = 115 dias, o que implica também em uma 

diferença na posição da superfície livre encontrada por cada programa. Ainda assim, a 

tendência de comportamento dos deslocamentos horizontais foi semelhante entre os 

dois códigos computacionais. 
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Figura 5.27 – Recalque em t = 1.5 dias / Seções 1-h e 2-h. 
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Figura 5.28 – Recalque em t = 115 dias / Seções 1-h e 2-h. 
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Figura 5.29 – Deslocamento horizontal em t = 1.5 dias / Seções 1-v e 2-v. 
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 Figura 5.30 – Deslocamento horizontal em t = 115 dias / Seções 1-v e 2-v. 

 



CAPÍTULO 6 
 

 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

 

 
6.1 - CONCLUSÕES 
 

Neste trabalho desenvolveu-se uma formulação acoplada de fluxo-deformação 

em elementos finitos capaz de resolver problemas de adensamento incorporando ou não, 

a variação do nível da superfície livre de um meio poro-elástico. 

A primeira contribuição relevante do presente trabalho foi a implementação da 

formulação numérica no programa ANLOG, que passou a utilizar carga hidráulica total 

como variável primária da parcela de fluxo. Desta forma, a resposta do problema de 

adensamento considerando a variação do NA pode ser obtida de maneira semelhante à 

solução de Hsi (1992). 

As contribuições mais importantes deste trabalho caracterizaram-se pela 

capacidade de localização da superfície livre em qualquer instante, pela implementação 

de funções não-lineares de redução de permeabilidade para simular o fluxo acima do 

nível d’água e pela introdução da parcela do rebaixamento do nível d’água representada 

pela matriz de superfície livre GFS (Equação 3.21). 

Para redução da permeabilidade, implementou-se uma função capaz de simular 

o comportamento do fluxo em meio não-saturado. Para a localização da superfície livre, 

foi implementado o procedimento de fluxo residual (Bathe et al., 1982 e Desai e Li, 

1983) que tem por objetivo, a busca, em cada instante, do contorno de poro-pressões 

nulas. Quanto à matriz GFS, esta representa, fisicamente, a quantidade de água liberada 

que deve ser imposta ao longo de toda a superfície livre contabilizando assim, a parcela 

transiente do rebaixamento no sistema de equações algébricas.  
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Exemplos de validação de adensamento unidimensional e bidimensional e de 

fluxo bidimensional, considerando ou não o rebaixamento da superfície livre, foram 

apresentados neste trabalho e os resultados puderam validar a presente formulação.  

Uma abordagem sobre problemas de oscilação numérica foi realizada em que 

verificou-se que para um dado valor da constante de integração temporal, parâmetros 

como o número de elementos, a permeabilidade e a compressibilidade do material, 

exercem influência sobre o tamanho ideal do incremento de tempo a ser utilizado em 

uma análise de adensamento. Este fato é mais evidente nos instantes iniciais do 

processo de adensamento, quando são gerados maiores gradientes hidráulicos. 

Respostas das cargas totais são comparadas com os programas [SIGMA-SEEP/W] 

tendo sido obtida boa concordância entre ambos os resultados. 

Exemplos de aplicação de fluxo e adensamento bidimensionais também foram 

apresentados. Em ambos os problemas, obteve-se a posição da superfície livre para 

instantes de tempo diversos. No problema de adensamento, além da posição da 

superfície livre, foram ainda obtidos os deslocamentos nos referidos instantes de tempo. 

Verificou-se, ainda, que a posição da superfície livre é dependente do tipo de 

análise, isto é, para um dado instante de tempo, o NA evolui de maneira diferente entre 

o problema acoplado fluxo-deformação e o problema desacoplado de fluxo. Nas 

análises realizadas, observou-se que para um mesmo instante de tempo, a altura da 

superfície livre encontrada é maior nas análises acopladas e menor nas análises de fluxo. 

Isso mostra a importância de se considerar o processo de deformação do material em 

conjunto com o processo de fluxo para se obter uma posição mais realista dessa 

superfície. Na análise acoplada, a posição da superfície transiente obtida pode ser bem 

diferente daquela obtida numa análise puramente de fluxo, especialmente no caso de se 

utilizar materiais muito compressíveis. 

Finalmente, comparações dos resultados deste trabalho com os de outra 

ferramenta numérica (SEEP/W e [SIGMAW-SEEP/W]) foram realizadas. Inicialmente, 

procedeu-se uma análise de fluxo em que foram feitas comparações entre o programa 

ANLOG e o SEEP/W a fim de se obter o valor mais adequado para o coeficiente de 

rendimento específico, Sy, do material. Em seguida, procedeu-se à análise de 

adensamento e verificaram-se diferenças (especialmente nos estágios finais) entre o 

ANLOG e o [SIGMA/W-SEEP/W], para a posição da superfície livre. Vale salientar 
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que o [SIGMA/W-SEEP/W] apresentou uma posição muito acima da esperada para o 

último instante de tempo (regime permanente). Na análise de fluxo, o SEEP/W já havia 

apresentado uma posição bem mais baixa para o regime permanente. 

Independentemente do tempo necessário para se atingir o regime permanente a resposta 

entre o SEEP/W e o [SIGMA/W-SEEP/W] para a posição estacionária deveria ser a 

mesma. 

 

6.2 - SUGESTÕES 
 

Como sugestões para futuras pesquisas tem-se: 

 

• Implementação computacional do processo de solução baseado no esquema 

iterativo apresentado no item 3.3.1. Desta forma, a posição da superfície livre no 

problema acoplado, poderá ser ajustada de forma mais precisa. 

 

• Introdução de outra formulação numérica acoplada em que seja possível simular o 

problema de adensamento em meio não-saturado.  

 

• Inclusão, na presente formulação, da parcela relativa à remoção de tensões a fim 

de simular um problema de escavação com nível d’água variável. Sendo assim, 

para localização da superfície transiente, será necessária a implementação do 

método modificado de Cividini e Gioda, uma vez que o processo de escavação 

pode gerar contornos de poro - pressões que sejam confundidos com a superfície 

livre pelo procedimento de fluxo residual.  
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