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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma nova condi¢do algébrica necessdria e suficiente para que o
ntcleo dos jogos cooperativos seja ndo-vazio. Nossa abordagem é baseada em dlgebra nio-linear
e compreende o uso de uma versdao do Lema de Farkas que atesta a existéncia do nucleo por
um sistema quadrético de equacdes polinomiais juntamente com uma base de Grobner do ideal
associado ao sistema acima mencionado. Para mostrar a utilidade da abordagem introduzida
aqui, mostramos que jogos de mercado abstrato com quatro ou menos jogadores tém nucleo
nao-vazio. Também construimos uma fun¢ao geratriz generalizada para descrever a alianca de
Jogos de Votagdao com Peso Muiltiplos no sentido de Felsenthal e Machover, incluindo restricoes
na formacao de coalizdes. Nossa principal ferramenta técnica compreende o cdlculo Omega;
ou seja, uma abordagem de operador para descrever solugdes de sistemas diofantinos lineares
por meio de funcgdes geratrizes. Nosso trabalho generaliza e unifica o trabalho de Felsenthal
e Machover e Neto e € vantajoso do ponto de vista computacional. Assim, este trabalho abre
caminho para computar alian¢a em Jogos de Votacao com Peso Multiplos usando um pacote
computacional simbdlico, desenvolvido por Andrews, Paule e Riese, que implementa o calculo

Omega no Mathematica.

Palavras-chave: Nucleo, Lema de Farkas, Base de Grobner, Jogos de Votagao com Peso Multiplos,

Indice de Poder de Banzhaf, Andlise de Particao.



Abstract

In this work, we give a new algebraic necessary and sufficient condition for the non-emptiness of
the core of cooperative games. Our approach is based on non-linear algebra and comprises the use
of a version of Farkas Lemma which certifies the existence of the core by a quadratic system of
polynomial equations along with a Grobner basis of the ideal associated with the aforementioned
system. To show the usefulness of the approach introduced here, we show that abstract market
games with four or fewer players have non-empty core. We also construct a generalized generating
function to describe alliance of Multiple Weighted Voting Games in the sense of Felsenthal and
Machover including restrictions in coalition formation. Our main technical tool comprises the
Omega calculus; that is, an operator approach to describe solutions of linear diophantine systems
via generating functions. Our work generalizes and unifies the work of Felsenthal and Machover
and Neto and it is advantageous from the point of view of computations. Indeed, this work opens
the way to compute alliance in MW VG’s using a symbolic computational package, developed by

Andrews, Paule, and Riese, that implements the Omega calculus in Mathematica.

Keywords: Core, Farkas Lemma, Grobner basis, Multiple Weighted Voting Games, Banzhaf

power index, partition analysis.
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1 Introducao

O campo conhecido como teoria dos jogos (TJ) surgiu no século XX quando a légica
dos jogos comegou a ser aplicada em problemas reais que envolviam o uso de estratégia, ttica e
cooperagdo. Seus fundamentos foram estabelecidos no livro The Theory of Games and Economic
Behavior, publicado em 1944 pelo matemadtico John von Neumann e pelo economista Oskar
Morgenstern. A teoria foi desenvolvida extensivamente desde entdo e hoje tem aplicacdes em
uma ampla gama de campos, tais como: economia, redes de comunicag¢do, ciéncias politicas,
estratégias militares e biologia. Souza, Li e Garcia (2018) apontam que a teoria dos jogos pode
ser definida como a teoria de modelos matemaéticos que tem por objetivo avaliar a escolha de
decisdes 6timas sob condi¢des de conflito ou cooperagdo.A aplicabilidade da teoria dos jogos
se deve ao fato de ser uma ferramenta matemadtica que pode ser usada em qualquer situacado de
tomada de decisao interativa (MASCHLER; SOLAN; ZAMIR, 2013).

Tradicionalmente, a TJ trata de dois subcampos principais: jogos estratégicos, também
chamados de jogos ndo-cooperativos, € jogos de coalizao, também chamados de jogos coope-
rativos. De modo geral, um jogo € ndo-cooperativo se os jogadores escolhem suas estratégias
individualmente, tentando obter o melhor resultado para si. Ja nos jogos cooperativos, os jogado-
res podem cooperar entre si em uma estratégia conjunta. Dessa forma, podemos dizer que em um

jogo cooperativo, o foco estd nas recompensas e coalizdes, e ndo nas estratégias.

De acordo com Algaba et al. (2019), jogos cooperativos com utilidade transferivel sao
adequados para modelar situa¢des nas quais a cooperacao de vérios agentes gera algum resultado
quantitativo (positivo ou ndo), e os jogadores participantes precisam encontrar uma alocacao
estavel ou justa desse resultado entre eles. Sendo assim, uma das principais preocupagdes da
teoria dos jogos € tentar entender quais serdo os resultados de um jogo (CHALKIADAKIS;
ELKIND; WOOLDRIDGE, 2012). Uma solu¢do de um jogo € uma prescricao ou previsao
sobre o resultado do jogo. Existem vérios conceitos diferentes de solu¢do. Na teoria dos jogos
nao-cooperativos, os conceitos mais comuns sdo a dominancia e o equilibrio de Nash. Ja na teoria

dos jogos cooperativos, temos os indices de poder e o nticleo.

Segundo Yan, Friedman e Munro (2016), o conceito de nicleo € geralmente considerado
como a contribui¢do mais importante para a economia feita pela teoria dos jogos cooperativos.
O nucleo permite saber se € possivel alocar as recompensas da grande coalizdo N entre os
jogadores, mantendo a coalizdo estdvel, ou seja, se € possivel alocar as recompensas de tal forma
que nenhuma coalizdo menor (subcoalizdo de N) tenha incentivo para se formar. O nicleo de

um jogo pode ser um conjunto grande, um conjunto pequeno ou pode ser vazio.

Na teoria dos jogos cooperativos, os indices de poder (IP) sdo usados para medir a

influéncia que um determinado jogador tem no resultado do jogo ou para definir uma forma de
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compartilhar os beneficios do jogo entre os jogadores. Os indices de poder mais conhecidos sdo
o indice de Shapley-Shubik e o indice de Banzhaf. Intuitivamente, ambos os indices medem a
probabilidade de que um determinado agente seja critico para uma coalizao em formacao, ou
seja, que a coalizdo se torne vencedora se o jogador passar a fazer parte dela. (ZUCKERMAN et
al., 2012)

Os indices de poder sdao de fundamental importancia para um modelo cldssico de jogo da
Teoria dos Jogos Cooperativos, o chamado Jogo de Votacdo com Peso (JVP). O JVP € composto
por um conjunto de jogadores com pesos e uma dada cota, de modo que uma coalizdo vence se a
soma dos pesos dos jogadores em uma coalizao atinge ou ultrapassa a cota. Fatima, Wooldridge
e Jennings (2012) destacam que os JVP sdo amplamente utilizados na pratica. Por exemplo, o
sistema de votacao no Reino Unido € um jogo de votacdo com peso, assim como o sistema de

votacao na Unido Europeia.

Apesar dos pesos nos JVP se destinarem a modelar a importancia relativa dos jogadores, a
capacidade de um agente de influenciar a decisdo do grupo nem sempre € diretamente proporcional
ao seu peso. Assim, para medir o poder, em vez de usar pesos dos agentes, normalmente se
emprega os indices de poder. (ZUCKERMAN et al., 2012)

Em muitos esquemas de votacdo da vida real, varias rodadas de votacao entram em jogo e
uma extensdo dos JVP para essa situag@o requer a introducdo dos chamados Jogos de Votacdo com
Peso Multiplos (Multiple Weighted Voting Games - MWVG) (ALGABA et al., 2003; ALONSO-
MEIJIDE et al., 2009). Outras caracteristicas que se mostraram importantes sao a inclusao de
restricoes na formacao da coalizdo (ALONSO-MEIJIDE et al., 2009; YAKUBA, 2008; HILLER,
2016; RODRIGUEZ-VEIGA; NOVOA-FLORES; CASAS-MENDEZ, 2016; MYERSON, 1977) e
o efeito da manipulagdao em JVP, como, por exemplo, as aliancas (FELSENTHAL; MACHOVER,
2002).

Um dos maiores problemas em relacao aos IP na teoria dos jogos cooperativos € a
disponibilidade de métodos eficientes para sua computacdo. A fim de usar o indice de Banzhaf
para medir o poder dos agentes em jogos de votacdo com peso, precisariamos de um algoritmo
eficiente para calcular esse indice. No entanto, calcular o indice de Banzhaf é conhecido por ser um
problema P-completo. (CHALKIADAKIS; ELKIND; WOOLDRIDGE, 2012) Resumidamente,
os problemas P-completos sdo uma classe de problemas que, embora ninguém tenha sido capaz

de provar, parecem intrataveis.

Portanto, torna-se invidvel calcular o indice quando um grande nimero de jogadores
estdo envolvidos. Vérios dispositivos foram desenvolvidos para superar esse fato usando métodos
exatos ou aproximados. Dentre os métodos exatos existentes, fungdes geratrizes de andlise
combinatdria t€ém se mostrado um método eficiente para jogos de tamanho moderado e versétil
no sentido de se adaptar a diversos indices de poder (CHESSA, 2014; NETO, 2018) e permitir
restricdes na formagao de coalizdoes (ALONSO-MEIJIDE et al., 2009; RODRIGUEZ-VEIGA;
NOVOA-FLORES; CASAS-MENDEZ, 2016; NETO, 2018).
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Este trabalho € parcialmente motivado por um comentdrio retirado de Cao, Qin e Yang
(2018) e citado literalmente aqui: “Pesquisas futuras incluem a descoberta de condi¢des su-
plementares necessdrias e suficientes para que jogos de mercado abstrato em geral possuam
nucleos ndo-vazios e a andlise de propriedades estruturais do nicleo”.(CAO; QIN; YANG, 2018,
p. 474, traducdo nossa)' Neste trabalho, apresentamos uma nova condi¢iio necessdria e suficiente
para que o nucleo de jogos cooperativos seja nao-vazio utilizando uma abordagem da 4lgebra
nao-linear. Em particular, estudamos o nicleo de jogos de mercado abstrato. N6és mostramos, via
ferramentas da dlgebra nao-linear, que jogos de mercado abstrato com quatro ou menos jogadores

possuem niicleo ndo-vazio.

Ainda neste trabalho, construimos uma ponte entre a Andlise de Particio de MacMahon
(APM) e os Jogos de Votacao com Peso Multiplos. Usando a APM (também conhecida como
calculo Omega) como em (ANDREWS; PAULE; RIESE, 2001), construimos uma func¢do geratriz
generalizada para calcular a alianca em MW VG que fornece como casos especiais 0s princi-
pais resultados de (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002) e algumas das fun¢des geratrizes de
(NETO, 2018). Em nossa estrutura, multiplas restricdes na formagao de coalizdes podem ser
facilmente tratadas e, dessa forma, podemos incluir outra caracteristica de interesse geral, ou
seja, restri¢cdes na formacgado de coalizdes como em (ALONSO-MEIIDE et al., 2009; YAKUBA,
2008; HILLER, 2016; RODRIGUEZ-VEIGA; NOVOA-FLORES; CASAS-MENDEZ, 2016;
NETO, 2018; ALONSO-MEIIDE; BOWLES, 2005). Mais precisamente, generalizamos alguns
dos resultados de (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002) incluindo restricdes na formacgao de
coalizdes. Nosso trabalho, portanto, generaliza e unifica trabalhos anteriores (FELSENTHAL;
MACHOVER, 2002; NETO, 2018).

Este trabalho estéd organizado da seguinte forma. No Capitulo 2 sdo apresentados con-
ceitos fundamentais da Teoria dos Jogos Cooperativos, a defini¢ao de duas classes de jogos de
interesse para a presente pesquisa - Jogos de Mercado Abstrato e Jogos de Votagdo com Peso - e
conceitos de solugdo para jogos cooperativos. No Capitulo 3, revisamos o contexto matemdatico
basico necessario para este trabalho: defini¢cdes de dlgebra ndo-linear e o método de Andlise de
Particdo de MacMahon. Baseados nos capitulos 2 e 3, fornecemos, no Capitulo 4, uma condi¢do
necessdria e suficiente para que o nicleo de um jogo de mercado abstrato seja ndo-vazio. No
Capitulo 5, construimos uma funcao geratriz generalizada que fornece como casos especiais
os principais resultados de (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002) para MW VG e algumas das
func¢des geratrizes consideradas em (NETO, 2018). Este trabalho finaliza no Capitulo 6 com

algumas observagdes finais.

' “Future research includes finding necessary and sufficient supplemental conditions for general abstract market

games to possess non-empty cores, and analyzing structural properties of the core”.



2 Jogos Cooperativos

No século XX, com o objetivo de analisar as interagdes politicas e econdmicas, matema-
ticos e economistas estabeleceram as bases conceituais para o campo conhecido como Teoria dos
Jogos. Inicialmente, os tedricos se interessaram por jogos estritamente competitivos, tipicos do
contexto de guerras, nos quais ndo havia possibilidade de cooperagdo entre os agentes. Peters
(2015) destaca que:

a teoria dos jogos estuda situagdes de competicio e cooperagdo entre as varias
partes envolvidas, usando métodos matematicos. Esta ¢ uma definicdo ampla,
mas € consistente com o grande nimero de aplicacdes. Essas aplicacdes variam
de questdes estratégicas na guerra a compreensao da competi¢do econdmica,
de problemas econdmicos ou sociais de distribuicao justa ao comportamento
de animais em situacdes competitivas, de jogos de saldo a sistemas de votacdo
politica - e esta lista certamente ndo € exaustiva. (PETERS, 2015, p.1)

O elemento bédsico em um jogo € o conjunto de jogadores que dele participam. Nos jogos
nao-cooperativos, cada jogador tem um conjunto de estratégias e um conjunto de preferéncias
sobre os possiveis resultados do jogo. Os jogos estratégicos sdo classificados em: (i) simétricos e
assimétricos; (ii) simultaneos e sequenciais e (iii) de informacao perfeita e informacao imperfeita.
Em relagdo a representacao, eles podem ser descritos na forma normal (matricial) ou na forma
extensiva. O jogo do Dilema do Prisioneiro ¢ um dos mais famosos na teoria dos jogos nao-
cooperativos. Nesse jogo, dois prisioneiros enfrentam o seguinte dilema: ambos irdo cooperar
para minimizar a pena, ou um dos presos, confiando na cooperagdo do outro, o traird para ganhar
a liberdade? (MASCHLER; SOLAN; ZAMIR, 2013)

O economista John Charles Harsanyi introduziu os jogos cooperativos em 1966. Antes
da contribuicdo de Harsanyi (1966), os tedricos consideravam os jogos cooperativos um tipo de
jogo nao-cooperativo, porque a forma extensiva de um jogo permite mecanismos de negociacao
e aplicacdo. Assim como na teoria dos jogos estratégicos, na teoria dos jogos cooperativos, um

jogador pode ser uma pessoa, corporacdo, nagao e assim por diante.

De maneira geral, podemos dizer que a teoria dos jogos estratégicos pressupde que 0s
jogadores ajam de forma independente, com a questao central sendo se um jogador pode ganhar
com um desvio unilateral. J4 a teoria dos jogos cooperativos pressupde que os jogadores possam
formar coalizdes, com a questdo central sendo se um conjunto de jogadores pode encontrar uma
alocacdo dos pagamentos disponiveis a coalizdo que permitiria que todos ganhassem formando a
coalizdo.(SAMUELSON, 2016)

De acordo com Gegkil e Anderson (2010), depois que a teoria dos jogos foi estabelecida
por grandes matemadticos e economistas, o Ultimo quarto do século XX e o inicio dos anos
2000 testemunharam uma dramadtica evolu¢do do campo. A maioria dos economistas que se

especializaram em teoria dos jogos se interessou mais por questdes da teoria pura do que por
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aplicagcdes. No entanto, em outros campos, como psicologia, biologia, genética e politica, os
estudiosos usaram teoria dos jogos e abordagens tedricas dos jogos para os problemas em seus

proprios campos.

A TJ tem sido aplicada para andlise e solugdo de problemas em diversas dreas. Pesquisas
recentes, como os trabalhos de Mei et al. (2019), Sarjiya, Budi e Hadi (2019), Yi et al. (2019) e
Faria et al. (2018), mostram a aplica¢do da TJ a fim de analisar estratégias e promover melhoria da
eficiéncia do setor energético. J4 Sohrabi e Azgomi (2019) apresentam abordagens de otimizacao
baseadas em TJ para Sistemas Baseados em Conhecimento (Knowledge-based System). Em um
contexto mais tedrico, Lackes, Siepermann e Vetter (2020) fazem uma andlise baseada em jogos
sobre o que leva os tomadores de decis@o a seguir ou ignorar as ferramentas de previsdo. No
trabalho de Zutshi et al. (2018) tem-se um exemplo do planejamento de estratégias de marketing
digital por meio da TJ. No campo da Ciéncia da Informacao, Bu et al. (2019) utilizaram a TJ
para predizer o surgimento de relacionamentos futuros (Link Prediction) entre os nés em redes
temporais do mundo real. A teoria ndo-cooperativa de jogos € utilizada por Li et al. (2019) para
modelar a interac@o entre um motorista humano e um controlador de seguimento de trajetoria.
Na drea da satde, Mendonga et al. (2019), apresentam o uso de TJ para modelar a consulta de
transplante de figado de pacientes que sofrem de doenca hepatica alcodlica. Outras aplicacdes
da TJ podem ser vistas nos trabalhos de Nagurney, Salarpour e Daniele (2019), Chavoshlou,
Khamseh e Naderi (2019) e Wang et al. (2019), os quais abordam problemas de logistica e cadeia

de suprimentos via TJ.

Na teoria dos jogos cooperativos, tratando de conceitos de solug¢do, temos o trabalho
de Neto (2018), que estuda uma importante classe de jogos cooperativos, os jogos de votacao
com peso, € introduz uma nova fungdo geradora generalizada que fornece, como casos especi-
ais, extensoes das fung¢des geradoras dos seguintes indices de poder: Banzhaf, Shapley-Shubik,
Banzhaf-Owen, Banzhaf para coalizdo simétrica e Owen. Stuart (2019) fornece condicdes neces-
sérias e suficientes para um nuicleo ndo-vazio em jogos de atribuicdo do tipo muitos-para-um.
O problema da cooperag¢iao em jogos repetidos e com vdrios estdgios € estudado por Petrosyan
(2019). Nesse trabalho, o autor introduz um novo conceito de solu¢dao baseado em solucodes de
jogos multiestagios. Com base em um dos principais problemas da teoria dos jogos cooperativos,
a saber: a divisao “‘justa” do valor da coalizdo entre os jogadores, Radzik e Driessen (2016)
fornecem condi¢des necessdrias e suficientes para valores eficientes, lineares e simétricos satis-
fazerem alguma versao generalizada da propriedade cldssica de jogador nulo. Também nessa
linha, o estudo de Estévez-Ferndndez et al. (2017) apresenta uma andlise de outro conceito de
solugdo para jogos cooperativos, o 1-nucléolo. Os autores destacam que ao contrdrio do nucléolo,
o 1-nucléolo pode ser calculado em tempo polinomial.Albizuri e Vidal-Puga (2015) definem e
caracterizam uma familia de valores para jogos cooperativos nos quais um jogador pode participar
de mais de uma coalizdo, além disso, fornecem uma generaliza¢do do valor de Shapley e do valor

de Owen para esse tipo de familia.
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Em uma perspectiva aplicada, Gutierrez et al. (2019) formulam um modelo tedrico de jogo
que descreve a cooperacao em uma cadeia de suprimentos no caso em que um fornecedor controla
um recurso limitado e um conjunto finito de fabricantes precisam adquirir esse recurso. Hirai,
Watanabe e Muto (2019) analisam os contratos de licenca que resultam de negociagdes sobre
precos de informagdes sobre tecnologias patenteadas. Hou et al. (2018) apresentam uma andlise
do valor de Shapley para o jogo de agrupamento de custos aeroportudrios no caso especifico em
que para dois avides de duas companhias aéreas diferentes, a retirada de uma companhia aérea
leva a mesma perda para os avides da outra. Roshanaei et al. (2017) apresentam uma contribuicio
dos jogos cooperativos para a drea da satde, especificamente no planejamento e programagao
colaborativos da sala de operagdes. Liu et al. (2020) traz um modelo fuzzy de jogos cooperativos
para alocacdo espago-temporal de recursos hidricos. Modelos cooperativos de teoria dos jogos
para contratos de arrendamento considerando os efeitos do tempo e do uso na deterioracao do

equipamento arrendado sao apresentados no trabalho de Hamidi, Liao e Szidarovszky (2016).

Portanto, como € possivel observar nos pardgrafos anteriores, o campo da TJ € de grande
relevancia e tem uma vasta gama de aplicacOes. Neste capitulo apresentaremos conceitos e

propriedades dos jogos cooperativos que sao importantes para o entendimento desta pesquisa.

2.1 Definicao de jogos de coalizao

Os jogos cooperativos, também chamados de jogos de coalizao, modelam situacdes nas
quais os jogadores podem cooperar para alcancar seus objetivos. Supde-se que todo conjunto
de agentes possa formar uma coalizdo e se comprometer em um acordo vinculativo que lhes
proporcione uma certa quantia de lucro (recompensa). A quantia mdxima que uma coalizao pode
gerar por meio da cooperacdo € chamada de valor da coalizao. (MASCHLER; SOLAN; ZAMIR,
2013)

Nesta sec@o vamos nos concentrar em jogos finitos com utilidade transferivel (também
chamados de jogos TU 2). Tais jogos envolvem um niimero finito de jogadores. Roth (1988) lista
trés premissas para um jogo cooperativo ser um jogo TU. Primeiramente, todos os resultados
podem ser expressos em algum meio de troca. Em segundo lugar, os jogadores que nao sao
membros da coalizdo ndo precisam ser levados em considerag@o na avaliagcdo do resultado do jogo.
A terceira suposicao € que ndo hd custo para fazer cumprir os custos ou acordos de participacao

nos lucros.

Uma coalizdo (5) € simplesmente um subconjunto de jogadores. Por defini¢do, o conjunto
vazio e os conjuntos de jogadores individuais também sdo considerados coalizdes. A coalizao
que agrupa todos os jogadores € chamada de grande coalizdo. A funcdo caracteristica de um jogo

cooperativo determina a recompensa (payoff) de cada coalizdo potencial envolvida no jogo.

Definiciio 2.1. Um jogo de coalizao com utilidade transferivel é um par (N;v) tal que:

2 Do inglés, games with transferable utility - TU games.
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o N ={1,2,...,n} é um conjunto finito de jogadores. Um subconjunto de N é chamado de

coalizdo.

o v : 2V — R é uma fungdo que associa todas as coalizoes S a um niimero real v(S),
satisfazendo v (D)) = 0. Essa fungdo é chamada fungdo de coalizdo ou fun¢do caracteristica

do jogo.

O ntimero real v(S) é chamado de valor da coalizdo S. Esse é o valor que os jogadores
que estdo na coalizdo S podem receber como resultado do jogo, independente das acdes tomadas
pelos jogadores que ndo fazem parte de S. A colegio de todas as coalizdes é denotada por 2%V, pois,
obviamente, para um conjunto de N jogadores podemos formar 2!V = 2" coalizdes, incluindo a

coalizdo vazia.

Note que a fun¢do caracteristica nao determina o quanto cada jogador da coalizdo ganha,
apenas diz o quanto o grupo ganha. Chalkiadakis, Elkind e Wooldridge (2012) destacam que
a questdao de como dividir o valor de coalizao entre os jogadores € um tépico de pesquisa

fundamental na teoria dos jogos cooperativos.

Para exemplificar um jogo cooperativo, apresentamos o cldssico jogo de luvas com 3
jogadores. Este jogo € chamado de jogo de luvas porque corresponde a uma situacao em que os
jogadores 1 e 2 tém, cada um, apenas uma luva destra, o jogador 3 tem apenas uma luva canhota
e o valor de uma coalizdo € igual ao nimero de pares de luvas complementares que pode formar.
Portanto, o jogo das luvas é um jogo de mercado em que os proprietérios das luvas esquerdas

formam um lado do mercado e os proprietdrios das luvas direitas o outro.

Exemplo 2.1. Suponha que haja trés jogadores, 1, 2 e 3. Cada jogador 1 e 2 possui uma luva
direita, enquanto o jogador 3 tem uma luva esquerda. Um par de luvas vale 1. Os jogadores

cooperam para gerar lucro. A funcdo caracteristica desse jogo é dada por

0, se S={1}, S={2}, S={3} ou S=1{1,2};

v(S) =
1, se S={1,3}, S={2,3} ou S ={1,2,3}.
Apartsin e Holzman (2003) explicam que, em termos econdmicos, o modelo do mercado
de luvas descreve a complementaridade perfeita no consumo dos bens. Se as luvas sdo pensadas
como insumos na producdo de um bem de consumo, esse modelo corresponde a producao que

requer proporcdes fixas dos varios insumos.

A Tabela 1, a seguir, apresenta vdrias outras situagdes que podem ser analisadas como

jogos cooperativos.

Tabela 1 — Jogos Cooperativos

Jogos Descricao
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Jogo de lucro

Sdo aqueles em que os jogadores lucram de acordo com as

coalizdes que formam.

Jogos de custo

Sao semelhantes aos jogos de lucro, mas o valor de uma
coalizdo em um jogo de custo representa o preco que OS

membros da coalizdo devem pagar se a coalizdo se formar.

Jogo de compartilha-

mento de custo

Modelam situagdes em que o custo de um servico deve ser
dividido entre diferentes usudrios, sendo que diferentes usua-
rios precisam de quantidades diferentes desse servigco. Por
exemplo, compartilhamento de custos de manutencdo dos
aeroportos e custos de estoques de pecas compartilhados
(SOUZA; AFLALO; YONEYAMA, 2018).

Jogo de faléncia

Um problema de faléncia € dado por n + 1 nimeros ndo nega-
tivos [F; dy,ds, . . ., d,]. Aqui E representa os ativos de uma
pessoa ou empresa falidae N = {1,2,...,n} é o conjunto de
credores, com cada credor com uma divida d;. Supde-se que
E < 3%, d; (caso contrério, todo credor podera ser pago
integralmente e nao haverda nenhum problema de faléncia a

ser considerado).

Jogos de arvore abran-

gente

Sdo jogos nos quais o valor de cada coalizdo € dado pelo
custo da drvore abrangente de custo minimo que conecta
todos os membros da coalizdo a fonte. Um sistema de arvore
abrangente pode descrever vdrias redes, como um sistema de
rede rodovidria que conecta cidades ou um sistema de rede
de computadores. Todo sistema de drvore abrangente por ser

associado a um jogo.

Jogos de fluxo

Um jogo de fluxo € dado por um grafo direcionado no qual
cada elo tem uma capacidade maxima e é controlado por um
dos jogadores. O grafo contém dois vértices distintos, uma
fonte e uma foz, e o objetivo dos jogadores é direcionar o

maior fluxo possivel da fonte para a foz.

Jogos de édpice

Sado uma familia especial de jogos simples. Para um jogo de
apice, existem dois tipos de coalizdes vencedoras: o primeiro
tipo contém o chamado jogador dpice e pelo menos um outro
jogador. A tnica coalizdo vencedora sem o jogador dpice é
uma coalizdo de todos os outros jogadores, exceto o jogador

apice.
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Jogos de sequencia- Sao jogos nos quais uma fila de jogadores precisa ser or-

mento denada em uma sequéncia especifica: cada jogador prefere
ser colocado no inicio da fila, em vez de ser colocado no
final da fila. Em geral, uma situacdo de sequéncia ¢ dada por
uma ordem inicial de jogadores, a quantidade de tempo que
precisa ser dedicada por cada jogador e os custos de cada
jogador até a conclusio do trabalho. Os custos totais de um
jogador sdo apresentados por um coeficiente de custo e de-
pendem linearmente do tempo de conclusado. Essa situacao
de sequenciamento resulta em um problema de otimizagao,
pois € preferivel colocar os jogadores na ordem que minimiza
os custos totais.(HOGEWEILJ, 2017)

2.1.1 Propriedades dos jogos cooperativos

As fungdes de coalizdo podem satisfazer propriedades que tém implicacOes para as

solucdes do jogo. A seguir, algumas dessas propriedades serdo apresentadas.

Uma propriedade de muitos jogos € a super-aditividade: em jogos super-aditivos, € sempre

lucrativo que dois grupos de jogadores somem forgas.

Definicao 2.2. Um jogo de coalizdo (N; v) é super-aditivo se, para qualquer par de coalizoes
disjuntas S e T,
v(S)+v(T) <v(SUT). (2.1)

Assim, um jogo super-aditivo é aquele em que duas coalizdes que escolhem se unir
podem obter pelo menos o que obteriam se, em vez disso, jogassem separadamente. A seguir,

apresentamos um exemplo de jogo super-aditivo com 3 jogadores.

Exemplo 2.2. Seja (N;v) um jogo de coalizdo onde N = {1,2, 3}, e a fun¢do de coalizdo dada
por

6, se S={1}

12, se S={2}

42, se S ={3}

v(S) =118, se S={1,2}

48, se S =1{1,3}

55, se S =1{2,3}

80, se S =N.
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Se S ={1}eT = {2,3), temos
v(l)+v(2,3) <v(1,2,3) =v(SUT).
Se S ={1}eT = {2}, temos
18 =v(1) +v(2) <v(1,2) = 18.

Para todas as demais coalizées S,T C N, com SNT # (), a condigao (2.1) é satisfeita. Portanto,

0 jogo é super-aditivo.

Em muitos casos, ao adicionar um jogador a uma coalizdo existente, a produtividade

geral dessa coalizdo s6 pode aumentar. Jogos com essa propriedade sdo chamados de monétonos.

Definicao 2.3. Um jogo de fungdo caracteristica (N; v) é considerado mondtono se satisfizer

U(S) < (T) (2.2)

para cada par de coalizoes S, T C N tal que S C T

O jogo representado no exemplo a seguir, retirado de Chalkiadakis, Elkind e Wooldridge

(2012), € mono6tono.

Exemplo 2.3. Um pais ficticio X tem um parlamento de 101 membros, onde cada representante
pertence a um dos quatro partidos: Liberal (L), Moderado (M), Conservador (C) ou Verde
(G). O Partido Liberal tem 40 deputados, o Partido Moderado tem 22 deputados, o Partido
Conservador tem 30 deputados e o Partido Verde tem 9 deputados. O parlamento precisa decidir
como alocar U$1 bilhdo de gastos discriciondrios, e cada partido tem sua propria maneira
de usar esse dinheiro. A decisdo é tomada por maioria simples de votos, e presumimos que
todos os representantes votem de acordo com as linhas partidarias. Os partidos podem formar
coalizées; uma coalizdo tem valor de U S$1 bilhdo se conseguir vencer a votagdo do orcamento
independentemente do que os outros partidos facam, e valor O caso contrario. Esta situacdo
pode ser modelada como um jogo de fungdo caracteristica de 4 jogadores, onde o conjunto de

Jogadores é N = {L, M,C,G} e a fungdo caracteristica v é dada por

0, sel|S|<loul|S|=2eGeS

10°, caso contrario.

Jogos de coalizdo onde o valor de uma coalizdo depende da particdo de N que esta
em vigor a qualquer momento durante o jogo tém recebido crescente atencdo. Em tais jogos,
ao contrdrio da forma caracteristica, o valor de uma coalizao S terd uma forte dependéncia de
como os jogadores em N\ S estdo estruturados. Nestes jogos, dada uma estrutura de coalizdo B,
definida como uma parti¢do de NV, ou seja, uma colecdo de coalizdes By, Bo, . . ., By, tais que
Vi# j,B;NB; =0,eU’B; = N, o valor de uma coalizdo S € B ¢ definido como v(S, B).
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Definicao 2.4. Seja B um conjunto ndo-vazio. Uma particdo de B é uma colegcdo By, Bs, . .., By

de subconjuntos disjuntos e ndo-vazios de B cuja unido é B.

Definicao 2.5. Uma estrutura de coalizdo é uma particdo B do conjunto de jogadores N.

Exemplo 2.4. B, = {{1,2},{3,4}}, Bo = {{1,2,3},{4}} e Bs = {{1},{2},{3},{4}} sao
estruturas de coalizdo para N = {1,2,3,4}.

Os termos “estrutura de coalizao” e “particdo” serdo usados alternadamente.
Definicao 2.6. Um jogo de coalizdo (N; v) é super-aditivo em N se

v(N) > > v(S), (2.3)

1<I<m

sempre que {S1, S, ..., Sy, } forma uma parti¢do de N.

Exemplo 2.5. O jogo do exemplo (2.2) também é super-aditivo em N. Note que as parti¢oes

de N = {17273} sao By = {{1}7 {2}7 {3}}’ B, = {{1}7 {273}}’ B; = {{2}7 {173}}’ By =
{{3},{1,2}},B5 = {{1,2,3}}. A inequacdo (2.3) é satisfeita para todas as particoes de N:

80 =r(1,2,3) > v(l) +v(2) +v(3) =60
80 =r(1,2,3) > v(l) +v(2,3) =61
80 =r(1,2,3) > v(2) +v(1,3) = 60
80 =v(1,2,3) > v(3) + v(1,2) = 60.

Outra propriedade dos jogos cooperativos diz respeito a interferéncia entre as coalizdes.
Quando as coalizdes nunca podem afetar umas as outras, de forma positiva ou negativa, dizemos

que o jogo ¢ aditivo (ou inessencial).
Definicao 2.7. Um jogo de coalizdo (N; v) é inessencial (ou aditivo) se
u(S) = 3 v(i) (2.4)

para cada coalizdo ndo vazia S.

Do ponto de vista da TJ, os jogos inessenciais sdo triviais, ou seja, ndo hé tendéncia de
os jogadores formarem coalizdes pois a cooperacdo entre os agentes nao resultard em uma maior

recompensa total.
Exemplo 2.6. Considere um jogo com N= {1,2,3} e a seguinte funcdo de coalizdo:
10, se S={1}, S={2} ou S={3}
v(S) =120, se S={1,2}, S={1,3} ou S={2,3}
30, se S=1{1,2,3}.

Esse jogo é inessencial, visto que cada jogador recebe uma recompensa e a recompensa para

uma coalizdo é apenas a soma das recompensas dos jogadores nessa coalizdo.
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Dados dois jogos (N;v) e (N;w), com suas respectivas fungdes caracteristicas e com
o mesmo numero de jogadores, € possivel saber se esses jogos podem ser 0s mesmos em sua
esséncia. Por exemplo, caso mudemos apenas a unidade da recompensa de um jogo para o
outro, o jogo ainda é o mesmo. Estaremos apenas multiplicando uma constante positiva a fungdo

caracteristica. Esses sdo os chamados jogos estrategicamente equivalentes:

Definicao 2.8. Um jogo de coalizdo (N; w) é estrategicamente equivalente ao jogo (N;v) se

existir um niimero positivo a, e um vetor b € RY, tais que para qualquer coalizdo S C N:

w(S) = av(S) + > by = av(S) + b(S).

i€S

Intuitivamente, a equivaléncia estratégica significa que a dinAmica entre os jogadores
seria idéntica nos dois jogos. E esta propriedade da equivaléncia que nos permite normalizar um

jogo cooperativo.

Exemplo 2.7. Um jogo de coalizdo (N;v) é chamado de 0-1 normalizado se v(i) = 0 para todo
i€ Nev(N)=1

Considere o jogo (N;v) com a seguinte funcdo caracteristica:

3, se S={1},

6, se S=1{2},

8, se S=1{3},
v(S) =112, se S ={1,2},

15, se S ={1,3},
18, se S ={2,3},
80, se S =1{1,2,3}.

Se tomarmos a = 1/63eb = {—3/63,—6/63,—8/63}, 0 jogo (N;v) é estrategicamente

equivalente ao jogo 0-1 normalizado (N;w) com a seguinte fungdo caracteristica:

0, se S={1}, S={2} ou S={3},
6%, se S =1{1,2},
w(S) =1 &, seS={13},
&, se S=4{2,3},
1, se S={1,2,3}.
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2.2 Exemplos de jogos cooperativos

Nessa secdo apresentamos a definicdo de duas classes de jogos cooperativos de interesse

para o presente trabalho: Jogos de Mercado Abstrato e Jogos de Votagdo com Peso.

2.2.1 Jogos de Mercado Abstrato

Em sua investigacao sobre a relag@o entre jogos cooperativos e mercados, Shapley (1955)
considerou uma classe mais rica de jogos, a qual ele chamou de jogos de mercado abstrato (CAO;
QIN; YANG, 2018).

Os jogos de mercado geralmente sdo analisados sob o ponto de vista do equilibrio, i.e.
como se fossem jogos ndo cooperativos, entretanto eles podem ser abordados sob a perspectiva

dos jogos cooperativos.

Definiciio 2.9. Um mercado é dado por um vetor (N, L, (a;, u;)icn) onde:

e N =1{1,2,..., N} é o conjunto de produtores;

o [ ={1,2,...,L} é o conjunto de mercadorias;

e Paracadai € N, a; € ]RJLr é a renda inicial do produtor i;

e Paracadai € N, u; € Rf; — R é a funcdo de producdo do produtor i.

Definicao 2.10. Uma alocagdo para uma coalizdo S é uma cole¢do de pacotes de mercadorias
(2;)ies, onde x; € R para cada produtor i € N, satisfazendo x(S) = a(S). Assim, uma
alocag¢do é uma redistribuicdo das mercadorias disponiveis para os membros de S em suas

rendas iniciais. Denote por X* o conjunto de alocacées para a coalizdo S:

X% = {(zi)ies 2 €RY Vi€ S,2(S) = a(S)} CR*E, (2.5)

Todo mercado pode ser associado a um jogo de coalizao, no qual o conjunto de jogadores

€ o conjunto de produtores N = 1,2, ..., n e o valor de cada coalizdo ndo-vazia S C N é
v(S) = mazx {Z wi(x;) v = (x;)ies € XS} ) (2.6)
i€s

Portanto, o valor da coalizdo S é a soma maxima de dinheiro que seus membros podem
produzir se trocarem mercadorias entre si. O jogo de coalizdo (N; v) assim definido € o jogo de

mercado derivado do mercado (N, L, (a;, u;)ien)-

O exemplo 2.8 mostra um jogo de mercado retirado de (MASCHLER; SOLAN; ZAMIR,
2013, p. 704).

Exemplo 2.8. Considere o seguinte mercado:
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Trés produtores: N = {1, 2, 3}.

Duas mercadorias: L= {1, 2}.

Rendas iniciais dos produtores: ay = (1,0),as = (0,1),a3 = (2,2).

Fungdo de produgdo de cada produtor: uy(x1) = 11 + T12, Ua(T2) = To1 + 222,

uz(x3) = \/T31 + /T3

A seguir, derivamos o jogo correspondente ao mercado acima descrito. Se uma coalizdo contiver

apenas um produtor, S = {i}, o tinico pacote em X S ¢ a;, a renda inicial do produtor i. Portanto,
v(1) =1,v(2) = 2,1(3) = 2V2.

Agora, vamos computarv(1, 2, 3). Observe que a,+ay+asz = (3, 3). Cada unidade da mercadoria
1 contribui igualmente para as fungoes de producdo dos produtores 1 e 2, e toda unidade da
mercadoria 2 contribui para a fungdo de produgdo do produtor 2 duas vezes mais do que contribui
para o produtor 1. Portanto, nenhuma perda de producdo ocorre se nada for dado ao produtor
1; toda quantidade de mercadorias que damos a ele pode ser dada ao produtor 2 sem diminuir a
produgdo total. Se, portanto, definirmos o pacote do produtor 1 como x; = (0,0) e denotarmos
por T = (T2, Ta2) 0 pacote para o produtor 2 e por x3 = (3 — xa1,3 — Ta2) 0 pacote para o

produtor 3, entdo

v(1,2,3) = max {$2,1 + 2290 + \/3 — X1 + \/3 —22:0< 291 <3,0< 90 < 3}

Ao diferenciar a fungdo v 1 +2x2 5+ /3 — x21++/3 — X292 e igualar suas derivadas direcionais

a 0, deduzimos que a alocag¢do 6tima é

3 15 11
e s 2— 27 > = —
71=1(0,0), 7 ( 1 16)’333 (4’4)’

e que o valor da grande coalizdo {1, 2, 3} é o valor do mdximo, que é v(1,2,3) = 9%. Computando
v(1,2),v(1,3) ev(2,3), vemos que a funcdo de coalizdo do jogo de mercado derivado do mercado
neste exemplo é
v(1) =1, v(2)=2, v(3)=2v2, v(1,2)=3,
1 3 5
v(1,3) = 55, v(2,3) = 8§, v(1,2,3) = 9§.

Qualquer jogo que possa ser gerado dessa maneira a partir de algum mercado é chamado
de jogo de mercado. Sendo assim, em termos gerais, jogos de mercado sdao jogos de coalizdo
derivados de um mercado em que as func¢des de produgdo sao concavas e continuas. Em seu
estudo de jogos de mercado com utilidade transferivel, Shapley e Shubik (SHAPLEY; SHUBIK,
1969) introduziram a defini¢do de jogos totalmente balanceados. Um jogo de coalizio com
utilidade transferivel € denominado totalmente balanceado sempre que cada um de seus sub-
jogos € balanceado. Portanto, as duas familias de jogos de coalizdo coincidem, ou seja, um
jogo de coalizdo € totalmente balanceado se, e somente se, for um jogo de mercado.(KROUPA;
STUDENY, 2019)
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Definicao 2.11. Seja (N;v) um jogo de coalizdo e seja S C N um conjunto ndo-vazio de

jJogadores. O sub-jogo (S;V) € o jogo de coalizdo onde:

e O conjunto de jogadores é S.

e A funcdo de coalizdo é a fungdo v restrita as coalizoes contidas em S.

Os jogos de mercado abstrato podem ser vistos como uma extensdao do modelo do jogo de
atribuicao. Segundo Shapley e Shubik (1972), o jogo de atribuicao € um modelo para um mercado
bilateral,i.e., um mercado formado por dois conjuntos disjuntos de agentes, aqui denominados A
e B, que podem representar compradores e vendedores, por exemplo. Em tal modelo, os agentes
podem negociar uma mercadoria (por exemplo, casas, carros, etc.) e realizar transferéncias
monetdrias. Essas mercadorias ndo sdo exatamente iguais, portanto, um comprador pode ter

avaliagOes diferentes para mercadorias pertencentes a diferentes vendedores.

Esse tipo de jogo € o ponto de vista cooperativo de um mercado bilateral. Nesse mercado,
agentes de um lado do mercado sdo pareados com os outros agentes do outro lado do mercado.
Como o tnico tipo de correspondéncia permitida € um para um, um comprador s6 pode comprar
de um vendedor e cada vendedor pode vender para apenas um comprador. Os compradores nao
podem negociar entre si, uma vez que nao possuem uma mercadoria e, da mesma maneira, os

vendedores ndo podem negociar entre si.

Definicao 2.12. Um mercado de atribuicdo (A, B; V) consiste em

e A, um conjunto finito de compradores;
e B, um conjunto finito de vendedores (A e B sdo disjuntos);

o Uma matriz com entradas ndo-negativas M = (m;;)ica jep que representa o lucro poten-

cial obtido por cada par (i,j) € A x B.

Shapley e Shubik (1972) associaram qualquer mercado de atribui¢do a um jogo em forma
de coalizdo (A U B, vy) denominado jogo de atribuicdo. Sejam A e B dois conjuntos finitos
e disjuntos. Para cada par (i;j) € A = B o nimero a;; > 0 € interpretado como o valor da
atribuicdo entre 7 e j. O conjunto de jogadores NV € o conjunto A U B. Para cada coalizdo S C N,
o valor v(S) é o mdximo que S pode alcangar fazendo pares entre seus préprios membros.
Formalmente, se S C A ou S C B entdo v(S) = 0, porque nenhum par pode ser formado. Caso

contrério, v(.S) € igual ao valor do seguinte problema de programacio de inteira:
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maxz Z My 45 (27)

i€AJEB
sujeito a: Zmij < 1g5(4), vica (2.8)
jeB
> ay < 1s(j), vieB (2.9)
i€A
zy; € {0,1}, vieAjeB (2.10)

onde 15(7) := 1 se ¢ € S eigual a zero caso contrario.

Um exemplo de jogo de atribuicdo é apresentado a seguir.

Exemplo 2.9. (PETERS, 2015) Vladimir (jogador 1), Wanda (jogador 2) e Xavier (jogador
3) possuem, cada um, uma casa que desejam vender. Yolanda (jogador 4) e Zarik (jogador 5)
querem comprar uma casa de cada um. Vladimir, Wanda e Xavier avaliam suas casas em 1; 1,5 e
2, respectivamente (cada unidade é de 100.000 euros). Os valores de suas casas para Yolanda e
Zarik, respectivamente, sdo 0,8 e 1,5 para a casa de Vladimir, 2 e 1,2 para a casa de Wanda e 2,2
e 2,3 para a casa de Xavier. Essa situacdo da origem a um jogo TU de cinco jogadores, em que o
valor de cada coalizdo é definido como o excedente maximo que pode ser gerado pela compra e
venda dentro da coalizdo. Por exemplo, na coalizdo S = {2, 3,5} o excedente mdximo é gerado
se Zarik comprar a casa de Xavier, a saber 2.3 -2 = 1.3, que é maior do que 1.2 - 1.5 =0.3 que
é o resultado se Zarik comprar a casa de Wanda. Cada coalizdo pode gerar uma recompensa
de pelo menos 0, porque o jogador pode abster-se de negociar. O jogo completo é descrito na
Figura 1, onde as coalizoes com apenas compradores ou apenas vendedores sao deixadas de fora
(S=14 representa a coalizao S={1,4} e assim sucessivamente). Um jogo como esse é chamado de

Jjogo de atribuicdo.

Figura 1 — Funcgao de coalizdo para o jogo do Exemplo 2.9

S v(s) | S v(sS) | S v(S)
14 |0 125 1 0.5 345 0.3
1505 (134 (0.2 1,234 |05
24 105 135 05 1,235 0.5
25 |0 145 1 0.5 1,245 1
34 102 234 05 1,345 07
35 103 235 103 2345 08

124 105 245 0.5 12,345 | 1

Fonte: Peters (2015)
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Nesse exemplo, os niimeros m;; sdo dados por m;; = max{h;; — ¢;,0}, onde h;; é o

valor da casa do jogador i para o jogador j e c; é o valor da casa do jogador i para ele mesmo.

Os jogos de atribuicio modelam simples interacdes de mercado, onde os jogadores
pertencem a dois grupos. Consumidores e produtores devem firmar contratos bilaterais exclusivos;
para cada parceria possivel entre um consumidor e um produtor, hd um valor associado que indica o
lucro potencial do relacionamento. Esses jogos podem ser considerados um caso especial de jogos
de fluxo de rede, mas tém uma estrutura adicional que os torna mais trataveis. (CHALKIADAKIS;
ELKIND; WOOLDRIDGE, 2012)

Os jogos de atribuicao apresentam as seguintes propriedades:

i. O nucleo de um jogo de atribui¢c@o € ndo-vazio e polarizado.

Shapley e Shubik (1972) mostraram que o nicleo de qualquer jogo de atribuicao € sempre
nao-vazio e polarizado. Isso significa que hd um resultado estavel que é o mais preferido
por todos os agentes de um lado do mercado e, a0 mesmo tempo, € o menos preferido por

todos os agentes do outro lado do mercado.

ii. Asduas alocagdes extremas do nicleo sdo A-6tima, com todos os jogadores de A recebendo
suas contribui¢cdes marginais para a grande coalizdo, e B-6tima, com todos os jogadores

em B recebendo suas contribuicdes marginais para a grande coalizao (DEMANGE, 1982).

iii. O nucleo de um jogo de atribuicdo tem um estrutura reticulada no seguinte sentido (SHA-
PLEY; SHUBIK, 1972):

(aVya,zp ANyp) € C(N;v),Y(za,28), (Ya,y5) € C(N;v). (2.11)

(xa Aya,vpVyp) € C(N;v),¥(za,78), (Ya,yB) € C(N;v). (2.12)

onde A representa 0 minimo em termos de coordenadas € V o mdximo em termos de
coordenadas. Uma consequéncia dessa estrutura reticulada do nidcleo € a existéncia de
dois pontos especiais extremos do nicleo, um para cada lado do mercado. Em um deles,
(xa A ya,xp V yp), cada comprador minimiza seu retorno no nicleo, enquanto cada
vendedor maximiza seu retorno. No outro, (x4 Vya, s Ayp), cada vendedor minimiza seu
retorno enquanto cada comprador consegue seu retorno maximo no nucleo. O interessante
€ que todos os agentes do mesmo lado do mercado, apesar de estarem competindo pelo

melhor negdcio, obtém o seu retorno maximo no mesmo elemento do nucleo.

Os jogos de mercado abstrato podem ser vistos como uma extensao do modelo do jogo
de atribuigdo, entre vérios outros. Um jogo de mercado abstrato € um jogo de coalizdo no qual os
jogadores sao divididos em dois lados, de modo que dois jogadores sdo “substitutos” quando

pertencem ao mesmo lado e “‘complementares” quando pertencem a lados diferentes.
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O modelo de jogo de mercado abstrato € importante para a teoria dos jogos pelas seguintes

razoes, de acordo com Cao, Qin e Yang (2018):

i. O modelo de jogo de mercado abstrato serve como uma estrutura geral para varios modelos
importantes, incluindo: (a) o modelo de jogo de atribui¢do, que € um caso especial do
modelo do jogo de mercado abstrato, em que apenas pares de jogadores sdao coalizdes
essenciais; (b) o modelo do casamento estdvel, que pode ser considerado uma contrapartida
de utilidade intransferivel do modelo de jogo de atribuicao; e (c) o modelo do jogo convexo,
que também é um caso especial do modelo de jogo de mercado abstrato apenas com

jogadores complementares;
ii. Shapley (1955) foi o primeiro artigo a aplicar a no¢ao de nucleo;

iii. Shapley (1955) foi o primeiro artigo que introduziu complementaridade e substituibilidade

no contexto da teoria dos jogos cooperativos.

Shapley (1955) definiu um jogo de mercado abstrato impondo certas “condi¢des de
convexidade-concavidade” as func¢des caracteristicas em termos das contribui¢des marginais dos

jogadores para as coalizdes, sao elas:

v(9) —v(S\{i}) —v(S\{7}) + v (S\{i,5}) <0, (2.13)
v(S) = v (S\{k}) —v(S\{1}) + v (S\ {k,1}) <0, (2.14)
v(S) —v(S\{i}) —v (S\{k}) +v(S\{i,k}) = 0 (2.15)

comi,j € SNAek,leSNBonde A, B,S C N.

Em um trabalho posterior, Shapley (1962) mostrou a correspondéncia dessas condi¢des

as “relacdes de complementaridade-substituibilidade” entre os agentes.

Definicao 2.13. A contribuicdo marginal do jogador i para a grande coalizao N é denotada por
A; =v(N) —v(N\i). (2.16)

Se (N;v) estiver balanceado, a recompensa que o jogador i recebe no nicleo C(V; v)
¢ no maximo A; (Equacido (2.16)), porque, caso contrario, a coalizdo N\i pode melhorar as

alocacdes de recompensa correspondentes.

Definicao 2.14 (Shapley, 1955). Dado um jogo de coalizdo (N;v), os jogadores i,j € N sdo

complementares se a presenca de um deles aumentar as contribuicoes marginais do outro:

V(S + {i,3)) = v(S+ (i) = S+ {j}) — n(S), VSCN\{ij} e itj  (@217)
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Eles sdo substitutos se a presenca de um deles reduzir as contribui¢coes marginais do outro:
v(S+10,5}) = v(S+{i}) S US+ Y —u(S), VST N\{ij} e i) (QI8)
As equacoes 2.17 e 2.18 sdo respectivamente equivalentes a

v(S+{i 1) —v(S) = (S +{i}) —v(S)] + [w(S + {j}) — v(5)] (2.19)

v(S+{ij}) —v(S) < (S +{i}) —w(S)] + (S + {j}) — v(9)]. (2.20)

Ou seja, dois jogadores sdo complementares (substitutos) se sua contribuicao marginal
conjunta para cada coalizdo contendo ambos ndo for menor (maior) do que a soma das contri-
buicdes marginais de cada jogador, que sdo alcangadas quando o outro jogador é removido da

coalizdo.

Definicsio 2.15 (Shapley, 1955). Um jogo de coalizao (N;v) é um jogo de mercado abstrato,
se for super-aditivo em N e os jogadores puderem ser divididos em dois lados (duas coalizoes
disjuntas), A e B, de modo que quaisquer dois jogadores sejam substitutos se estiverem do mesmo

lado e complementares se estiverem em lados opostos.

No exemplo a seguir, verificamos se um dado jogo de coalizdo € um jogo de mercado

abstrato.

Exemplo 2.10. Com o conjunto de jogadores N = {1,2,3,4} particionados em dois lados,
A={1,2} e B={3,4}, Sy = SN Ae Sg = SN B denotam a particdo da coalizdo S em
subcoalizées dos jogadores S 5 no lado A e Sg no lado B, respectivamente. Considere a seguinte

funcdo caracteristica:

0, se [Sal=0 ou |Sp|=0;

2, se (|9al,[98]) = (1,1);

4, se ([5al,158]) = (1,2),(2,1);
8, se (1Sal,|SB]) = (2,2).

v(S) =

Primeiro vamos verificar se o jogo é super-aditivo em N. Por meio da Equagdo (2.3) verificamos
que, de fato, trata-se de um jogo super-aditivo em N, uma vez que tal equacdo é valida para
todas as partigoes de N: (a) Sy = {1}, So = {2}, S5 = {3}, Sy = {4}, (b) S1 = {1,2},
Sy = {3}, S35 = {4}; (¢) S1 = {1}, S = {2,3}, S5 = {4}, (d) S; = {1}, Sy = {2},
S3 = {3,4}; (e) 51 = {1,3}, S = {2}, 55 = {4}, () 51 = {1,4}, 52 = {2}, S5 = {3}, (8)
S1= {1}, 82 = {2,4}, S5 = {3}, (W) 51 = {1,2}, 52 = {3,4}; () 51 = {1,3}, 5 = {2,4};
() S1 = {14}, 82 = {2,3}: (k) Sy = {1}, 52 = {2,3,4}; (D) S1 = {2}, 2 = {1,3,4};(m)
S1 =43}, S2 ={1,2,4}; (n) S; = {4}, S9 ={1,2,3} e (0) S1 = {1,2,3,4}.
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Em (n), por exemplo, deve ser vilido que v(1,2,3,4) > v(4) + v(1,2,3). De fato,
8>0+4.

Agora devemos verificar se esse jogo respeita as condicoes de complementaridade e
substituibilidade . Nos cdlculos a seguir, verificamos que os jogadores i = 1 e j = 2 sdo

substitutos para todo S C N\{1, 2} utilizando a Equagdo (2.18).

i. Para S ={3,4}:v(1,2,3,4) —v(1,2,3) <v(2,3,4) —v(3,4) -8 —-4<4-0;

ii. ParaS ={3}:v(1,2,3) —v(1,3) <v(2,3) —v(3) »4—-2<2-0;
iii. Para S ={4}:v(1,2,4) —v(1,4) <v(2,4) —v(4) -4—-2<2-0;

. Para S ={0}: v(1,2) —v(1) <v(2)—v@) - 0-0<0-0.

Agora, devemos verificar se os jogadores i = 3 e j = 4 sdo substitutos para todo
S C N\{3,4}.

i. Para S ={1,2}:v(1,2,3,4) —v(1,2,3) <v(1,2,4) —v(1,2) -8 -4 <4 -0,

ii. Para S ={1}:v(1,3,4) —v(1,3) <v(1,4) —v(l) 24—-2<2-0;
iii. Para S ={2}:v(2,3,4) —v(2,3) <v(2,4) —v(2) 24—-2<2-0;

v. Para S = {0}:v(3,4) —v(3) <v(4) —v(@) - 0-0<0-0.

Logo, os jogadores 3 e 4 sdo, de fato, substitutos.

O proximo passo é verificar as condi¢coes de complementaridade, seguindo a Equa-
cdo (2.17) para os casos em que (a) i = 1 e j=3, (b) i=1 e j=4, (c) i=2 e j=3 e (d) i=2 e j=4. No

caso (a), temos:

i, Para S ={2,4} 1 v(1,2,3,4) — v(1,2,4) > v/(2,3,4) — v(2,4) 8 —4>4—2
ii. Para S ={2}:v(1,2,3) — v(1,2) > v(2,3) —v(2) 5 4—0>2—0;
iii. Para S ={4}:v(1,3,4) —v(1,4) > v(3,4) —v(4) -4-2>0-0;

v. Para S = {0}:v(1,3) —v(1) >v(3) —v(@) -2—-0>0-0.

Assim como no caso (a), a relacdo de complementaridade também é verificada nos

demais casos. Portanto, esse é um jogo de mercado abstrato.
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2.2.2 Jogos de Votacao com Peso

Os jogos de votagdo ponderada ou jogos de votagao com peso sdo uma familia cldssica
de jogos cooperativos que foram extensivamente estudados na Teoria dos Jogos e na literatura de
escolha social (DIAKONIKOLAS; PAVLOU, 2018). Exemplos tipicos de jogos de votacdo com
peso sdo a votacao parlamentar, as empresas acionistas e a alocacdo de recursos em sistemas

multiagentes.

Esses jogos modelam um cendrio de votagdo comum onde cada agente (jogador), asso-
ciado a um peso, lanca um voto “SIM” (a favor) ou “NAO” (contra): se a soma ponderada dos
votos “SIM” exceder um limite (cota), entdo o resultado da votagao € “SIM”, caso contrério,
o resultado é “NAO”. Sendo assim, um jogo de vota¢io com peso apresenta trés importantes
elementos: os jogadores, o peso de cada jogador, e a cota a ser alcancada. Um Jogo de Votagdo

com Peso € um exemplo de jogo simples.

Os jogos simples foram analisados pela primeira vez por John von Neumann e Oskar Mor-
genstern em seu livro Theory of Games and Economic Behavior. Eles também examinaram jogos
de votacdo com peso. Neumann e Morgenstern (1944) observaram que coalizdes minimamente

vencedoras sdo uma maneira util de representar jogos simples.

Um jogo (N; v) é dito simples se for monétono e sua fungio caracteristica assumir apenas
valores 0 e 1, ou seja, v(S) € {0, 1} para qualquer S C N.Em um jogo simples, as coalizoes de

valor 1 sdo consideradas vencedoras e as coalizdes de valor 0 s@o consideradas perdedores.

A condicdo de monotonicidade mostra que se uma coalizdo 7" contém uma subcoalizdo S
que € vencedora implica que 7" também € vencedora, ou seja, se S € We S C T,entdao T € W,

onde W € a familia de coalizdes vencedoras.

Observe que jogos simples sdo super-aditivos apenas se o complemento de cada coalizdo
vencedora estiver perdendo. Claramente, existem jogos simples que ndo sdo super-aditivos. No
entanto, geralmente assume-se que o resultado de um jogo simples € um vetor de recompensa
para a grande coalizdo /V, assim como nos jogos super-aditivos. (CHALKIADAKIS; ELKIND;
WOOLDRIDGE, 2012)

Definiciio 2.16. Um jogo simples (N;v) é um jogo em que toda coalizdo tem valor O ou 1, e a
grande coalizao N tem valor 1. As coalizoes com valor 1 sdo chamadas de vencedoras, as outras
coalizoes sao chamadas de perdedoras. Uma coalizdo minimamente vencedora é uma coalizdo
vencedora para a qual todos os subconjuntos proprios estdo perdendo. Um jogador i é chamado

de ditador em um jogo simples se v(S) = 1 se, e somente se, i € S.

E conveniente representar jogos simples indicando a familia de coalizdes vencedoras
W ={S C N :v(S) = 1}. Jogos simples podem modelar votos de comités, incluindo casos em

que a regra de votagdo ndo € necessariamente a regra da maioria.
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A votagdo com peso € um sistema popular de tomada de decisdo coletiva em muitas
instituicoes, como votacdo de acionistas em empresas ou blocos de votacdo em legislaturas
multipartidarias. Nesse tipo de jogo, diferentes eleitores possuem um nimero diferente de votos.
(GUERCI; HANAKI; WATANABE, 2017)

Os jogos de votagdo sao jogos que refletem a distribuicdo do poder de voto, ou seja,
uma solucdo para jogos de votacdo com peso € interpretada como representando o poder de um

jogador, ao invés de recompensa (dinheiro, por exemplo) ou utilidade.

Normalmente, presume-se que todos 0s pesos € a cota sdo ndo negativos. A seguir,
consideraremos ¢, w; € N seguindo Taylor e Zwicker (1999). Partindo desse pressuposto, os

jogos de votag@o ponderada sdo mondtonos e, além disso, pertencem a classe dos jogos simples.

Definicio 2.17. Um jogo de votagdo com peso (N;v) com um conjunto de jogadores N =
{1,...,n} é dado por uma lista de pesos w = (wy,...,w,) € R" e cota q € R. Sua fun¢do

caracteristica v : 2N — {0, 1} é dada por:

17 se wqu

0, se wg<gq.

O peso w; de um jogador i é o niimero de votos que i controla, comi =1,... ,n. A cota

q é o niimero minimo de votos necessdrios para que uma proposta seja aprovada.

E conveniente representar um sistema de votagdo com peso na forma

v =g w,wa, ... wy. (2.21)

Para ilustrar considere os seguintes exemplos.

Exemplo 2.11. Considere um parlamento com trés partidos a, b e c. Os niimeros dos votos sdo,
respectivamente, 50, 30 e 20. Para aprovar qualquer lei, é necessdrio alcangar uma cota igual a

70. Isso leva a um jogo de votagcdo com peso representado como segue:
v = [70; 50, 30, 20].
Temos entdo as seguintes coalizoes vencedoras:

W = {{a,b},{a,c},{a,b,c}}.

Listando todas as coalizdes vencedoras desse jogo, podemos ver que se uma coalizao
formada pelos partidos a e b € vencedora, entdo a adicao de qualquer partido a essa coalizao

também retorna um resultado vencedor, e.g., {a,b} € W = {a,b,c} € W.
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Exemplo 2.12. (MASCHLER; SOLAN; ZAMIR, 2013) Na Camara dos Comuns do Parlamento
Britanico, que é composta por 650 membros, uma coalizdo requer uma maioria de 326 membros
para formar um governo. Suponha que haja trés partidos representados, o primeiro com 282
cadeiras, o segundo com 260 cadeiras e o terceiro com 108 cadeiras. O jogo pode ser representado
da seguinte forma:

[q; w1, wy,ws3] = [326; 282, 260, 108].

Denote por 1 o “valor” de ser a coalizdo governante e por 0 o “valor” de estar na oposigdo.
O jogo de coalizdo correspondente a essa situacdo é um jogo de trés jogadores. Visto que
nenhum partido tem 326 assentos ou mais, nenhum partido sozinho pode formar uma coalizdo
de governo. Portanto, v(1) = v(2) = v(3) = 0. Cada par de partidos juntos tem mais de 326
cadeiras, portanto, cada par de partidos pode formar uma coalizdo de governo e todos os trés
partidos juntos podem formar uma coalizdo de governo. Assim, v(1,2) = v(1,3) = v(2,3) =

v(1,2,3) = 1.

2.2.2.1 Jogos de Votacdo com Peso Mdltiplos

Jogos de votagao com peso multiplos (Multiple Weighted Voting Games - MW VG) sdao

uma extensdo dos jogos de votacdo com peso.

MW VG sao utilizados em varias situacdes. O tratado de Nice fez dos jogos gerais de
votagdo dos paises da Unido Europeia um jogo de tripla maioria, com algumas restri¢des adicio-
nais. MW VG sdo tteis em sistemas multiagentes com multiplos critérios. (AZIZ; PATERSON;
LEECH, 2007a)

A seguir, definimos MW VG seguindo Aziz, Paterson e Leech (2007a), Aziz, Paterson e
Leech (2007b) e Algaba et al. (2003).

Definiciio 2.18. Sejam (Ny,1v4),. .., (Ng,vq) jogos simples. Entdo um jogo simples (N,v) =
(N1, 1) X - -+ x (Ng, v4) é 0 produto destes jogos onde N = UL, N; e v(S) = 1 se, e somente
se, para todo 1 < t < d, (S N N;) = 1. Se todos N;s dos jogos (Ny,v1),...,(Na,va)
coincidem, entdo, o produto (N, v) desses jogos é chamado de encontro dos jogos. (N, v) pode ser

simplesmente escrito como (N, vy \---Avg) e v(S) = 1 se, e somente se, 1 <t < m,1(S) = 1.

Definicao 2.19. (ALGABA et al., 2003) Um jogo de votacdo com peso miiltiplo é um jogo simples

v(S)=uv1 A Avg(S) = mingep {v; (S)}, ou, equivalentemente,

: , 1, sewg>qe
v(S)=uvi A Ag(S) = min{y;(S) : 1 <i < d} =
0, caso contrario
Comwszwil+...+wi5 Sesz{il""’iS}’ Vl/\/\yd:[q7W] :[q;wl7"'7wn]»S€

d = 1 temos um jogo de votagdo com peso e escrevemos v = [q; w).
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Exemplo 2.13. (AZIZ; PATERSON; LEECH, 2007a) Seja (N,v) = (N,v; A vy) um jogo onde
vy = [20;18,5,0,5,5,2,5] e v, = [20;0,5,18,5,5,2,5]. Vemos que as coalizées {1,3,6} e

{2,4,5,7} sdo vencedoras em v.

2.3 Solucoes de jogos cooperativos

Quando os agentes t€m interesse proprio, uma coalizao estdvel s6 pode ser formada
se os ganhos obtidos com a cooperacao forem distribuidos de forma adequada. A teoria dos
jogos cooperativos considera a questao de como esses ganhos devem ser distribuidos e fornece
varios conceitos de solugcdo (BACHRACH; PARKES; ROSENSCHEIN, 2013). Dentre esses
conceitos, estdo o nucleo, o nucléolo, o valor de Shapley e os indices de poder, como o indice de
Shapley-Shubik e o indice de Banzhaf.

Qualquer particdo de agentes em coalizdes e qualquer vetor de recompensa que respeite
essa particdo corresponde a um resultado de um jogo cooperativo. No entanto, nem todos os
resultados sdo igualmente desejaveis ou igualmente provaveis de ocorrer. De forma mais ampla,
pode-se avaliar os resultados de acordo com dois conjuntos de critérios: (a) estabilidade, ou seja,
quais sao os incentivos para os agentes permanecerem na estrutura de coalizdo, e (b) justica,
ou seja, quao bem a recompensa de cada agente reflete sua contribuicao. (CHALKIADAKIS;
ELKIND; WOOLDRIDGE, 2012)

Neste trabalho vamos nos concentrar em dois conceitos de solugao: nicleo e indice de
poder de Banzhaf. O ntcleo € um conceito de solucdo definido em termos da estabilidade da

coalizdo. J4 o indice de poder de Banzhaf € motivado por consideragdes de justica.

2.3.1 Nicleo

O nitcleo provavelmente € o conceito de estabilidade mais conhecido na teoria dos jogos
e na economia. O niicleo de um jogo cooperativo € definido como o conjunto de alocagdes das
quais nenhum membro da coalizdo S tem um incentivo para formar sua prépria coalizao separada
e atingir v/(.9), valor esse que os membros podem dividir entre si de tal maneira que todo membro

1 de S receba mais do que receberia na alocacio do nicleo. (ABE, 2019)

Cada jogador de um jogo cooperativo tem o direito de receber sua parte do pagamento
total (V) disponivel, ou seja, sua recompensa. Suponhamos que a alocacio de recompensas
ao conjunto de jogadores em NN seja tal que cada jogador ¢ € N receba a quantia z;. Entdo, a
atribuicdo de recompensas pode ser representada pelo vetor de recompensas x = (1, ..., Z,).
Essas atribui¢cOes devem ser regidas por certas restri¢des.(BRACKIN, 2002)

Definicao 2.20. Um vetor de recompensas x é chamado de imputagdo se satisfizer as seguintes
condigoes:
x; >v@), Vi=1,...,n e (2.22)
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Sa=v(N) . (2.23)

O conjunto de todas as imputagoes para a estrutura de coalizdo B é denotada por X (B, v).

Quando a estrutura de coalizdo B = { N} escreveremos X (N;v).

Se a relagdo (2.22) ndo for verdadeira, entdo o jogador ¢ certamente se recusard a aceitar
a alocacdo, pois terd garantido o valor v(i) sem formar nenhuma coalizdo. Assim, o vetor de

recompensas que atende a relagdo (2.22) € chamado individualmente racional.

A relagdo (2.23) € a condicdo de eficiéncia. Esta condicdo € necessdria, pois se
v(N) > >,
i=1

entdo os jogadores podem formar a grande coalizdo N para obter a recompensa total v(N), caso

em que cada jogador ¢ poderia receber uma quantia adicional além de z;. Por outro lado,
n
v(N) < Z x;,
i=1

€ impossivel, visto que, a distribui¢do de recompensa aos jogadores nao pode exceder a renda

total disponivel.

A seguir, apresentamos um exemplo de imputacao eficiente e individualmente racional.
Utilizaremos x(S) := Y_;c¢ ¥; para o vetor de recompensa x = (z1,...,7,) € RY e a coalizdo
S CN.

Exemplo 2.14. Seja (N;v) um jogo de trés jogadores com todos os valores iguais a 1, exceto

para as coalizoes de uma pessoa, que tém valor igual a 0. Equivalentemente:

0, se S={1}, S={2}, ou S={3},
V(S): 1, 565:{172}7 52{173}7 OUS:{273}>
1, se S=N

O conjunto de imputagdes é dado por X (N;v) = {x € RN : (N) = v(N),z; > v(i) Vi € N}.

Portanto,

X(N;v)={xeR’:2(1,2,3) = v(1,2,3),2; > v(1), 22 > v(2), 23 > v(3)}.

X(N;v)={x R 2y + a9 +a3=1,2; > 0,29 > 0,23 > 0}.

11

Logo, o vetor x = (57 > O) é uma imputagdo eficiente e individualmente racional para
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Atay (2017) destaca que o nicleo € um conceito de solu¢do que pode ser definido por
meio da relacdo de dominéncia: é o conjunto de imputagdes ndo dominadas. O nucleo pode ser
descrito de maneira intuitiva como “o conjunto de imputagdes que nao deixam nenhuma coalizdao
em posi¢do de melhorar os ganhos de todos os seus membros™ (SHAPLEY; SHUBIK, 1973, p.

41, tradugdo nossa)

A condi¢@o de racionalidade coletiva determina que o montante total z(.S) alocado para

S ndo é menor do que o valor v(S) que os jogadores em S podem obter formando a coalizdo S.

Definiciio 2.21. Seja (N;v) um jogo de coalizdo. Uma imputacdo x € X (N;v) é coletivamente

racional se para toda coalizao S C N

z(S) = v(S) (2.24)

Exemplo 2.15. Considere a seguinte fungdo de coalizdo para o jogo (N;v) com trés jogadores:

500, se S ={1,2}
500, se S =1{1,3}
v(S) =3750, se S={2,3}
1000, se S=N

0, caso contrario.

Considere o vetor de recompensas x = (100, 400, 500). Temos

1+ xg+ 23 =v(1,2,3).

Portanto x = (1007 400, 500) é uma imputagdo coletivamente racional para N.

O nucleo pode ser definido como o “estado” do jogo que garante os interesses individuais

€ comuns.

Definicao 2.22. O niicleo C de um jogo cooperativo (N;v) é definido como a colec¢ao de todas

as imputagoes coletivamente racionais:

C(N;v)={x € X(N;v):z(S) >v(5),VS C N}. (2.25)

“The set of imputations that leave no coalition in a position to improve the payoffs of all its members” (SHAPLEY,
SHUBIK, 1973, p. 41).

3
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O exemplo a seguir apresenta o cdlculo do nicleo de um jogo com trés jogadores.

Exemplo 2.16. Seja um jogo de coalizdo com N = {1,2,3} e a seguinte fungdo de coalizdo:

20, se S={1,2}
30, se S=1{1,3}
v(S) =410, se S={2,3}
90, se S=N

0, caso contrdrio.

De acordo com a Equacdo (2.25), o niicleo desse jogo é dado por

r€R®: x> v(l), 29 > v(2),13 > v(3), 21 + 29 > 1v(1,2),
r1+ w3 >v(1,3), 20+ 23 > 1v(2,3), 21 + 29 + 23 = (1,2,3) '

C(N;v) = {

Substituindo os valores, temos

C(N;V)—{

rER3 2 > 0,20 > 0,25 > 0,21 + 22 > 20,
T+ x3 > 30,20+ 23 > 10,21 + 2o+ 253 =90 [

A condigdo x1 + w9 > 20 é equivalente a condi¢do x5 < 70, pois x1 + x2 + x3 = 90. De
modo semelhante obtemos x5 < 60 e x1 < 80. Portanto, a imputa¢do (x1, 2, x3) = (70, 10, 10),

por exemplo, esta no niicleo.

Definicao 2.23. O niicleo de um jogo de coalizdo é a interse¢do de um nitmero finito de semi-

espagos e, portanto, é um conjunto convexo.

Exemplo 2.17. (MASCHLER; SOLAN; ZAMIR, 2013) Considere um jogo de coalizdo, com o

conjunto de jogadores N = {1,2,3} e a seguinte funcdo caracteristica:

1, se S={1,2}

2, se S=1{1,3}
v(S) =11, se S=1{2,3}

3, se S=N

0, caso contrario.

O conjunto de imputagoes é o tridngulo cujos vértices sao (3,0,0), (0,3,0) e (0,0,3). Una
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imputagcdo x = (1, T, x3) estd no niicleo deste jogo se e somente se

r1 >0

T9 >0

3 >0

T+ a0 > 1

T+ T3 > 2

To+ 23 > 1

T1+ 2o + a3 = 3.

O conjunto de solugoes para esse sistema de equagoes, que forma um trapézio, estd representado

na Figura 2. O plano no qual a figura se encontra é dado por x1 + x5 + 13 = 3 em R3, e os

rotulos na figura referem-se das coordenadas em R3.

Figura 2 — O ntcleo do jogo e as desigualdades que o definem

X3 = 0? P 5 My
(0.3,0) e JDx
X+ x3=22

Fonte: Maschler, Solan e Zamir (2013)

A condi¢cdo x1 + 1o > 1 € equivalente a condicdo rs < 2, porque 1 + x5 + 13 = 3 e
isso corresponde a uma linha paralela ao lado (3,0,0) — (0, 3,0) do tridgngulo na Figura 2. As

demais desigualdades podem ser tratadas de forma semelhante.

Infelizmente, alguns jogos tém ntcleos vazios, por isso, é natural questionar se € pos-
sivel caracterizar os jogos que possuem nucleos ndo-vazios ou pelo menos identificar familias

interessantes de jogos cujo nucleo € ndo-vazio.
O jogo do mineiros e das barras de ouro ¢ um exemplo em que o nimero de jogadores na

coalizdo influencia na condi¢do do nucleo ser, ou nao, vazio.

Exemplo 2.18. Considere um grupo de n mineiros que descobriram grandes barras de ouro. Se

dois mineiros conseguirem carregar um pedaco de ouro, entdo a fungdo de coalizdo é dada por

51/2, se [S] € par,

v(5) = ,
(IS|—=1)/2, se |S| é impar.
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Se houver mais de dois mineiros e um niimero par de mineiros, entdo o niicleo consiste do tinico
vetor de recompensas no qual cada mineiro recebe 1/2. Se houver um niimero impar de mineiros,

entdo o niicleo é vazio.

Considere um grupo de 3 mineiros. Entdo,

1, se S={1,2}

1, se S={1,3}
v(S) =141, se S=1{2,3}

1, se S=N

0, caso contrario.

De acordo com a Equacdo (2.25), o niicleo desse jogo é dado por

C(N;V):{

T ER3: 2, >0,29>0,25>0,2, + 29 > 1,
ZE1—|—JI3Z1,$2+[L’321,l’1+$2+l’3:1 ‘

Esse sistema ndo tem solucdo, portanto o niicleo é vazio.

A primeira condi¢do necessdria e suficiente que caracteriza os jogos de coalizdo com
um ntcleo nao-vazio foi fornecida pelos matematicos e economistas Olga Bondareva e Lloyd
Shapley como uma aplicacao de um problema de programacao linear. Em suas obras, a no¢ao de
colecdo balanceada representa o fato de que o nicleo € ndo-vazio. Sendo assim, um jogo com

um nicleo nao-vazio é também chamado de jogo balanceado. (ABE, 2019)

Definicao 2.24. Seja D = {51, 5, ..., Sk} uma colecdo de coalizées ndo vazias. D é uma
colec¢do balanceada se existir um vetor de niimeros positivos (dg)sep tal que
Y bs=1, VieN. (2.26)
{SeD:ieS}
Teorema 2.1 (Bondareva, Shapley). O niicleo de (N ;v) é ndo-vazio, se e somente se, para cada
cole¢do balanceada D de coalizoes e todo vetor de pesos balanceados (0s)sep para D,

v(N) >3 6su(9). (2.27)

SeD

Retomando o Exemplo 2.16, vamos aplicar o teorema de Bondareva-Shapley.

Exemplo 2.19. O jogo do Exemplo 2.16 apresenta as seguintes colegcoes balanceadas: D, =
{{1}, {2}, {3}} com os coeficientes de balanceamento §;1y = d12y = dy3p = 1; Dy = {{1,2},

{1,3},{2,3}} com coeficientes 6(15y = 13y = Op23y = 3, Dy = {{1,2},{3}} com os
coeficientes de balanceamento dp1 2, = g3y = 1; Dy = {{1,3},{2}} com coeficientes 0, 3y =
dpoy = 1,D5 = {{2,3},{1}} com coeficientes d(23y = 61y = 1. Para Dy, utilizando (2.27),
temos v(1,2,3) > 6p12y - ¥(1,2) + 6q1.3y - (1, 3) + g3y - (2, 3), que resulta em 90 > 30. O
teorema também é verificado para as demais colecoes de coalizoes. Logo, o jogo do Exemplo 2.16

possui niicleo ndao-vazio.
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Em geral, o teorema de Bondareva-Shapley nao fornece um método eficiente de verificar
se um dado jogo possui um nicleo nao-vazio, pois o nimero de sistemas de conjuntos balanceados
€ super-exponencial no nimero de agentes n (CHALKIADAKIS; ELKIND; WOOLDRIDGE,
2012). Nesse caso, geralmente, € mais conveniente resolver diretamente as desigualdades que
definem o nucleo. Entretanto, o teorema € de grande utilidade quando se deseja provar que todos
0s jogos em uma classe especifica de jogos t€ém nticleos ndo-vazios. Um exemplo dessa classe de
jogos é a dos jogos de mercado. (MASCHLER; SOLAN; ZAMIR, 2013)

2.3.1.1 Ndcleo de Jogos de Mercado Abstrato

Shapley conjecturou que os jogos de mercado abstrato possuem nucleo nao-vazios.
Entretanto, Cao, Qin e Yang (2018) apresentam contraexemplos que mostram que a Conjectura

de Shapley € vélida somente quando o nimero de jogadores € no mdximo quatro.

Definicio 2.25. Um jogo de coalizdo (N; v) é denominado totalmente balanceado se os niicleos

de todos os seus sub-jogos ndo estiverem vazios.
Teorema 2.2 (Shapley e Shubik (1969)). Todo jogo de mercado é totalmente balanceado.

Teorema 2.3. Todo jogo totalmente balanceado é um jogo de mercado.

No exemplo a seguir, apresentamos um jogo de coalizao que é balanceado mas nao é

totalmente balanceado.

Exemplo 2.20. Seja (N;v) um jogo de coalizdo, onde N = {1,2,3} e a fungdo de coalizdo é
dada por
20, se S={1}, S={2} ou S={3}
v(S) =430, se S={1,2}, S={1,3} ou S=1{2,3}
180, se S=N
Este jogo tem um niicleo ndo-vazio. Observe, por exemplo, que o vetor x = (60, 60, 60)
esta no niicleo do jogo. Portanto, o jogo é balanceado.
Entretanto, ele ndo é totalmente balanceado. Isso porque o sub-jogo ({1,2}; v(1,23y), cuja
fungdo de coalizdo é dada por
20, se S={1} ou S={2}
30, se S=1{1,2}

Vizy =

tem niicleo vazio. Logo, esse ndo é um jogo de mercado.

Corolario 2.1. Se (N;v) é um jogo de mercado, entdo todo sub-jogo (S;v) de (N;v) é um jogo

de mercado e, em particular, seu niicleo ndo é vazio.

Teorema 2.4. Jogos de mercado abstrato com quatro ou menos jogadores tém niicleo ndo-vazio.
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Os jogos de mercado abstrato, em geral, tém coalizdoes mais complexas do que os jogos
de atribui¢cdo. Como resultado, a Conjectura de Shapley nem sempre € vdlida sem condicdes
suplementares. A seguir, um exemplo de jogo de mercado abstrato com 5 jogadores cujo nucleo

¢ vazio, seguindo Cao, Qin e Yang (2018).

Exemplo 2.21. Considere um jogo de coalizdo (N;v) com N = AU B, A = {1,2,3}, B =

{4,5} e fungdo caracteristica

0, se |Sal=0 ou |Sg|=0;
3, se (|Sal,[98]) = (1,1);
)(S) = 5, (ISal; 1SB]) = (1,2), (2, 1);
9, se (1Sal,98]) = (2,2);
5, se (|5al,[98]) = (3,1);
9, se (19al,[58]) = (3,2).

E possivel verificar por meio da Equagdo (2.3) que esse jogo é super-aditivo em N. Além
disso, as relacoes de complementaridade-substituibilidade sao respeitadas, como mostrado na
tabela 2, onde A 4(l,1) = v(S) — V(S’) Ag(l,r) = v(S) —v(S”), para S,5',S” C N tal
=|Ss| =, =l—-1el|Sz=r—1

que |Sa| = |S4| =1,

Tabela 2 — Relagdes de complementaridade-substituibilidade

L] AA(L0) | Ax(l,1) | Au(l,2)

1 0 3 5

2 0 3 4

3 0 0 0
r| Ap(0,r) | Ap(L,r) | Ap(2,r) | Ap(3,r)
1 0 3 5 5
2| 0 2 4 4

Por exemplo, tomei =4, j = 2,5 ={1,2,4} ¢ S’ = {1,4}.Temos |Sa| = |S4| =1 =2,
S| = |Ss] =7 =1 v(S) —v(S) = Aa(2,1) = 2. Agora, tome S = {1,2} e S" = {1},
=[S, = =9 =r=0,v(S)—v(S) =As(2,0) = 0. Como
os jogadores 4 e 2 estdo em lados opostos, eles devem respeitar a relagdo de complementaridade,

de fato, A4(2,1) = v(1,2,4) —v(1,4) > v(1,2) —v(1) = A4(2,0).

temos, entdo,

Os jogadores 1 = 4 e 7 = 5, por exemplo, devem respeitar a relacdo de substituibilidade,
visto que estdo no mesmo lado. Quando S = {1,2,4,5} e S” = {1,2,4}, temos que r = 2 ¢
[ =2, além disso, v(S) —v(S”) = 4 = Ap(2,2). Jd quando S = {1,2,5} e S” = {1, 2}, temos
quer =1,1=2ev(S)—v(S”) =5 = Ag(2,1). Portanto, os jogadores 4 e 5 sdo, de fato,
substitutos, pois Ap(2,2) = v(1,2,4,5) —v(1,2,4) <v(1,2,5) —v(1,2) = Ap(2,1).
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Pela defini¢do 2.24, pode-se verificar que a colegdo de coalizées {{1,3,4},{2,3,5},
{1,2,4,5}} é balanceada com os coeficientes de balanceamento g1 343 = 0235 = 0{1,245) =
0, 5. Pelo teorema 2.1 de Bondareva-Shapley, o niicleo do jogo é ndo-vazio se v(1,2,3,4,5) >
0,5-1v(1,3,4) +0,5-1v(2,3,5) + 0,5 - v(1,2,4,5), entretanto 0,5 - (v(1,3,4) + v(2,3,5) +
v(1,2,4,5)) = 0,5-(54+549) = 9,5 > (1,2, 3,4,5) = 9, portanto, o niicleo desse jogo é vazio.

No Capitulo 4 mostramos uma nova condi¢do algébrica necessdria e suficiente para que o
nucleo dos jogos cooperativos seja ndo-vazio. Para mostrar a utilidade da abordagem, mostramos

que jogos de mercado abstrato com quatro ou menos jogadores t€ém nucleo ndo-vazio.

2.3.2 Indices de Poder

Um indice de poder (IP) € um valor aplicado a jogos de votacdo (simples). O vetor de
pagamento atribuido a um jogo € interpretado como refletindo a distribuicdo de poder - por
exemplo, a probabilidade de ter um voto decisivo - em vez de utilidade (PETERS, 2015). Portanto,
os Indices de Poder medem o qudo decisivo um jogador é para a coalizdo, no sentido de que esse

jogador seria capaz de tornar uma coalizdo perdedora em vencedora e vice-versa.

Embora ter um peso maior possa ajudar um jogador a afetar o resultado da votacao, sua
influéncia no resultado do jogo nem sempre € proporcional ao seu peso. Assim, em vez de usar
pesos dos jogadores, o poder de um jogador sobre o resultado é geralmente medido de forma
sistemdtica por um IP. Ao longo dos anos, muitos IP foram propostos e estudados, como o valor
Shapley, o indice Banzhaf, o indice Deegan-Packel e o indice de Holler (DIAKONIKOLAS;
PAVLOU, 2018). Este trabalho se concentra no Indice de Banzhaf (1964).

2.3.2.1 Indice de Poder de Banzhaf

O indice de poder de Banzhaf é um dos métodos mais conhecidos para representar
numericamente o poder individual de um eleitor em uma situag¢do de votacao. Esse indice visa

captar a no¢do de justica na funcdo caracteristica dos jogos.

De forma geral, podemos definir o poder de um eleitor como a probabilidade de que ele
seja um “swinger”, ou seja, que seu voto “sim” mude o resultado quando todos os individuos
votam de forma independente e com igual probabilidade de “sim” e “ndo”. Da mesma forma, o
indice de Banzhaf do jogador € dado por sua probabilidade de transformar uma coalizao aleatdria
de jogadores de “perdedora” em ‘“‘ganhadora” ao se juntar a ela, supondo que a coalizdo seja
escolhida com respeito a distribui¢do uniforme sobre os subconjuntos de N\ {i}. (HAIMANKO,
2018)

Um conceito importante € o de jogador critico, ou seja, quando este se retira de uma
coalizdo vencedora, esta torna-se perdedora. A presen¢a de um jogador critico em uma coalizao

S vencedora serd chamada de votante swing para S. Um jogador serd chamado ditador quando
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tiver todo poder de decisdo e o jogador serd chamado jogador dummy quando nao tiver influéncia

alguma sobre a votacao.
Definiciio 2.26. Um jogador i € S é critico para uma coalizdo S se v(S) = 1 e v(S\{i}) = 0.

Definiciio 2.27. Dado um jogo (N;v), um jogador i € N é considerado um dummy se v(S) =
v(S U {i}) para qualquer S C N.

Definicao 2.28. O jogador i é chamado de ditador se v(S) = 1 se, e somente se, i € S.

E possivel caracterizar o indice de Banzhaf, assumindo que 7;(/) é o niimero de coalizdes
em que o jogador ¢ € um votante swing considerando o conjunto de coalizdes que o jogador ¢

faca parte:

niv)= > [(S)—v(S\{i})].

SCN:ieS

De forma equivalente, podemos escrever

mi(v)= 3. [SU{i})—v(9).

SCN\{i}
O niimero total de swings € dado por >-7_, n;(v). O percentual de poder de um determinado

jogador pelo indice normalizado de Banzhaf é dador por:

() = n:(v)
Bl = o

O Indice ndo normalizado de Banzhaf (doravante denominado simplesmente indice de

Banzhat), € definido como segue.

Definicao 2.29. Dado um jogo (N;v) com |N| = n, o indice de Banzhaf de um jogadori € N
¢ denotado por 3; e é dado por

Bi= g > (w(Su{i}) —v(9)). (2.28)
SCN\{i}

Ocasionalmente, quando mais jogos estdo envolvidos, incluimos a dependéncia explicita de (3

no jogo v e escrevemos B (v) = (51 (v), ..., Bn (V).

E possivel perceber que 2" ! denota o niimero total de coalizdes existentes sem o jogador

1 e assim sua adi¢do ao grupo o torna um votante swing.

O indice de Banzhaf mede a probabilidade de que um determinado agente transforme
uma coalizdo perdedora em vencedora se cada um dos outros agentes decidir se unir a coalizdo
lancando uma moeda de forma independente. E esta interpretacdo probabilistica que torna o
indice (ndo normalizado) de Banzhaf um conceito de solucdo mais atraente do que o indice
normalizado. (CHALKIADAKIS; ELKIND; WOOLDRIDGE, 2012)
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O indice de Banzhaf tém a propriedade do jogador dummy, que afirma que o valor do
indice para um determinado jogador € 0 se, e somente se, ele ndo contribuir para nenhuma
coalizdo, e a propriedade de simetria, que afirma que se dois jogadores sdo simétricos, entdo seus

indices sao iguais.

A titulo de ilustracdo, calculamos, a seguir, o indice de Banzhaf para o jogador a do jogo

apresentado no exemplo 2.11.

Exemplo 2.22. Neste caso, temos n=3 e
1
b= Y W(SU{a) - v ().

SEN\{a}

As coalizoes S C N \ {a} sdo {0}, {b},{c} e {b, c}. Portanto,

Ba = i[(V({@} U{a}) —v(@)) + (v({b} U{a}) — (b)) +
+w({ctu{a}) —v(e) + (w{b, ¢} U{a}) —v(b,c))l.

Logo, o indice de Banzhaf do jogador a é (3, = %.

2.3.2.2 Indices de Poder de Banzhaf e Jogos de Votacio com Peso

Seja b, 0 niimero de coalizdes que ndo incluem o jogador i com peso k. Algaba et al.

(2003) apresentam as fungdes geratrizes dos nimeros {bi }:

Proposicao 2.1. (Brams-Affuso) Seja v = [q; w1, - - - , w,| um jogo de votagdo com peso. Entdo,
as fungoes geratrizes dos niimeros {b.} sdo dadas por

Bi(z)= [ (1+4a").
j=15#
Algaba et al. (2003) também apresentam as fungdes geratrizes para calcular o indice de

poder de Banzhaf em jogos multiplos de m-maioria.

Proposicao 2.2. Seja (N;v) um jogo de m-maioria com peso tal que v = vy A - -+ A Uy, com
v = [¢"wt, .. wh], com1 <t < m. Paratodoi € N,

i) O niumero de "swings" do jogador i é dado por

wt(N\i) wt(N\i)

_ % 7
V)= D0 Uik = D Uik
ky=qt —w? ki=qt
IStSml 1<t<m

onde by, ;. ¢é o mimero de coalizées S tal que i ¢ S, w'(S) = k; para todo 1 <t < m.

ii) As fungoes geratrizes dos niimeros {b}C . }k o sdo dadas por

n

wl. w™
Bi(z1,...,xm) = [[QA+ 27 - xd ).
j=1

JFi
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2.3.2.2.1 Aliancas em Jogos de Votacao com Peso

Em um jogo de votagdo, alguns jogadores podem ter interesses muito semelhantes e votar
de forma idéntica na maioria das questdes. Na verdade, no caso extremo em que concordam em
todas as questdes, eles formam um bloco e ndo precisam de forma alguma formalizar qualquer

esquema de decisdo interno. (FEIX et al., 2007)

Mesmo se dois ou mais jogadores em um jogo de votagao tiverem opinides independentes
sobre uma questdo bindria (“sim” ou “ndo”), eles podem ter interesse em formar uma alianca
de votacao unica, dando um ganho médio de influéncia para todos eles. Felsenthal e Machover
(2002) estudam justamente este caso, i.e., 0s membros da coalizdo t€m opinides independentes
sobre as diferentes questdes, mas concordam em estabelecer uma regra de decisao que formard a
decisdo da alianca. Entdo, a alianca se torna um novo jogador com um nimero de votos igual a
soma dos votos de seus membros. De forma geral, podemos definir uma alianga como um bloco

com alguma regra de decisdo interna. Esse tipo de alianca ndo € baseado em afinidades especiais.

A seguir, definimos os conceitos de bloco e alianca seguindo (FELSENTHAL; MACHO-
VER, 2002).

Quando uma coalizdo S de um jogo v se transforma em um bloco, v deixa de existir:
ele é transformado em um novo jogo de votacdo cujos eleitores sao todos os eleitores de v que
nao pertencem a S, bem como um novo eleitor, &g, que herda os mandatos de voto de todos os
membros de S, mas os proprios membros de S ndo sd3o mais eleitores de v. Seja v|& s o jogo de
votacdo que resulta de v quando S se funde em um bloco. Isso significa que os membros de S

agora votam como um unico 0rgao.

Definicao 2.30. O conjunto de eleitores de v|&gs é (N\S)U{& s}, obtido de N removendo todos

os membros de S e adicionando um novo eleitor, &g, chamado de bloco de S. Denotamos este

conjunto por ‘N |&s’. As coalizées vencedoras de v|& g sdo todas aquelas T C N\S tais que
T é ganhadora em v, bem como todas as coalizées U U {&g} tais que T C N\S e T U S sdo
vencedoras em v. Se v é um jogo de votacdo com peso, entdo v|& g também é: considere o peso
de &g como a soma dos pesos que os membros de S tinham em v, enquanto os pesos de todos os

outros eleitores, bem como a cota sao mantidos os mesmos que em v.

O resultado a seguir de (FELSENTHAL; MACHOVER, 1998) mostra que quando dois
jogadores formam um bloco, o indice de Banzhaf desse bloco € a soma dos indices de Banzhaf

que os parceiros tinham no jogo de votacao simples original.

Teorema 2.5. (FELSENTHAL; MACHOVER, 1998) Para quaisquer jogadores distintos a e b de
v,

Brapvladed] = Bo[v] + By[v].
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Observe que esta propriedade estritamente aditiva do indice de Banzhaf ndo se estende a
trés ou mais agentes. Isso ocorre porque o poder de Banzhaf de um terceiro agente, digamos c,
em v|& ¢, ;) NA0 precisa ser o mesmo que em v; por exemplo, ¢ pode ser um agente “ndo-dummy”

em v e tornar-se um jogador dummy em v|& 4 1.

Um bloco &g junto com um jogo de votacdo interno, vg, € chamado de alianca. De forma
simplificada, uma alianca é um bloco com um esquema de decisdo interno, determinando como

o bloco votara.

Quando os membros de S formam uma alianca cujo jogo de votacdo interno € vg, isso
dé origem a um novo jogo de votagdo composto, que designaremos por ‘v|vs’. O conjunto de
eleitores de v|vg é N, 0o mesmo de v. As coalizdes vencedoras do jogo v/|vg sdo todos os conjuntos
daformaTUU comT C SeU C N\ S satisfazendo pelo menos uma das seguintes condigdes:
(i) U é uma coalizao vencedora de v. (ii) 7' é uma coalizdo vencedora do jogo auxiliar vg e S UU

€ uma coalizao vencedora de v.
Definicao 2.31. Para i € S, definimos alianca por

A; = B (vlvs) — Bi (v) . (2.29)

Quando os membros de .S consideram formar uma alianga, claramente, eles irdo comparar
seus potenciais poderes com os poderes que eles tém no jogo original. Assim, Felsenthal e

Machover (2002) introduzem os conceitos de alianga vidvel e alianca conveniente.

Definicao 2.32. Devemos dizer que uma alianca com jogo de votagdo interno vg é viavel (em

relagdo a um determinado jogo de votagdo v) se
Bi (vlvg) > Bi (v), ViesS;

e devemos dizer que uma alianga é conveniente (em relacdo a um determinado jogo de votagdo
v) se

Bi (vlvs) > Bi (v), ViesS.

Equivalentemente, dizemos que vs é viavel e conveniente se A; > 0 e A; > 0, respectivamente.

Como descrito por (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002), v|vg funciona como segue:
uma certa conta € proposta, os membros de S tomam uma decisdo sobre essa conta usando vg,
0 jogo interno composto da alianca com os jogadores em S. Entdo, quando a conta € levada
ao plendrio com os jogadores IV, todos os membros de .S votam em bloco de acordo com sua

decisdo interna ditada pelo jogo vg.

A seguir apresentamos trés teoremas cujas provas podem ser encontradas em Felsenthal
e Machover (2002).

Teorema 2.6. Para todoi € S

ﬁz’ (V’V,g) = ﬁz (Vs) . B&S (V’&S) . (230)
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Assim, para obter o indice de Banzhaf indireto de i em v|vg, devemos multiplicar o indice

direto de i em v pelo indice de Banzhaf do bloco &g em v|& .

Teorema 2.7. Um bloco formado por dois jogadores nunca é conveniente. Serd viavel se, e
somente se, originalmente os dois eleitores tenham indices de Banzhaf iguais, ou pelo menos um

deles seja um jogador dummy.

Teorema 2.8. Sejam a, b e ¢ jogadores distintos de v tais que [3, (v) = 0y, (v) > f. (v). Entdo,
o0 bloco &4,y € vidvel. Esse bloco é conveniente se, e somente se, ¢ ndo é um jogador dummy

em v|& 4 by

Exemplo 2.23. (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002) Seja v o jogo de votagdo com peso de

maioria com os jogadores {a; b; c; d; e; f }, portanto
v=1[4,1,1,1,1,1,1].

Aqui, o indice de Banzhaf de cada jogador é 5/16. Agora, suponha que os trés primeiros eleitores

formem um bloco & (q.p.cy. Temos um novo jogo de votagdo com peso,
V|&{a,b,c} = [4; 3, 1, 1, 1].

Aqui, o bloco tem poder de Banzhaf 7/8 e cada um dos eleitores restantes tem 1/8. Observe que
o poder de Banzhaf do bloco é menor do que a soma dos poderes originais dos trés parceiros.
Um observador que acredita que o poder se comporta como uma utilidade transferivel pode
concluir que o bloco ndo pode ser vantajoso para os trés parceiros. Mas isso é um erro. Seja o
jogo auxiliar

V{a,b,c} = [2; 1, 17 1].

Neste jogo auxiliar, o poder de Banzhaf de cada parceiro é 1/2, o que pelo Teorema 2.6 dd a cada
um deles um poder de Banzhaf de 7/16 no jogo v|v{ap.cy (@; = By = Be(V|Viape}) = % . % = %)
Assim, cada parceiro ganhou poder absoluto, e o bloco é conveniente como diz o Teo-

rema 2.8.

Exemplo 2.24. Considere o jogo v do exemplo 2.23. Agora considere a formagdo de um bloco

de dois jogadores, a e b. Entdo
V| &fapy = [4:2,1,1,1,1].

Seja o jogo auxiliar
Viapy = [2;1,1].

Como observamos, é um jogo de votag¢do undnime. O indice de Banzhaf de cada parceiro no jogo

auxiliar é = % O indice de Banzhaf do bloco em V|&{a’b} é g. Usando o Teorema 2.6, temos

5

5a(yll/{a,b}) = 16

5_
=
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O mesmo ocorre com o jogador b. De acordo com a Defini¢do 2.32, uma alianga é conveniente
se Bi (v|lvs) > B; (v). Em nosso exemplo, temos que [3; (V|V{a7b}) = Bi (v) = &, portanto a

alianca ndo é conveniente como dito pelo Teorema 2.7.

No Capitulo 5, nés construimos uma fungdo geradora generalizada para descrever alianca
de MW VG no sentido de Felsenthal e Machover (2002), incluindo restri¢des na formagao de

coalizdes.
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3 Introducao aos Conceitos Matematicos

Na primeira se¢do deste capitulo apresentamos uma revisao sobre os conceitos de dlgebra
nao-linear e as bases de Grobner. Na segunda secdo apresentamos uma versdao do Lema de Farkas
que serd importante para este trabalho. Na terceira e ultima se¢do, a Andlise de Particoes de

MacMahon (APM) € descrita em linhas gerais.

3.1 Algebra n3o-linear e as Bases de Grobner

A dlgebra linear € um dos fundamentos da ciéncia natural moderna: seja qual for o célculo
em que estejamos interessados, usamos equacoes lineares, formas quadraticas, matrizes, mapas
lineares etc. Existe uma sensacao generalizada de que o mundo ndo-linear € muito diferente e
geralmente € estudado como um fendmeno sofisticado de interpolacdo entre diferentes regimes
aproximadamente lineares. Entretanto, o mundo ndo-linear, com toda a sua aparente complexidade,
permite uma descri¢do clara e precisa em termos de geometria algébrica comum (DOLOTIN;
MOROZOV, 2008).

Uma das possiveis explica¢des para o atraso na formulagao da dlgebra nao-linear sdo os
diversos desafios tedricos e computacionais, como por exemplo, a falta de softwares eficientes,
pois tratando-se de dlgebra nao-linear, nem todos os cdlculos sdo feitos com facilidade, mesmo
nos casos mais simples. Apesar do relativo atraso, recentemente tem se observado um crescimento
de modelos ndo-lineares nas ci€ncias matematicas. Nos dltimos tempos houve uma proliferacao

de métodos baseados em sistemas de equacOes e inequagdes polinomiais multivariadas.

O problema geral da dlgebra ndo-linear € resolver um sistema de m equagdes polinomiais
em n incognitas. Este problema ndo estd completamente resolvido. De fato, € uma das areas
mais ativas da pesquisa matemadtica atual - conhecida como geometria algébrica. Em razdo disso,

podemos dizer que no coracao da dlgebra ndo-linear estd a geometria algébrica.

E importante ter cautela, pois a dlgebra nio-linear niio é simplesmente uma nova marca
da geometria algébrica. E um reconhecimento que o foco em computagio e aplicagdes, e as
necessidades tedricas que isso traz, resulta em um corpo de investigacdo que é complementar
ao curriculo existente. O termo algebra nao-linear destina-se a capturar essas tendéncias € a ser
mais conhecido pelos cientistas aplicados. (MICHALEK; STURMFELS, 2018).

Objetos fisicos e restricdes podem ser modelados por equagdes e inequacdes polinomiais.
Por esta razdo, a geometria algébrica é uma ferramenta essencial para cientistas e engenheiros.
Além disso, as relacdes entre conceitos que surgem na ciéncia e na engenharia sao frequentemente
descritas por polindmios. Qualquer que seja sua fonte, uma vez que os polindmios entrem em cena,

as nocoes da geometria algébrica - sua base tedrica, seus exemplos cldssicos e suas ferramentas
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computacionais modernas - podem todas ser usadas no problema em questao (HIGHAM et al.,
2015).

3.1.1 Geometria Algébrica

De acordo com Griffiths e Harris (2011), a geometria algébrica estd entre as disciplinas
mais antigas e altamente desenvolvidas em matematica. Estd intimamente ligada a geometria
projetiva, andlise complexa, topologia, teoria dos nimeros e muitas outras dreas da atividade
matemadtica atual. Além disso, nos ultimos anos, a geometria algébrica passou por grandes

mudancas no estilo e na linguagem.

Nesta secao serdo apresentados alguns conceitos comuns em aplicagdes da geometria
algébrica seguindo Michalek e Sturmfels (2018) e Cox, Little e O’Shea (2015).

Nossa estrutura algébrica mais bésica € a de um corpo. Os elementos do corpo servem
como numeros, também chamados de escalares. As operacdes de adi¢do, subtracdo, multiplicacio
e divisdo sdo validas para os escalares. E habitual denotar corpos pela letra k, derivada da palavra
alema Korper. Como exemplo podemos citar o corpo dos nimeros racionais (k = Q), dos

nimeros reais (kK = R) e dos nimeros complexos (k = C).

Um polindmio é composto por termos, que também sdo conhecidos como mondmios.

Definicao 3.1. Um monémio em x+, . .., x, é um produto da forma

Qn

ay sz
xl .xz .--xn s

onde todos os expoentes o, . . . , ay, sdo inteiros ndo negativos. O grau total desse mondémio é a

soma o + - -+ Q.

Podemos simplificar a notagao para mondmios da seguinte maneira: seja v = (s, . . ., )

uma n-tupla de inteiros nao negativos. Entao definimos

«

— 01 .02 | .0n
x —131 5(32 X

n

Quando o = (0,...,0), observe que z* = 1. O grau total do monémio x“ é denotado por

la] = a4+ -+ + .

Definicao 3.2. Um polinémio f em x4, ..., x,, com coeficientes em k é uma combinagdo linear

nita (com coeficientes em k) de monomios. Assim, um polinémio f é escrito na forma
p
f= Zaaxo‘, aq € k.
o

Exemplo 3.1. O polinémio 2xyz — x> — y?> — 2*> — 1 com n = 3 varidveis é um polinémio em

Q['I7 y’ Z]'
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O conjunto de todos os polindmios em z1, ..., z,, com coeficientes em k € denotado por

k[x1, ..., x,] e denominado anel polinomial.

Definicio 3.3. A estrutura k|xy, ..., x,| é chamada de anel polinomial. Em um anel polinomial

as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

i (f+g)+h=f+(g+h)e(f-g)-h=[-(g-h),Vfgh€klz.. zl
i. fH+g=g+fef-g=g-f,Vf g€ klry .. x,l;

ii. f-(g+h)=f-g+f -hVf g h€klry,.. x,l;

iv. ExistemOel € ktalque f +0=f-1= fVf € klzy,...,z,];

v. Dado f € k[xy, ..., x,), existe g € k[xq,...,x,] tal que f + g = 0.

O termo de referéncia em um polindémio € o termo de maior grau.
Definicio 3.4. Seja f = X, anx® um polindmio em k[z1, ...,x,] e |a| = a3 + -+ + v, 0 grau
total do monoémio .
i. a, é denominado coeficiente do monomio x;
ii. Sea, # 0, entdo a,x® é um termo de f;

iii. O grau total de f # 0, denotado por grau (f), é o mdximo de |a| tal que o coeficiente a,, é

ndo-nulo.
Diremos que um polindmio f divide um polindmio g, se existe um polindmio h €

klxy,...,x,), tal que g = fh.

Os anéis polinomiais podem ter subconjuntos de certas propriedades chamadas ideais, ou
seja, um ideal € um subconjunto especial de um anel polinomial. Podemos fazer uma analogia entre
ideais e subespacos vetoriais: ambos sdo fechados em relacdo a adi¢do e multiplicacdo, exceto
que, para um subespago, multiplicamos por escalares, enquanto que para um ideal, multiplicamos

por polindmios.

Definicao 3.5. Um subconjunto I do anel k|z1, ..., x,] é um ideal se satisfaz
i. 0el;

ii. se f € klxy,...,z,)eqg €l entdo fg e I;

iii. seqg,h €I, entdog+ h € I.
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Definiciio 3.6. Sejam fi,. .., fs polindmios em k[x, . .., x,), entdo definimos

(fi,.. o, fs) = {th | hi,..., hs ek[xl,...,xn]},
=1
(fi,..., fs) é um ideal.

Uma maneira de construir um ideal é gerd-lo usando um conjunto finito de polindmios.

Lema3.1. Se fi, ..., [s € klxy, ..., z,), entdo (f1, ..., fs) é um ideal de k[x, ..., x,,]. Chamaremos
(f1, ..., fs) de ideal gerado por f, ..., fs.

Demonstragdo. Note que 0 € (fy, ..., fs), pois 0 = 327, 0 f;. Suponha que f = > pifie
g=>5_14qif;esejah € k[zy,...,x,]. Entdo as equagdes

S

f+g:Z(pi+Qi)fi e

i=1

fh= Z (hpz')fz‘,
i=1
completam a prova de que (f1, ..., fs) é um ideal. O

Exemplo 3.2. Um exemplo simples do conceito de ideal é o conjunto de todos os inteiros divisiveis

por um inteiro n, comumente denotado n’Z, que constitui um ideal de 7.
nZ =A{r e€Z:n|r}
Uma forma de ver o ideal é pensa-lo como um conjunto gerado pelo inteiro n. Normal-

mente denotamos isso usando colchetes angulares, (n), onde n é chamado de gerador. Observe

que o gerador, neste caso, deve ser um elemento do proprio 7. e que
(0) = {0} uma vez que r-0=0-r=0 para todo r € Z, e
(1) =Z wma vez que r-1=1-r=r para todo r € 7Z.
Como mostra o exemplo a seguir, podemos pensar em (f1, ..., fs) consistindo em todas
as “consequéncias polinomiais” das equagdes f; = fo =--- = f, = 0.
Exemplo 3.3. (COX; LITTLE; O’SHEA, 2015) Considere as equacoes

r—1—t=0, (3.1)
y—1—t"=0.
Para cancelarmos os termos envolvendo t, multiplicamos a primeira equacdo porx — 1+t ea
segunda por —1:
(x — 1) —t* =0,
—y+1+t*=0,
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e entdo adicionamos para obter
(z—1P2—y+1l=2"-22+2—y=0.
Em termos do ideal gerado pelas equacoes (3.1), podemos escrever isso como
=2 +2-y=(r—1+t)w—1-t)+(-Dy-1-)e(z—1-tyy—1-1).

Da mesma forma, qualquer outra “consequéncia polinomial” de (3.1) leva a um elemento deste
ideal.

3.1.2 Divisao de Polinébmios Multivariados

Como um polindmio € uma soma de mondmios, € importante poder organizar os termos
de um polindmio de maneira inequivoca, em ordem decrescente (ou crescente). Para fazer isso,
devemos ser capazes de comparar todos os pares de mondmios para estabelecer suas posi¢coes
relativas de maneira apropriada. Isso significa que, para cada par de mondmios 2 e 2, exatamente

uma das trés afirmacdes deve ser verdadeira:

2*>a2% ou 2% =2% ou 2% > 2%

Os resultados de certos algoritmos importantes, como o algoritmo de divisdo, podem

variar dependendo de qual ordem monomial € escolhida.

Defini¢ao 3.7. Uma ordenagdo monomial sobre k|x1, ..., x,] € qualquer relagdo > sobre 7%, ou

equivalentemente, qualquer relagdo > sobre o conjunto dos monomios x*, o € Z2,, satisfazendo:

i. > é uma ordenagao total (ou linear) sobre 7%,
ii. Sea> ey €Zl entdioa+y>f+17.

iii. > ¢ uma boa-ordenagdo em 1.3, Isto significa que todo subconjunto ndo vazio de 7%

tem um elemento menor sobre >.

A seguir apresentamos alguns exemplos de ordens monomiais comumente utilizadas, a

saber: ordem lexicografica, ordem lexicografica graduada e ordem lexicografica reversa.

A ordem monomial mais comum corresponde a ordem alfabética padrao usada na lexico-

grafia para diciondrios.

Definiciio 3.8 (Ordem lexicogrifica - lex). Seja o = (ay, ..., ) e B = (B, ..., Bn) em 72,

Diz-se que o >, [ se a entrada ndo-nula mais a esquerda do vetor diferenca o — 3 € 7" é

positiva. Escreve-se x >, 2P sea >, .
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Exemplo 3.4. Considere o polindmio xy* + xyz> Nesse caso, o = (1,2,0) e = (1,1,2).
Portanto, temos xy* >, xyz>, jd que o — = (0,1, —2).

Considere agora os mondmios 6>y, x e 4y°. Entdo, 622y >iep T >0z 4y°.

Para alguns propdsitos, também podemos levar em consideragdo os graus totais dos
mondmios e ordenar os mondmios de maior grau primeiro. Uma maneira de fazer isso € utilizar

a ordem lexicografica graduada (ou ordem grlex).

Defini¢ao 3.9 (Ordem Lexicogrifica Graduada - grlex). Seja a, 8 € Z%,. Diz-se que & > grieq 3

se

n n
la] = Zai > |B| = Zﬁi, ou |a| =8| se a > B.
i=1 i1

Exemplo 3.5. Tome o polindmio xy*2* + xyz°. Nesse caso, o = (1,2,4) >g1er (1,1,5) =
pois |(1,2,4)] = |(1,1,5)] e (1,2,4) >, (1,1,5).

Considere agora os monémios 6x2y, x e 4y>. Entdo, 6%y > jriex 4Y° > grics -

Outra ordem monomial utilizada, embora em menor escala se comparada com as acima
descritas, é a ordem lexicografica graduada reversa (ou ordem grevlex). Embora menos utilizada,
recentemente foi demonstrado que, para algumas operacoes, a ordem grevlex € a mais eficiente

para cdlculos.

Defini¢iio 3.10 (Ordem Lexicografica Graduada Reversa - grevlex). Seja o, 8 € Z%,. Diz-se que

Q > greviex ﬁ se
n n
i=1 i=1

se, em o — (3 € Z", a coordenada mais a direita é negativa.

Exemplo 3.6. Seja o polindmio xy°z*+x*y23, entdo (1,5,2) > grevier (4,1,3)jdque|(1,5,2)] =
|(4,1,3)] e (1,5,2) — (4,1,3) = (—3,4, —1).

Considere agora os monémios 6x°y, x e 41°. Entdo, 62y > greviex 4qy3 > greviex T-

Definicio 3.11. Dada uma ordenagdo de termos em k[x1, ..., x,,| e um polindémio f nesse anel, o

monomio lider de f é o monomio de maior grau em f em relacdo a ordenagdo definida.

Definicio 3.12. Seja f = >, anx® um polindmio ndo nulo em k[, ...,x,] e seja > uma

ordenag¢do monomial.
i. O multigraude fé:
multigrau(f) = maz{a € Z%, : aq # 0}.

(O mdaximo é escolhido com respeito a >).
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it. O Coeficiente Lider de f é:
CL(f) = amultigrau(f) € k.
iii. O Monoémio Lider de f é:
ML(f) _ :L,multigrau(f).

(com coeficiente 1).

iv. O Termo Lider de f é:
TL(f) = CL(f) - ML(f).

Exemplo 3.7. Seja f = —5x® + T2z + 4o’z + 422 e seja >.,. Entdo:

multigrau(f) = (3,0,0)
CL(f) = =5
ML(f) = o

TL(f) = —5x®

3.1.2.1 Algoritmo de Divisdo em k[x;, ..., Xy]

No algoritmo de divis@o para polindmios em uma varidvel, para a entrada de um divisor
e um dividendo, temos como saida um quociente e o resto. No entanto, no caso de polindmios
multivariados, os quocientes e o resto dependem da ordem monomial preestabelecida e da ordem

dos divisores na divisdo.

Um componente essencial do algoritmo de divisdo € a no¢do do termo lider de um

polindmio em uma varidvel. A defini¢ao € dada a seguir.

Defini¢io 3.13. Dado um polinémio ndo-nulo f € k[z), tal que f = cox™ +c1z™ 1 +...+cpp, em
que c; € k e cy # 0, temos m = grau(f). Entio cox™ é o termo lider (TL*) de f : TL(f) = cox™.

Por exemplo, se f = 42® — 22% + 3z — 1, entdo T L(f) = 4z®. Observe também que se

f e g s@o polindomios diferentes de zero, entdo

grau(f) < grau(g) < TL(f) divide TL(g).

Em geral, nosso objetivo é dividir f € k[xy, ..., z,| por fi, ..., fs € k[x1, ..., x,] e encon-

trar qi, ..., gs, r € k[xy, ..., z,) tais que

f:q1f1 +'-~+Qst+Ta

onde ¢, ..., gs representam os quocientes e 7, o resto da divisdo. A ideia basica do algoritmo

¢ a seguinte: cancelar o termo lider de f (com respeito a uma dada ordem monomial) pela

4 Do inglés, leading term - LT.
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multiplicacdo de algum f; por um mondmio apropriado e, em seguida, realizar a subtracio. Entao,
esse mondmio se torna um termo no ¢; correspondente. Em alguns casos, o termo lider dos
polindmios subsequentes ndo sdo miltiplos de qualquer um dos T'L(f1), ..., T L( fs), entdo nds

os movemos diretamente para o resto e prosseguimos com o algoritmo.

Teorema 3.1 (Algoritmo de Divisdo em k|xy, ..., z,]). Fixe uma ordenacdo monomial > sobre
7%, e seja F' = (fy, ..., fs) uma s-upla ordenada de polindmios em k(zy, ..., x,|. Entdo todo

f € k[, ..., x,] pode ser escrito como

f:qlfl +"~+Qst+T7

onde q; € klz1,...,x,|, e our = 0 ou r é uma combinagdo linear, com coeficientes em k, de

mondmios, tais que nenhum deles é divisivel por algum T'L( f1), ..., TL( fs).

O algoritmo de divisdo em k[z1, ..., x,,] € de grande utilidade quando tratamos do problema
de pertencimento a um ideal. Uma implica¢do do algoritmo de divisdo é que, se depois de

dividirmos f por F' = (f1, ..., fs), obtermos o resto r = 0, entdo teremos

f = QIfl + ... "‘QSf&

o que implica f € (fi, ..., fs) . Deste modo r = 0 é uma condi¢do suficiente para a pertinéncia a
um ideal. Entretanto, » = 0 ndo é uma condi¢io necessdria para a pertinéncia ao ideal [veja o

exemplo 3.8].

Exemplo 3.8. Sejam f; = xy+1, fo = y*> —1 € k[x,y] com a ordenagéo lexicogrdfica x >.. v.
Vamos dividir f = xy? — x por F = (f1, f2).

Tanto TL(f,) = xy como TL(f,) = y? dividem o TL(f) = xy®. Nesse exemplo, vamos usar f.

Entdo dividimos xy? por xy, sobrando y. Em seguida, subtraimos vy - f, de f:

a1y
gz :
xy +1 5
Ty? — T
y2_1 ) y
Yt + y

Como o TL(f1) e o TL(f2) ndo divide TL(—x — y) = —x, o resto é (—x — y) e terminamos a

divisdo. Dessa forma, escrevemos f = xy*> — x como

oy —z=y-(ey+1)+0- (> = 1)+ (—z —y).
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Com F = (fs, f1), no entanto, temos
vy —x =2y —1)+0-(zy+1)+0.

O segundo cdlculo mostra que f € (f1, f2). Portanto, mesmo que f € (f1, f2), ainda é possivel

obter um resto diferente de zero na divisdao por F' = (f1, f2).

3.1.3 Bases de Grobner

Um dos pilares da dlgebra ndo-linear € a ideia de que um sistema de equacdes polinomiais
€ determinado pelo ideal associado. Entre as varidveis que geram conjuntos do ideal associado,

um particular merece atencao especial: a base de Grobner.

O conceito de bases de Grobner foi introduzido em 1965 > por B. Buchberger - matemético
conhecido pelo algoritmo que constr6i uma Base de Grobner para um ideal, a partir de um conjunto
finito de geradores. Somente a partir da década de 1980 estudiosos passaram a se interessar pelo
assunto. Desde entdo, muitos estudiosos tém se aprofundado no método. Trata-se de um dos
métodos mais praticos para encontrar as solucdes de um sistema de equacdes e € amplamente
aplicdvel em programas de computador com programac¢do matemadtica simbdlica (Matlab, Maple,
Mathematica, SymPy) (BECEJAC; STEFANOV, 2020).

As bases de Grobner juntamente com a Teoria da Eliminagdo (TE) sdo poderosas ferra-
mentas para resolugdo de sistemas polinomiais multivariadas, suas aplicacdes se estendem aos
mais variados campos, como, por exemplo, matemadtica aplicada, astronomia, eletronica, controle

e automacao, dentre outros. Algumas aplicacdes sdo apresentadas nos paragrafos subsequentes.

Yang et al. (2015) propdem um método algébrico para um problema da eletronica de
poténcia, mais precisamente na tecnologia de eliminac¢ao seletiva de harmdmicos (SHE — Selective
harmonic elimination). Essa tecnologia consiste em definir os instantes, ou angulos de comutagao,
para que os harmonicos indesejados sejam minimizados e tem sido amplamente utilizada em
muitos conversores de média e alta poténcia que operam com frequéncia de comutacao muito
baixa. Ao computar as bases de Grobner, as equacdes nao lineares de ordem superior da SHE
sdo convertidas em uma forma triangular por meio da TE e, entdo, um algoritmo recursivo
€ usado para resolver as equacdes uma por uma. Patil e Chakraborty (2014) utilizam a TE
em um problema de Controle e Automacao, a saber, a otimizacdo do controle de tempo de
realimentacado (feedback). O trabalho apresenta um algoritmo que faz uso das bases de Grobner e
da TE para derivar expressdes implicitas, em termos de polindmios e fun¢des racionais, capazes
de descrever as superficies de chaveamento. No trabalho de Rameau e Serré (2015) temos uma
aplicacdo da TE em um problema da Teoria dos Mecanismos e Mdquinas: computar condi¢des
de mobilidade. Os autores destacam a frutifera aplicacdo das bases de Grobner em problemas
polinomiais multivariados. O trabalho apresenta uma solu¢do genérica para o problema. A técnica

apresentada inclui a utiliza¢do da TE para eliminar varidveis do sistema de equagoes.

> (BUCHBERGER, 1965)
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Em Sendra e Sendra (2015), as bases de Grobner e a TE aparecem em um problema da
Matematica Aplicada. Os autores mostram como aplicar as bases de Grobner para computar o
inverso de Drazin de uma matriz cujas entradas sdo fungdes racionais multivaridas. A inversa
de Drazin € um tipo inverso generalizado de uma matriz e € bastante utilizada em equacdes
diferenciais, equacdes de diferengas e cadeias de Markov finitas. BeCejac e Stefanov (2020)
apresentam um novo algoritmo baseado na formacao e solu¢do de um conjunto de equacdes de
bases de Grobner para o problema de otimizacao do posicionamento de uma Unidade de Medi¢ao
Fasorial (PMU - Phasor Measurement Unit). Uma PMU consiste em um equipamento capaz
de medir grandezas elétricas: tensdo, corrente e poténcia na forma de fasores (médulo e fase),
além da frequéncia e da variacdo da frequéncia no tempo. O trabalho recente de Loschenbrand
(2020) apresenta uma conexao entre Teoria dos Jogos e bases de Grobner. O autor demonstra
uma nova abordagem para gerar todos os equilibrios de Nash potenciais em um sistema com

multiplos agentes, computando a base de Grobner do problema original.

Segundo Michatek e Sturmfels (2018), informalmente, podemos pensar nas bases de
Grobner como uma versao do algoritmo euclidiano para polindmios em n > 2 varidveis, ou
como uma versao de eliminag¢do gaussiana para polindmios de grau maior ou igual a 2. Bases de
Grobner para ideais em k|[x] sdo fundamentais em dlgebra ndo-linear, assim como a eliminagéo

gaussiana para matrizes € fundamental quando se estuda a dlgebra linear.

Algoritmos para calcular as bases de Grobner de ideais polinomiais continuam a atrair
interesse porque suas propriedades computacionalmente tteis t€ém muitas aplicagdes nas ciéncias
puras e aplicadas (PERRY, 2020).

3.1.3.1 Ideal Monomial e o Lema de Dickson

Um ideal I que € gerado por mondmios € chamado ideal monomial. Um polindmio f
pertence a [ se, e somente se, todos os mondmios em f com coeficientes diferentes de zero
pertencerem a /. Esta € uma das razdes pelas quais as operacdes algébricas com ideais monomiais
sdo féceis de realizar.(HERZOG; HIBI, 2011). Esta classe de ideais €é de nosso interesse, visto que
a teoria da base de Grobner reduz cédlculos algébricos dificeis a cdlculos com ideais monomiais,

que sdo essencialmente de natureza combinatdria.

Definicdo 3.14. Um ideal I C k[zy,...,x,] é um ideal monomial se existe um subconjunto
A C 7%, tal que I consiste de todos os polindmios que sdo somas finitas da forma 3 ¢ s hax®,

onde h,, € k[zy, ..., x,]. Neste caso, escreveremos I = (z* : o € A).

Exemplo 3.9. Seja o ideal I = (x*) . Entdo I é um ideal monomial e A = {n € Z|n > 2}.

Para todos os ideais monomiais, temos o fato de que se 2P estd em I, entdo x° é divisivel
or z% para aleum o« € A. Além disso, para todo polindmio f em um ideal monomial /, podemos
p p g p p p

dizer que todo termo de f estd em [ e que f é uma combinacgdo k-linear dos mondmios em /.
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Lema 3.2. Seja [ = (z* : a € A) um ideal monomial. Entdio um mondémio x° pertence a I se, e

somente se, x° é divisivel por  para algum o € A.

Demonstragdo. Se x° € I entdo 2° = Y7, 2% h;. Sendo assim, 2 € um mondmio que certa-
mente aparece em algum dos polindmios z“*h;, parat = 1, ..., n, e portanto € multiplo de x*
paraalgumi=1,..., n.

Se 2# ¢ um miltiplo de x® para algum o € A, entdo z° € I pela defini¢do de ideal.

]

Exemplo 3.10. O ideal I = (2 + xy*, y*) é um ideal monomial dado por I = (x*,y*). Consi-
dere os polinémios f = 6x* + 4xy? — 225y e g = 22* + Hxy? — 82?y.

Todos os mondémios de f sdo divisiveis por um dos monémios de 1. Observe que 6x* é divisivel
por x3, 4xy? é divisivel por y* e —2x°y é divisivel por x®. Portanto, f € 1. No polinémio g, um
dos monémios ndo é divisivel por nenhum dos monémios geradores de 1. Observe que —8x%y

3

nédo é divisivel por x® nem por y?. Portanto g ¢ I.

As operacdes entre mondmios sao bem mais simples do que entre polindmios quaisquer.
Por exemplo, o cdlculo imediato do maximo divisor comum (MDC) e do minimo multiplo comum
(MMO):

MDC(IQ, xﬁ) _ ngbin{alﬁl}wgﬂm{azﬁﬂ  pmin{om,fn}

n

MMC(SL’Q, .IB) _ xTaﬂf{ahBl}l,gmm{aQﬁQ} o xma:p{an,ﬁn}

n

O préximo lema fornece uma condicao necessdria e suficiente para que um polindmio

pertenca a um ideal monomial.

Lema 3.3. Seja I um ideal monomial, e seja f € k|xy, ..., x,|. Entdo sdo equivalentes:

(i) fel.
(i) Todo termo de f pertence a I.

(iii) fé uma k—combinagao linear de monémios de I.

Demonstragdo. As implicagdes (iii) = (i7) = (1) s@o triviais e seguem da defini¢do de ideal.
Mostraremos que (i) = (iit). Se f € I, temos que f = >0 | h;z®, com h; € k[xq, ..., z,]
e x% € [. Cada h; pode ser expandido como uma soma de mondmios com coeficientes em k.
Portanto, podemos escrever

s k;
f=232 ayaPam,

i=1j=1
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onde a;;z"% é um termo do polindmio h;, com j = 1,...,k; € a;j € k. Como I é um ideal, o
produto %7 2% é um mondmio de I. Assim, podemos concluir que f é uma k—combinagio

linear de mondmios em /. O]

Corolario 3.1. Dois ideais monomiais sdo iguais se, e somente se, eles contém os mesmos

monomios.

O Lema de Dickson serd apresentado a seguir. Ele desempenharé papel fundamental na

teoria das Bases de Grobner. O lema de Dickson nos mostra que todos os ideais monomiais de

k[x1,...,x,] sdo finitamente gerados.
Teorema 3.2 (Lema de Dickson). Seja I um ideal monomial de k|xy, ..., x,)|, entdo existe um
conjunto finito de mondomios que geram 1. Equivalentemente, I = (z*|a € A) C k[xq,. .., 2y)

pode ser escrito da forma | = <:E°‘(1), . ,a:a(s)>, onde a(1),...,a(s) € A

Demonstragdo. Para demonstrar o teorema usaremos indugdo sobre o nimero de varidveis. O

caso de uma varidvel é imediato uma vez que em k[x,. .., x,] todo ideal € principal, ou seja,
I =(f)com f € k[xq,...,x,]. Assim dado um mondmio m € [ temos que m = h - f para
algum h € k[xy, ..., x,|. Pelaigualdade de polindmios, segue que f (e h) deve ser um mondmio.

Agora assuma que o teorema € valido paran — 1, com n > 2. Escrevemos as varidveis

como 1, . .., T,_1,Y, assim os mondémios em k|zq, ..., x,_1,y| podem ser escritos como z*y™,
onde o = (ay,...,a,_1) € Z%;" e m € Zsg. Suponha que I C k[z1,...,2,_1,y] é um ideal
monomial. A fim de encontrar geradores para /, seja J um ideal em k|[x1, ..., 2z, 1] gerado

pelos mondmios z® tais que x*y™ € [ para algum m > (0. Como J € um ideal monomial
em k[zy,..., 7, 1], nossa hipdtese indutiva implica que um nimero finito de z® geram J,
J = <a:°‘(1), . ,xo‘(s)> (J é a “projecdo” de I em k[xy, ..., 2, 1]).

Para cada i entre 1 e s, a definicdo de J nos diz que z*%y™ € I para algum m; > 0.
Seja m o maior dos m;. Entdo, para cada [ entre 0 e [ — 1, considere o ideal .J; C k[zy, ..., T, 1]
gerado pelos mondmios 2 tais que 2%y € I. Usando nossa hipétese indutiva novamente, J,
tem um conjunto finito de mondmios geradores, digamos .J; = <m°‘l(1), e ,xo‘l(sl)>. Afirmamos

que / € gerado pelos mondmios da seguinte lista:

de J : zoWym . 220y
de Jy : oW . goo(so)

de Jp :z:"”(l)y, . ,xal(sl)y

de Jp—1 xam,1(l)ym—1’ .. ,xamfl(smfl)ym_l.

Primeiro note que todo mondmio em / € divisivel por um da lista. Para ver o porqué, seja

x*yP € I. Temos entdo:
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(i) Se p > m, entdo z*y? é divisivel por algum z*)y™ pela construcio de J.
P g p ¢

(i) Se p < m — 1, entdo z%yP é divisivel por algum z*»()yP pela construcio de Ip.

Segue do Lema 3.2 que os mondmios acima geram um ideal contendo os mesmos
mondmios tal como I. Pelo Corolério 3.1, isso implica que os ideais sao iguais, e nossa afirmacgao

estd provada.

Para completar a prova do Teorema, precisamos mostrar que um conjunto finito de
geradores pode ser escolhido a partir de um dado conjunto de geradores. Se retornarmos a
situagcdo anterior para escrever as varidveis como zy, ..., x,, entdo nosso ideal monomial é
I = (x%a € A) C k[zy,...,z,). Queremos mostrar que / é gerado por um nimero finito de
mondmios %, onde o € A. Pelo pardgrafo anterior, sabemos que [ = <x5(1), e ,xﬂ($)> para
alguns mondmios 7% € I. Como 2°%) € I = (z*|a € A), 0 Lema 3.2 nos diz que cada 27" é

divisivel por 2% para algum a(i) € Ae,

2P0 — ppe@

7 )

onde h; € klzy,...,z,] parai =1,2,...,s. Dado f € I, podemos escrever
f=3aie™ =3 (aih;)z",
i=1 =1
onde a;h; € k[zy,...,x,] e, portanto f € <:1:a(1), . ,xa(s)>.

Logo, I = <x0‘(1), e ,xa(5)>. Isto completa a demonstragao [

3.1.3.2 Teorema da Base de Hilbert e a Teoria das Bases de Grobner

Fixada uma ordem monomial, cada polindmio em k[z1, ..., x,] possui um dnico termo

lider, entdo podemos definir o ideal dos termos lideres como abaixo.

Definicao 3.15. Seja I C k[zy, ..., x,] um ideal ndo nulo,

i. Denotamos por TL(I) o conjunto de termos lideres dos elementos de I. Desde modo,
TL(I)={cx*:3 fel com TL(f) = cax*}.
ii. Denotamos por (T'L(1)) o ideal gerado pelos elementos de TL(I).
Seja I = (f1,..., fi),entdo (T'L(f1),...,TL(f;)) e (T'L(I)) sdo (ou podem ser) ideais
diferentes, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.11. Considere o ideal I = (f; = 2 + 2xy?, fo = 2y + 2y — 1) e a ordem lexico-
grdfica em k[z,y).

Comoy - (f1) —z - (f2) =, x € (f1, fo). Além disso, TL(x) = x € (I'L(I)). Mas x ndo é
divisivel por TL(f1) = x* nem por TL(fy) = zy. Segue que x & (LT(f1), LT(f2)).
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De acordo com o Teorema das Bases de Hilbert, todo ideal polinomial € finitamente
gerado. Uma base Grobner € um conjunto gerador especial que possui algumas propriedades

uteis.

Teorema 3.3. [Teorema das Bases de Hilbert] Se I é qualquer ideal de k[, ...,x,], entdo

existem polindmios gy, ..., gs € kl[z1, ..., x,] tais que I = (g1, ..., gs).

Um ideal / em um anel que satisfaz o Teorema das Bases de Hilbert € dito ser finitamente

gerado, ou ter um conjunto gerador finito.

Em geral ndo obtemos um resto () unicamente definido no algoritmo de divisao. No
entanto, a definicio a seguir de uma base de Grobner terd a qualidade de que a divisdo de f por
G produz o mesmo resto, ndo importando como os elementos de GG sejam ordenados na divisao.
(ZEADA, 2013)

Definicio 3.16. Seja uma dada ordenagdo de mondémios em um anel k[z1, ..., x,|. Um subcon-
Junto finito G = {q1, g2, ..., g } de um ideal I C k[z1, ..., x,| diferente de {0} é denominado de
Base de Grobner © se (T L(gy), ..., TL(g;)) = (T L(I)).

Equivalentemente, de maneira mais informal, um conjunto ¢y, ..., g; € I é uma base de
Grobner para I se, e somente se, o termo lider de qualquer elemento de [ € divisivel por um dos
termos lideres T'L(g;) (COX; LITTLE; O’SHEA, 2015)

Como coroldrio do Teorema das Bases de Hilbert aplicado ao (7'L(I)), temos que todo

ideal / tem uma base de Grobner.
Corolario 3.2. Seja I um ideal polinomial diferente de zero, entdo I tem uma base de Grobner.

Exemplo 3.12. Este exemplo é talvez o mais simples e ndo trivial de base de Grobner. Seja >
a ordem lexicogrdfica com T >, y. Seja I = (2, xy + y*) C klz,y|. A partir desses dois

2 e xy. Podemos obter outros termos lideres que néo

polinomios, vemos que o TL(I) contém x
sejam divisiveis por um deles? Podemos cancelar os termos lideres: y(z*) — z(zy + y*) = zy>
Este ndo é um novo termo lider, pois é divisivel por xy. Obtemos um novo termo lider cancelando:

xy? —y(ay +y?) = 3. Assimy® € I e entao y*> € TL(I).

Embora ainda ndo tenhamos provado isso, a base Grobner de I é G = {z* zy + y*,y°}.No
momento, porém, usamos o resultado para mostrar que as bases de Grobner existem e, ao mesmo

tempo, obtemos uma prova clara do teorema da base de Hilbert.

3.1.3.3 Propriedades das Bases de Grobner

Nesta se¢do, serdao apresentadas as propriedades das bases de Grobner. Comegaremos
mostrando que o resto obtido no algoritmo da divisdo € inico quando dividimos por uma base de

Grobner. Em seguida, mostraremos um critério para o “problema de pertencimento de um ideal”.
6

Outro termo comumente utilizado na literatura é Base Padrdo.
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Proposicao 3.1. Seja G = gy, ..., gs uma base de Grobner para o ideal I C k[xy, ..., x,] e seja

f € kl[x1, ..., x,]. Entdo existe um tinico r € klx1, ..., x,| que satisfaz as seguintes propriedades:

i Nenhum termo de r é divisivel por nenhum dos T L(g,), ..., T L(gs).

ii. Existe g€ Italque f=g+r.

Em particular, r é o resto da divisdo de f por g, ndo importando como os elementos de G estdo

ordenados quando usarmos o algoritmo de divisdo.

Demonstragdo. O algoritmo da divisdo nos dd f = q191 + ... + ¢sgs + 7, onde r satisfaz (i).
Podemos também satisfazer (ii) simplesmente fazendo g = q191 + ... + ¢sgs € I. Isto prova a
existéncia de r. Para provar a unicidade suponhamos que f = g; + r; = g» + 79 satisfaca (i)
e (ii). Entdo ro — 1 = g1 — g2 € I e, portanto, se 11 # 1o , entdo T'L(ry — r1) € (TL(I)) =
(TL(g1),...,TL(gs)). Pelo Lema 3.2, temos que T'L(ry — 1) é divisivel por algum 7"L(g;). Isto é
impossivel uma vez que nenhum termo de ry, 5 é divisivel por T'L(g1), ..., T'L(gs). Logo 11 — 79

deve ser zero e, portanto r; = ro. A parte final da proposi¢do segue da unicidade de 7. [

Embora tenhamos na Proposic@o 3.1 que os restos sejam unicos para divisao por uma base
de Grobner, os quocientes ndo sdo necessariamente Unicos, pois eles podem mudar se listarmos
os geradores em uma ordem diferente. Como corolério da Proposi¢do 3.1, temos o seguinte

critério para determinar quando um polindmio estd em um ideal.

Corolario 3.3. Seja G = ¢, ..., gs uma base de Grobner para o ideal I C k[x,...,x,] e seja

f € klzy,...,x,]. Entdo f € I se, e somente se, o resto da divisdo de f por G for zero.

Demonstragdo. Se o resto € zero entdo f = q1g91 + ... + ¢sgs € I. Inversamente, dado f € [
entdo f = f + 0 satisfaz as duas condicdes da proposicao anterior. Segue, portanto que 0 € o

resto da divisdo de f por G. ]

Claramente, a questao agora é: como calculamos uma base de Grobner para um ideal 1?
Fixada uma ordem monomial, nosso objetivo € formular um algoritmo que nos permita determinar
um conjunto de geradores para um ideal com certas propriedades de modo que um polindmio
pertenca ao ideal se, e somente se, deixa resto zero na divisdo por estes geradores. O algoritmo

de Buchberger serd apresentado na proxima se¢ao.

3.1.4 Algoritmo de Buchberger

O algoritmo de Buchberger para calcular as bases de Grobner de ideais polinomiais multi-
variados se tornou um dos algoritmos mais importantes da Algebra Computacional. Atualmente,
esse algoritmo estd disponivel na maioria dos sistemas de algebra computacional e sua teoria,

implementacgdo e inimeras aplicacdes estdo amplamente documentadas na literatura. O algoritmo
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de Buchberger introduziu o conceito de pares criticos e realiza repetidamente uma certa operagdo

polinomial (chamada reducao).

Dado um ideal [ gerado pelos polindmios fi, ..., fs € uma ordena¢do de mondmios -
lexicogréfica, grau-lex ou grau-lex reversa —, € possivel computar uma base de Grobner usando o

algoritmo de Buchberger.

O teorema das bases de Hilbert (Teorema 3.3) afirma que sempre temos uma base Grobner
finita e o algoritmo de Buchberger produz uma base Groobner para o ideal / comecando com um
conjunto de geradores para esse ideal. Dada uma base Grobner para um ideal /, pode-se fornecer

algoritmos eficientes para resolver muitos problemas computacionais relativos a /.(EHRMANN,
2020)

De maneira geral, o algoritmo funciona da seguinte maneira: dado um conjunto finito F'
de polindmios, calcule para cada par de polindmios em F' o chamado S — polinomio e reduza-o
relativamente a F' a um polindmio. Se esse polindmio reduzido nao for 0, insira-o em F'. No

término do algoritmo, todos os S — polindomios sdo reduzidos a 0 e /' é uma base de Grobner.

Definicao 3.17. Escreveremos fF para denominar o resto da divisao de f pela s-upla ordenada
F = (f1,.... fs). Se F é uma base de Grobner para (f1, ..., fs), entdo podemos considerar F

como um conjunto (ou seja, sem nenhuma ordem entre os seus elementos) pela Proposicdo 3.1.

Exemplo 3.13. Considere a divisdo de [ = x*y + zy* +y*> por F = (y* — 1,2y — 1) C k[z, y).

Usando a ordem x >, v, temos

:CZy—i—:cy?—l—yQF =2r+1
ja que o resultado da divisdo é

y+ay+yt=(+1)- (1) +ax-(zy—1)+22+ 1.

Uma vez que a eliminacdo estd no centro das solucdes para sistemas de equagdes e do
algoritmo de Buchberger, muitas defini¢des e provas de bases de Grobner contam com o que é

conhecido como S-polindmio.

Definicio 3.18. Sejam f, g € k[, ..., x,] polindmios ndo nulos.

i. Se multigrau(f) = « e multigrau(g) = B, entdo tomamos v = (Y1, ...,Yn), onde
vi = maz(ay, ;) para cadai = 1,2, ...,n. Chamaremos x" o Minimo Miltiplo Comum

de ML(f) e ML(g), e escreveremos x¥ = MMC(ML(f), ML(g)).
ii. 0S8 — polinémio de fe g éacombinacdo

x7 x7

09 =75 T

g.
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Como € visto no exemplo 3.14 a seguir, um polindmio S (f, g) é “projetado” para produzir

o cancelamento dos termos lideres.

Exemplo 3.14. Considere f = 2> —ye g = 2° — 2 € R[z,y, 2] e seja a seguinte ordem
monomial: T >y.p Y >iee 2. Entdo TL(f) = 22, TL(g) = x*, multigrau(f) = (2,0,0),
multigrau(g) = (3,0,0), v = (3,0,0) e:

A x? 23

S(z* —y,2° — 2) :?~(x2—y)—g'(x3—z) = —xy + 2.
Teorema 3.4 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (fi, ..., fs) # {0} um ideal polinomial.
Entdo uma base de Grobner pode ser construida em um niimero finito de passos através do

seguinte algoritmo:

Algoritmo de Buchberger
Entrada: f = (f1,..., fs)
Saida: Uma base de Grobner G = (g, ..., g;) para [, com F' C G
G:=F
Repita
G =G
para cada par {p, q}, com p # g em G’ faca
N = G’
5= 5(p,q)
se S # 0 entdo G := G U {5}
até G = G’
Retorne ¢

Exemplo 3.15. Para ilustrar o funcionamento do algoritmo de Buchberger, considere o ideal
I = (2% +2zy% 2y + 2y — 1) comx >0, y € Rz, y]. Primeiro, fazemos G = {x*+2zy* xy+
2y® — 1}. Considere G' = {f; = 2 + 2xy*, 2y + 2y° — 1 = f,}, entdo

N %y %y
S(fr, f2) = ?-(x2+2xy2)—x—y-(xy+2y3—l) = .

Como S # 0, G = {22 4 2%, 2y + 2> — 1,2 = f3}. Para o par { f2, fs}, temos

S(fa f3) =24 — 1.

Portanto, devemos adicionar f, = 2y> — 1 ao nosso conjunto gerador G. De acordo com o
algoritmo, devemos testar os seguintes pares: { f1, fs},{f1, fa}, {f2, f+} € {f5, f1}. Entretanto,

se computarmos os S — polinomios dos pares acima, veremos que todos reduzem a 0. Logo,
2 2 3 3
G = {f17f27f37f4} - {x —|—2.Ty ,$y+2y - 1,.%',2y - 1}
A base de Grobner de um ideal ndo € tnica, por isso, € preciso impor condigdes adicionais
que implicardo na unicidade.

Ao construirmos bases de Grobner, frequentemente encontramos um conjunto de gerado-
res muito grande. Alguns geradores desse conjunto podem ser eliminados, como aponta o lema a

seguir.
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Lema 3.4. Seja G uma base de Grobner para umideal I C k[xy, ..., x,)]. Considere o polindmio
p € G tal que TL(p) € (TL(G\{p})). Entdo G\{p} também é uma base de Grobner para I.

Demonstragdo. Sabemos que (T'L(G)) = (T'L(I)).Se T L(p) € (T'L(G\{p})),entdo (T'L(G))
= (T L(G\{p})) e, portanto,(T'L(G\{p})) é também uma base de Grobner para 1. O

Com o Lema 3.4 podemos definir o que € conhecido como base de Grobner minima.

Definicao 3.19. Uma base de Grobner G para um ideal I é dita minima se satisfaz:

i. CL(p)=1, Wpe G

ii. TL(p) ¢ (TL(G\{p})), YpeG.

Exemplo 3.16. Seja o ideal I = (f; = x> — 2zy, fo = 2%y — 2y* + x) . Aplicando o Algoritmo
de Buchberger com a ordem grlex (lexicogrdfica graduada) com x > e, Yy, Obtemos a seguinte

base de Grobner:
G ={g1,9, 93, 91,95} = {2* — 2wy, 2%y — 2y° + z, 2% 2y, y* — (1/2)z}.

Note que T'L(g1) = T L(g3), entdo podemos eliminar g,. Observe também que T'L(g)

= 2T L(g4), portanto podemos eliminar gs. A base minima é
G = {g3, 90,95} = {2, 2wy, y* — (1/2)a}.

As bases de Grobner minimas nao sao unicas. Felizmente, podemos destacar uma base

minima que € melhor do que as outras. A definicdo de base reduzida é dada a seguir.

Definicao 3.20. Uma base de Grobner G para um ideal I é dita reduzida se satisfaz:

i. CL(p)=1, ¥pe G

ii. nenhum monémio de p esta em (I'L(G\{p})), Vp € G.

Em geral, as bases de Grobner reduzidas t€ém a seguinte propriedade.

Teorema 3.5. Seja [ = {0} um ideal polinomial. Entdo, para uma dada ordenagdo monomial,

I tem uma base de Grobner reduzida, e a base de Grobner reduzida é ninica.

Observe que toda base de Grobner reduzida € uma base minima, isto €, nenhum polindmio
pode ser removido. Além disso, ela tem a propriedade de que nenhum mondmio de qualquer
polindmio na base € divisivel por qualquer um dos mondémios lideres (exceto possivelmente ele
mesmo). Se todos os polindmios em uma base de Grobner reduzida t€m coeficiente lider CL = 1,

entdo essa base reduzida € unica.
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Exemplo 3.17. Considere uma base (ordem lexicogrdfica comy >, ) G = {y* +yr + 2% y+
z,y, 2%, x}. Podemos construir duas bases minimas G' = {y,z} e G" = {y + x,z}. A base

minima G" ndo é reduzida, visto que podemos reduzir y + © a y usando .

Dada uma base de Grobner (G, para calcular uma versao reduzida de GG basta reduzir
cada elemento g € GG em relacdo a todos os outros elementos da base e, no final, fazer todos os

polindmios em G monicos, i.e., fazer o coeficiente do termo de maior grau igual a 1 .

A préxima sec¢do trata do uso de bases de Grobner para resolver sistemas de equacoes

polinomiais por meio da eliminacdo de varidveis.

3.1.5 Teoria da Eliminacao

Sistemas de equagdes polinomiais sobre nimeros complexos ou reais podem ser usados
para modelar problemas combinatdrios. Deste modo, um problema combinatdrio € vidvel se, e
somente se, um sistema relacionado de equacdes polinomiais tiver uma solu¢ao (LOERA et al.,
2009). Nesse sentido, o papel da base de Grobner e da Teoria da Eliminagdo (TE) na resolucao
de sistemas de equagdes algébricas € o mesmo que o da eliminacdo gaussiana na resolugdo de
sistemas de equacoes lineares, ou seja, obter um sistema triangular, ou realizar o processo de
eliminagdo. A estratégia bdsica da teoria da eliminacdo serd dada em dois teoremas principais: o
Teorema da Eliminacdo e o Teorema da Extensao, seguindo Michatek e Sturmfels (2018) e Cox,
Little e O’Shea (2015).

Definicio 3.21. Dado I = (f1, ..., fs) C k[x1, ..., x,), 0 l-ésimo ideal de eliminagado I, é o ideal
de k[x (11, ..., Ty definido por Iy = I N K[z 41y, ..., Tn ).

Portanto, /; consiste em todas as consequéncias de f; = --- = f, = 0, o que elimina
as varidveis z1, - - - , x;. Note que [ = [,. E importante observar que diferentes ordenagdes de
varidveis levam a diferentes ideais de eliminacdo. Em suma, a eliminacdo de x4, - - - , z; significa

encontrar polindmios nao-nulos no [-ésimo ideal de eliminagao I;.

Teorema 3.6 (Teorema da Eliminagdo). Seja I C k[xy, ..., x,] um ideal e seja G uma base de
Grobner de I em relagcdo a ordem lexicogrdfica em que ©1 > xo > ... > x,. Entdo, para todo
0 <1 <n,oconjunto G; =GN k[az(l+1), -+, &, é uma base de Grobner do l-ésimo ideal de

eliminacdo 1.

Este resultado mostra que a base Grobner () em relagdo a ordem lex resolve o problema
de eliminacdo simultaneamente para todos os n. Assim, calcular G; significa triangularizar um
dado sistema de equagdes polinomiais. Portanto, a eliminagdo lexicogréfica € uma ferramenta

chave para resolver sistemas de equagdes polinomiais.
Definicio 3.22. Dados os polinémios f1,--- , fs € k[x1, ..., x,], 0 conjunto V(f1, ..., f5) tal que

V(fl, s ,fs) = {(Gl, ...,an) c kn : fi(al, ...,Gn) = O,V'l}
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¢ chamado variedade afim.

Uma variedade afim V(fi, ..., fs) C k™ é o conjunto de todas as solugdes do sistema de

equagoes fi(x1, -+ ,x,) =+ = fs(x1,- -+ ,2,) = 0.
Teorema 3.7 (Teorema da Extensao). Seja I = (fi, ..., fs) C Clzy, ..., x,] e I o primeiro ideal
de eliminagdo de 1. Para cada 1 <1 < s, escreva f; na forma

N.
fi=ci(xa, - ,x,)xy" + termos em que x; tem grau < Nj,

onde N; > 0ec¢; € Clzy,...,x,] é ndo-nulo. Suponha que tem-se uma solugcdo parcial
(ag,...,a,) € V(I)). Se (ag, ...,a,) & V(cy, -+, c5), entdo existe ay € Ctal que (a1, as, - ,a,) €
V(I).

E importante salientar que o Teorema 3.7 somente est definido para o corpo k = C.

Exemplo 3.18. Considere o seguinte sistema de equagoes:

?+y+z=1
2e+y*+2=1
P 4y+22=1.

Utilizando a ordem lexicogrdfica (v >z Y >1ex 2), a base de Grobner associada ao

ideal gerado pelos polinomio acima é

g = z4+y+22-—1
g = Y oy—2+z
g5 = 22t +t—22

g1 = 22(z—1)%(A+22-1).
Trabalhando de tras para frente, do tiltimo gerador para o primeiro, encontramos as seguintes

solucoes

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (=1 + V2, =1 + V2, =1 + V2), (=1 — V2, =1 — /2, -1 — V2).

Na secdo a seguir apresentaremos o Lema de Farkas e sua contribui¢@o para a resolucao

de problemas de otimiza¢do ndo linear.

3.2 Lema de Farkas

A teoria da dualidade da programacao linear e os principios de otimalidade de muitas
classes de problemas de otimizac¢do ndo linear sao muitas vezes baseadas no lema de Farkas ou

em suas generalizagdes.



Capitulo 3. Introdugdo aos Conceitos Matemdticos 59

O célebre lema de Farkas para sistemas de desigualdade linear foi introduzido em 19027,
Trata-se de um resultado fundamental em matematica e tem sido uma ferramenta importante
para o desenvolvimento de muitos principios matematicos de otimizacao e métodos matematicos
associados. Ele fornece uma caracterizacdo dual para a ndo-negatividade de uma func¢ao linear

sobre um determinado sistema de desigualdade linear finito. (CHIEU et al., 2019)

O Lema de Farkas provou ser ttil na Teoria da Dualidade da otimiza¢do matemaética
(alternativamente, programagdo matematica). O resultado original foi estendido e generalizado
de varias maneiras. Informalmente, o Lema de Farkas afirma que um sistema de equacdes e
desigualdades lineares tem uma solu¢ao em R"™ ou uma solucao dual que certifica que o sistema
original ndo tem solucdo. Assim, o Lema de Farkas nos fornece um meio, empregando a Teoria
da Dualidade, de apresentar um certificado de inviabilidade de um sistema linear, dado que outro

sistema linear associado possui uma solugao.

Lema 3.5 (Lema de Farkas). Sejam A uma matriz e b um vetor, sendo que o niimero de linhas de
A é igual a quantidade de elementos de b. Entdo exatamente um dos dois sistemas a seguir tem

solugdo

i. Ax =D, para algumb > 0.
ii. y'A> 0 paraalgumy tal que b'y < 0.

Exemplo 3.19. Sejam:

3
A=10 -1 4|, b=|5
1 1

O sistema Ax = b s6 tem a solugdo x = (3,—5,30/19)T, portanto o sistema ATy > 0 deve ter

solugdo para algum'y com by < 0. De fato, a solu¢io y = (2, —3,4)" nos dd

Aly = (10,13,12)", yb = 3(2) + 5(—3) + 1(4) = —5.

Na literatura, muitas variantes do lema de Farkas podem ser encontradas. A seguir,
apresentamos uma versao do Lema de Farkas obtida de Michatek e Sturmfels (2018).
Lema 3.6. Dados os polinémios f1,--- , fre g1, , g de grau um em R [x], exatamente uma

das seguintes afirmagcoes é vilida

o Existe um ponto x € R" tal que

fi(x)=0,Vie K,g;(x) >0,¥j € L.

7 Farkas J (1902) Theorie der einfachen Ungleichungen. Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik

124:1-27
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o Existem numeros reais a; (1 € K) e b; (j € L) tais que

k

> aif; (x) + ;bﬁgj () = -1

=1

vale em R [z].

Um resultado mais geral estd disponivel com a inclusdo de polindmios ndo lineares e

desigualdades estritas, mas o Lema conforme indicado € suficiente para nossos propositos.

No Capitulo 4, mostramos como a dlgebra nao-linear pode ser uma ferramenta util na
andlise de jogos cooperativos. Mais precisamente, utilizamos o Lema de Farkas para fornecer

uma condi¢@o necessdria e suficiente para que o nicleo de jogos cooperativos seja ndo-vazio.

3.3 Analise de Particoes de MacMahon

O sistema diofantino linear € um dos conceitos mais fundamentais da matematica. Um
problema bdésico € determinar o conjunto de solucdes inteiras ndo negativas de um sistema de
equacdes ou desigualdades lineares Acv = b para uma matriz inteira A e vetor b adequados. Em
combinatdria algébrica, a andlise de particdo de MacMahon (APM) tornou-se uma abordagem

geral para problemas relacionados ao sistema diofantino linear.(XIN, 2015)

Usando a abordagem de MacMahon, problemas como contagem de pontos de rede em
um politopo convexo, contagem de solugdes integrais para um sistema de equacdes diofantinas
lineares e calculo de quase-polindmios de Ehrhart, tornam-se avaliagdes do termo constante de
uma funcao racional de Elliott: uma funcao racional cuja denominador tem apenas fatores da
forma A - B, onde A e B sd3o ambos mondémios.(XIN, 2004)

A ideia central da APM € o chamado processo de eliminagao de varidveis. Dado um
sistema diofantino, i.e., um sistema envolvendo equagdes e desigualdades diofantinas, o método

de parti¢do visa obter a funcao geratriz que descreve todas as solucdes deste sistema.

3.3.1 Funcao geratriz
Definicao 3.23. Dada uma sequéncia de niimeros reais a = ag, a1, as, ..., a funcdo
0 .
fa(t) = Zajtjv
j=0

é chamada de fungdo geratriz da sequéncia a, e pode ser uma soma finita ou infinita.Note que

nessa série a; é o coeficiente de t’.

Considere o exemplo de Alonso-Meijide, Casas-Méndez e Fiestras-Janeiro (2015) a

seguir.
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Exemplo 3.20. Considere o produto finito ou binomiais lineares I17'_, (1 + o, t) = Y27 a,t",
com a, € R, onde ag = 1 e parar > 0, a, é dado por:
Ay = Z A Oy o O
1<11<12<... < <N

Se todos os valores de «,. sdo iguais a 1, temos que (1+1t)" =>"_, (Z) t". Assim sendo, a fungdo

f(t) = (14 t)™ gera a sequéncia binomial a = {(:f) |r=0,1,...,n}.

A fungdo geratriz fornece um método para contar o niimero de elementos c(r) partindo
de um conjunto finito, quando esses elementos tém configuragdo dependente de uma propriedade

r.

3.3.2 Analise de Particoes de MacMahon e o operador Omega

Uma parti¢do n = (ny;ne;- -+ ;ng) de um inteiro N é uma cole¢do ndo ordenada de
inteiros positivos n;, chamados de partes, tais que |[n| = n; + ny + --- + ny = N. Duas
somas que diferem apenas na ordem de seus elementos sdo considerados a mesma particao.
Por exemplo, o nimero cinco pode ser escrito de sete maneiras distintas: 5 = 4 + 1 = 3 +
2=34+14+1=242+1=2+1414+1=14+1+1+1+41 e temos as particdes
{5},{4,1},{3,2},{3,1,1},{2,2,1},{2,1,1,1} e {1,1,1,1,1}.

Teorema 3.8 (Lecture Hall Partition Theorem). De forma geral, o niimero de particoes de um

niimero inteiro positivo n pode ser escrito na forma: n = b; +b;_; + ... 4 by onde

by o bim

J -1

>...20 >0

bj — bj,1 + ...+ (—1)j_lbl =m,

onde m representa o nimero de particdes possiveis para n em exatamente m partes impares cada

uma menor ou igual a 27 — 1.

Em seu famoso livro “Combinatory Analysis”®, MacMahon introduziu a andlise de
particdo como um método computacional para resolver problemas combinatérios em conexao

com sistemas de equacdes e desigualdades diofantinas lineares.

O método de Andlise de Particoes de MacMahon (APM) consiste na aplicagdo do operador
linear Omega (2, eliminando a varidvel A que contenha expoentes ndo negativos. A seguir,

apresentamos a defini¢do do operador Omega (2> segundo Andrews, Paule e Riese (2001).

Definicao 3.24. O operador Omega é definido em funcdo de expansoes miiltiplas convergentes

o0

F=3 3 foraAf- A% (3.2)

a]=—00 Q;=—00

8 (MACMAHON, 1960)
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numa vizinhanga aberta do circulo |\;| = 1. A ag¢do do operador Q> é dada por

A oo o0
QF = Z o Z foq--'oci (33)
- a1=0 a;=0

onde A = (\1,...,\,). Note que o operador é linear e

A A1 Aa oA\
> > > >

onde o é qualquer permutacdo dos componentes de A. Portanto, no que segue, restringimos
nossa andlise a eliminacdo de uma tinica variavel \ ja que o caso geral pode ser deduzido pela

eliminagdo de uma variavel de cada vez.

Como apontado por Andrews, Paule e Riese (2001), € importante trabalhar com expressdes
convergentes para evitar ambiguidades. No caso de nosso trabalho, trabalhamos com somas finitas

de tal forma que nossas fun¢des automaticamente satisfazem 3.24.

Doravante, para evitar confusdes, geralmente omitimos o A no simbolo de €2 e escrevemos
A AlyeesAg 1,...,2

b 7Z
simplesmente (>2F = §>2 F = §>2 F' e quando temos apenas uma varidvel restante, escrevemos

A
§>2F = §>2F Nas aplicagdes, hd um outro operador 1til:

Definicao 3.25. Para F' como na Eq. (3.2) definimos

QF = fo-0 (3.4)

Em termos gerais, dado o sistema linear diofantino Ao = ae Ba > bcom B = {0,1},
A Bn, A= (aij)an = (al, ce ,an), B = (bZ]) = (bl, c. ,bn), a;,a € Zl € bj, bez™

mXn
(j =1,...,n). A expressao Omega associada é dada por
A B Ap n
. Aa—a, Ba—b, o __ —a,,—b ag,,b
F(m)_gggx ple Ttz = Q0N ]}:[1(1—>\ P (3.5)

Ressaltamos que (3.5) ndo € a expressao mais geral a ser tratada pela APM, mas (3.5) € suficiente
para nossos propdsitos. Extensdes envolvendo somas infinitas, mas limitadas, também podem
ser consideradas neste contexto. Ressaltamos ainda que, neste trabalho, as desigualdades para
os vetores sao entendidas de forma articulada, i.e., a < b significaa; < b; parai =1,...,ne
A* = AT A0

A eliminagdo de varidveis permite que possamos enumerar todas as solugdes do sistema
através da funcao geratriz livre de varidveis Omega. Na expressao 3.5, ao somar em todo «

possivel, apenas os termos que satisfazem Ao = a e Ba > b serdo capturados pelos operadores
A B
Qe (>2, respectivamente. Finalmente, usando as Defini¢oes 3.24 e 3.25, obtemos um polindmio em

x cujo coeficiente conta o nimero de solugdes do sistema diofantino linear A = ae Ba > b.

Usamos também a notagdo i = (i,...,7),e.g,0=(0,...,0), 1 =(1,...,1), etc.
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O processo descrito no pardgrafo anterior é chamado de eliminagdo e torna a andlise
de particao do MacMahon um método muito poderoso e ttil para fins praticos. Por exemplo, a
andlise de particdo de MacMahon € um método eficaz para introduzir restri¢des na descri¢ao das

solucdes de sistemas diofantinos via geracao de funcdes como em (NETO, 2018).

Observacao 3.1. Existe um resultado interessante que nos permite calcular a ag¢do de ) em

termos de §>2 Mais precisamente, para F' como em (3.2) a seguinte igualdade é valida

QF (A) = QF (\) + QF (\™') = F(1) (3.6)

o que segue diretamente da Definicdo 3.24. Desigualdade estritas e reversas sdo recuperadas
dos operadores Q and (), i.e., (>2F = §>2F — QF and S<2F (A) = §>2F (1/)X). Portanto, de agora

em diante, consideraremos somente > and = em nossas andlises.

Retomamos o Teorema 3.8 para apresentar o exemplo a seguir seguindo Andrews, Paule
e Riese (2001).

Exemplo 3.21. Considere j = 3 no Teorema 3.8, temos entdo

1
(1 —qx)(1—¢z)(1 — ¢°x)’

O coeficiente de x™q" representa as m partigcoes de n. Portanto, o coeficiente de ™ q" em:

(3.7)

2b3—3b2 \ bo—2b1 ,.b3—ba+b1 b1+b2+b3
&3 >N A5 x q (3.8)
= b1,b2,b320

gera exatamente o niimero de partigoes quando definimos j = 3, pois o operador (> viabiliza
apenas as particoes by + by + b3 = n por ter todos os expoentes positivos. Agora inserimos

condigoes para que 2b3 — 3bs > 0 e by — 2by > 0.

A série geométrica obtida ao somar os termos da expressdo anterior é dada por

03 (%) X (3) S0t

= 5120 b220 b320
Podemos reescrever a expressdo acima como
1
0 (3.9

> qx Aagq
1= [ 229 e
( A%) ( A) (1= igz)

Temos entdo n = 3, x1 = r3 = qx, Ty = q/x. Para provar o Teorema 3.8 temos que mostrar a

igualdade das expressoes geradas em (3.7) e (3.9). Para isso usamos o seguinte Lema:

Lema 3.7. Para qualquer s inteiro ndo negativo (s > 0),

1 1
Q(l —a)(1— %) - (1 =2)(1—a%y)
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Aplicamos o Lema 3.7 para eliminar os parametros \i e \o. Dessa forma, chegamos a expressdo
dada por 3.7.

Demonstracdo. Ao aplicar o operador Omega, temos a eliminacdo dos A’s com expoentes positi-

VOS:

b1 i b1 —sba b1 b2
0y @ (L) -2 %

T o820

Fazendo a mudancga b3 = b; — sby obtemos

0 Z /\bSZEb3+Sb2yb2 — Z [Eb3 (xsy>b2 _ ‘
= bba0 b2,b3>0 (1 —2)(1—z°y)

]

O exemplo acima mostra que manipulacdes algébricas sdo o elemento central do método
de MacMahon. Outra caracteristica importante do método de MacMahon € o Pacote Omega’,
um programa computacional simbdlico adequado para fazer calculos envolvendo o cédlculo do
operador Omega e disponivel gratuitamente'’. A aplicagio de tal pacote permite que o método de
MacMabhon seja facilmente implementado no computador, ja que o operador Omega € calculado

automaticamente, possibilitando, assim, a execucao de cdlculos computacionais de maior porte.

Consideramos agora o niumero de solu¢des de uma equacgao diofantina considerada em
Faaland (1972) que € particularmente relevante na programacao inteira. O resultado principal de
Faaland (1972) é uma generalizagdo do resultado da Mignose ao obter uma relagcdo de recursdao

. ~ T ~ . .
para o numero de solu¢des « = (v, ..., q,) daequagdo diofantina

aTa:a1a1~|—---—|—anan:a

coma = (al,...,an)T sujeitoa0 < a < b.

Proposicao 3.2. O niimero de solucées a’ o« = a sujeito a 0 < oo < b é dado pelo coeficiente

% e

n b;
I (S

i=1 \j=0

O pacote Omega € uma implementacdo para o programa Wolfram Mathematica para Anélise de Particdo de
MacMahon realizada por Axel Riese, um Postdoc do grupo RISC Combinatorics (Research Institute for Symbolic
Computation). O Pacote foi desenvolvido em conjunto com George E. Andrews e Peter Paule (ANDREWS;
PAULE; RIESE, 2001). O objetivo do pacote Omega € implementar no Mathematica o método de MacMahon
na pesquisa de andlise combinatdria.

10°A  aquisicilo do pacote ¢é dada por meio de download no endereco eletrdnico:
http://www.risc.jku.at/research/combinat/software/ergosum/RISC/Omega.html.
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Demonstragdo. Temos

A n b; n b; ‘
— — = LL‘ @i = x‘jai
F(a® —I,-b Q paesagalo Q)\ )\]
T 0<a<b i=1 \j=0 i=1 \j=0
onde o Unico termo que sobrevive sdo aqueles que o expoente de x € a
Corolario 3.4. O niimero de solucées de a” o = a é dado pelo coeficiente x* de
n oo
(e
i=1 \j=0
Demonstracdo. Considere b; — oo na Proposi¢do 3.2.
Exemplo 3.22. Consideramos o sistema
o toag+ -+ g1 =N
) 2 Qg
ag < ag
Qo < Qom1-
Entao, a funcdo geratriz do sistema é dada por
5\26 )\a1+a2+a3+---+a2m+1*n a]—a2 , 3—02 0y —03 Q2m41—02m a1 a2m4-1
2o > Hq H H3 “ Hom a7 P - Ty
— 0<a<n
Usando Defini¢des 3.24 e 3.25 e fazendo oy — s = 4, temos:
AL Bi1+2a2+az+-+aomi1—n, B, az—az , as—as3 Q2m+1—02m
= QQ > ()\ T pe” T " Ham :
~ 0<pB1,02,..,a2mp1<n
as+P1 s Q2m41
Ty L™+ Tomq1 )
_ 6{2 )\51+2a2+013+"-+042m+1*n az—a2 , a4—0a3 Q2m+1—02m  c2+f1
= Z Ha ) © Hom Ly :
~ 0<B1,02,...;,02m+1<n
(e %3 a2m+1
LTt Tomp )
Fazendo a3 — ap = (35, temos:
A6 B1+B2+3az+ay+-+ B2, aa—Pa—a2 Q2m41—02
— 1+02+3a2+tag+-+aamt1—n —f2—a2 m+1—02m
= QQ > (A 15® 113 L3

0§517527a27a47"'7a2m+1 <n

as+P1, as a2+ Q2m+41
Ty Ty T3 “r Tomt
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Ap
_ B1+B2+3aztasttasmy1—n, ca—fr—az Q2m+1=Q2m .02+
= QQ > (A G C S gt
— 0<B1,B2,02,04,..,2m 41N
s oa+P2 2m 41
Lo~ T3 o Tomtl )
Fazendo a1 — oy = Pom, temos:
A p2
=0 Qm Z ()\51+(2m—1)524'(27”—2)534-“-+,32m+(2m+1)oz2—n grznmxtlxz-‘r,&xémxgz-‘r& .
= >
— 0<B1,82,..,82m,02,<n
o BetBstaz  Bote+Bamtag
Ty Lom+1
A
— Q Z ()\51+(2mf1),32+(2m72)53+---+ﬁ2m+(2m+1)a2fnxtl)éerﬁl x32x§<2+ﬁzx52+53+012
0<B1,82,..,82m,2,<n
L Bt Bamtan
Lom+1 .
_ az+P1 .az,.a2+P2  Ba+B3+az Bo4-4Pom+az
= > I N T Tompr

B1+(2m—1)B2+(2m—2) B3 +-+Pam+(2m+1)az=n

Como mostrado em (NETO, 2018), muitas restri¢cdes na formagao de coalizdoes em jogos
cooperativos podem ser reformuladas em termos de um sistema diofantino. No Capitulo 5,
apresentamos uma aplicacdo da Andlise de Particoes de MacMahon em Jogos de Votacdo com
Peso Miiltiplos MW VG).
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4 Aplicacdes da Algebra N3o-linear em Jogos
de Mercado Abstrato

Pelo Lema de Farkas, afirmar que o nicleo de um jogo € ndo-vazio € equivalente a ndo
encontrar nimeros reais vy, zg tais que

yay—v(N)+ > 2z (zs —v(9)) = -1 (4.1)

em R [x] com x € R2"~1, O certificado em (4.1) nos fornecerd um sistema, denotado por .y,
de equagdes polinomiais quadréticas ao igualarmos cada coeficiente de z; no L.H.S. e R.H.S. de
(4.1). Seja

SCN\{i} SCN

A determinagdo da base de Grobner associada ao ideal Iy € direta. Em termos gerais, a
computagdo da base de Grobner tem um elevado custo computacional, mas no nosso caso, a base
pode ser facilmente determinada devido ao fato de muitos polindmios envolvidos na aplicagao
do algoritmo de Buchberger serem primos relativos; ou seja, se MMC (ML (f), ML (g)) =
ML (f) ML (g),entdo f e g sdo primos relativos. Portanto, o fato a seguir fornece uma condigéo

necessdria e suficiente para o nucleo ser ndo-vazio:

Fato 4.1. O niicleo de um jogo cooperativo (N, v) é ndo-vazio se, e somente se, pelo menos uma
das equagées S (g, 9j) = 0 nao é satisfeita, onde Gy = {g1,- - - , g} é uma base de Grobner

para o ideal I na Eq. (4.2).

No caso de jogos de mercado abstrato, o seguinte lema pode ser usado para simplificar o
certificado na Eq. (4.1).

Lema 4.1. Se v (N) # > .cqv (i), entdo o jogo de mercado abstrato admite uma normalizagdo
tal que v (S) < 1,VS C N,comv (i) =0,Vie N,ev(N) = 1.

Demonstragdo. Note que v(S) = av(S) — b>;cgv(i). Ao impor v(N) = lewv(i) = 0e
resolver para a e b, encontramos a = b = (v (N) — Y,cn ¥ (1)) Lembre-se que para os
jogos serem equivalentes devemos ter a > 0. Como o jogo (/N; v) é super-aditivo em N, temos
v(N)> ", v(S;) com B = {S;}" uma particdo B de N, isto é, S;NS; = D sei # 7, tal
que i,j € M e U, S; = N. Introduzimos o jogo (NN, v) com
v (S) % v(S) — Zz‘es’/@
v(N) = Eienv (i)

o qual é estrategicamente equivalente a (N;v). Desse modo, o novo jogo (N;v) satisfaz a

normalizac¢do necessdria. ]
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Nosso proximo resultado revisita o Teorema 1 de Cao, Qin e Yang (2018) do ponto de

vista das ferramentas da dlgebra nao-linear apresentadas no Capitulo 3.

Teorema 4.1. O niicleo de jogos de mercado abstrato com quatro ou menos jogadores é ndo-

vazio.
Demonstragdo. O cason = 2 segue diretamente do fato de que y (219 — 1) + 2221 + 2329 = —1
noslevaay + 22 =0,y + 22, e y = 1 0 que € impossivel.
Para n = 3, usamos o Lema de Farkas para obter
Y (z123—1) + 2 (112 —v(1,2)) + 25 (113 — v (1,3)) + z5m
—I—Zz (27273 — v (2, 3)) + Zgl'Q + Zgil,‘g = —1, i X1,%2,T3 € R

Portanto, temos os certificados
y+ 22+ +25=0, y+z3+2;+2 =0,

Yy+z+ 2+ =0, eytarzl+agzs +agzs =1

coma; =v(1,2),a; =v(1,3),eas =v(2,3). Usamos a ordem lex com
Y Zlex 21 Zlex " Zlex %6-
O ideal
I=(y—+2+2+25,y+z+2+22,y+2+25+28,Y+ a2z + aszs +aszy — 1)
gerado pela base de Grébner é dado por (f1, -+, f11) com
hi=y+a+z+5 h=y+a+2+2,

fa=y+ 23+ 25+23, fi=y+asz +aszs +agz; — 1,
fs=aA+z =2 — 22, fo=2+ 25— 2 -,
fr=2 =2+ =2, fs=2+ (1 —ag) 2] + (1 —a) 23 —agzf +1,
fo=(1—as)z3—asz;+(1 —as) i +23+1, fio=—asz3+(1 —as) 23+ (1 — ag) 27 +25+1,
e

f11:(1—a2—a3)z§—|—(1—a4)zz+agz§+(1—a2)z§+1.

Note que se |A| = 0, 1,2, 3, sempre teremos uma equagao polinomial sem solugio, ji que, pelo
menos uma das condi¢des, a;, as,ay < 0 é verdadeira tomando S = () em (2.13) ou (2.14).

Portanto, pelo Lema de Farkas, o ndcleo € nao-vazio.
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Para n = 4 temos a condi¢ao

Y (1234 — 1)+ 27 (x103 — v (1,2,3)) 4+ 23 (124 — v (1,2,4)) + 23 (134 — v (1,3,4))
+2i (212 — v (1,2)) + 28 (213 — v (1,3)) + 28 (214 — v (1,4)) + 2711

+22 (2934 — v (2,3,4)) + 22 (223 — v (2,3)) + 23 (w24 — v (2,4)) + 23,22

+22 (w34 — v (3,4)) + 2h3w3 + 2524 = —1, YV 21, 29, 73,74 € R.

Portanto, temos os certificados

Y+ 22+t a4+ 22 =0,
y+zf+z§+zi+z§+z§+zfo+zf1:0,
Y+ 2+ 25+ 25+ 2+ 2+ 2+ 25 =0,

y+z§+z§+z§+z§+zf0+zf2+zf4:O,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

coma; =v(1,2,3),as =v(1,2,4),a3 =v(1,3,4),a, = v (1,2),a5 = v (1,3),a6 = v (1,4),

ag =v(2,3,4), a9 = v(2,3), a0 = v (2,4), e a12 = v (3,4). O ideal gerado pelos polindmios
do certificado é dado por (f,- -, f11) com

f1=y+zf+z§+z§+z§+z§+z§+z$,

fo=y+ 2 2+ 2]+ g+ 2 + 2,
fa=y+af + 23+ 25+ 2+ 2y + 2ty + 20,
fo=y+ 25+ 25+ 25 + 25+ 2 + 2 + 2
fs :y+a1zf+a2z§+a3z§+a4zi+a5z§+aﬁz§+agz§+agz§+alozfo+alng2 -1,
fo=S(f1,fo) = 25+ 25 + 25 + 27 — 25 — 25 — 2o — 211,
fiofs) =2 + 2+ 25 + 27 — 25 — 25 — 2y — 21,

fr=5(
fSZS( 1af4)
fo=5(

9, 2, 2, .2 2 2 2 2
2ty 252 — 25 — 20 — 212 — 21

2 2 2 2 2 2 2 2
27f3)—22+Z4+210+211_23_25_212_Z13=

_ 2 2 2 2 2 2 2 2
Jio =5 (f2, fa) = 21 + 25 + 29 + 211 — 23 — 25 — 212 — 2145

2, 2, 2, 2 2 2 9 2
Jiu=S(fs, fa) = 27 + 25 + 25 + 213 — 25 — 25 — 210 — %14

fa=S8(fi.fs) =1 —a)zi+ (1 —as) 2+ (1 —as) 2 + (1 —ag) 2§ + (1 — as) 23
+ (1 — ag) 22 + 22 — agzi — agzl — apziy — a122%5 + 1,
fi3=S(fo, fs) =1 —a1) 2+ (1 —ag) 25 —azzz + (1 — ay) 25 — asz?

—agzg + (1 —ag) 22 + (1 — ag) 22 + (1 — ayg) 23y + 22, — a1923 + 1,
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fia =S (fs, f5) = (1 —a1) 22 — asz2 + (1 — a3) 25 — aszd + (1 — ap) 22
—agzg + (1 —ag) 22 + (1 — ag) 25 — a102%y + (1 — ayp) 2% + 23, + 1,

fi5 =8 (f1,f5) = —a12} + (1 — az) 25 + (1 — a3) 23 — au2? — asz?

+ (1 —ag) 25 + (1 — ag) 25 — agzg + (1 — axo) 25y + (1 — ana) 21, + 27, + 1,

S (fiz2, f15) = 25 + 22 —aqzi + (a1 —as) 22 + (1 —ay —ag) 22 + (1 —ay; — ag) 23

+ (a1 —ag) za + (1 —ay — ayo) 23y + 2% + a1z, + (1 —ay) 22, + 1,

S (fia, f15) = (1 —ay — ag) 22 + 22 —agz2 + (a1 —as) 22 + (1 —ay —ag) 22 + (1 — ay — ag) 22

+ (a1 —ag) 25 + (1 — a1 — an) 2 + 2fo + ar2f3 + (1 — ar) 2{; + 1,
fr=2 — 2+ 25—z,
fs=224 (1 —ag) 25 + (1 —a3) 22 — ag2s + 1,
fo=(1—ag) 2 —asz; + (1 —ay) 2] + 22 + 1,
fio = —agz5 + (1 —az) 25 + (1 —ay) 25 + 25 + 1,
fii=0—ay—as)zs + (1 —ay) 22 +apzi + (1 —ag) 22 + 1.

Note que se |A| = 0, 1,2, 3, sempre teremos uma equagio polinomial sem solug¢do, pois pelo
menos uma das condigdes aq, as, ay < 0 € vdlida. Portanto, pelo Lema de Farkas, o nucleo €

nao-vazio. [
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5 Alianca em MWVG com restricao na for-

macao de coalizao e Analise de particao de
MacMahon

Em situagdes descritas como jogos cooperativos, geralmente assume-se que qualquer
conjunto de jogadores pode formar uma coalizao. No entanto, em muitas negociagdes que
ocorrem no mundo real, nem todas as coalizdes podem ser formadas. As restricdes na formagao
de coalizdes podem ser atribuidas a razdes econdmicas, hierdrquicas, politicas etc. e fazem com
que alguns individuos ndo concordem ou sejam capazes de cooperar com outros. (PULIDO;
SaNCHEZ-SORIANO, 2006) Quando dois partidos ndo tém nenhuma pauta em comum um com
0 outro e, por isso, nunca formariam uma coalizao, temos um exemplo de um jogo de votacao

com restri¢cdes na formacgao de coalizdes.

Considere W' = {wy, ..., w,} o vetor de pesos de um jogo de votagio como descrito

em 2.21. Uma coalizdo S € representada por
a=(a;---a,)’ €{0,1}"

se wg = Wha, comwg = Y;cqw({i}) e S C N. Por exemplo,se n = 5e S = {2,3,5},
entdio a = (0,1,1,0,1)7 representa a coalizdo S. Suponha agora que queremos excluir ou
incluir certas coalizdes no célculo do indice de poder de Banzhaf. Como «;,«; € {0,1}, a
restricdo o; + a; — 2 = 0 forga (o, ;) = (1, 1); isto €, i e j irdo cooperar. Em termos da APM,
introduzimos € - - - A*~*~2, Da mesma forma, se os jogadores ndo cooperarem, introduzimos a
restrigdo 1 — Zvi — a; > 0 que forca (a;, o) = (0,1),(1,0), (0,0); ou seja, i e j ndo estdo na

mesma coalizdo. Em termos do cdlculo Omega, introduzimos §>2 ot

Exemplo 5.1. Suponha que desejamos calcular o indice de poder para um jogo de votagao com
peso com N > 5 jogadores, mas, por algum motivo, sabemos que o jogador 3 nunca formaria
uma coalizdo com o jogador 5. No contexto de APM podemos introduzir a restricdo na formagdo
de coalizdo

as + as < 1.

Em outras palavras, ndo podemos ter a3 = a5 = 1. Essa restricdo impoe que o0s

Jjogadores 3 e 5 ndo estejam juntos na coalizdo.

Como apresentado por (NETO, 2018), muitas restricdes na formacgao de coalizdes podem

ser reformuladas em termos de um sistema diofantino. Portanto, apresentamos

k
V (A% = a A BOa > b?). (5.1)
=1
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Se aplicarmos a APM para descrever as solugdes de (5.1), € possivel que algumas das solugdes
sejam contadas mais de uma vez e podemos adaptar o principio de inclusdo-exclusdo ao contexto
da APM para evitar multiplas contagens como na Proposi¢dao 6 de (NETO, 2018). Portanto, no

que se segue, consideramos

- GAE W) g o d AR 0 OO
> 5 -yl = S e fhx ! I (14 x )
=1 acB” - =1 - 1EN
comc? = AVa — a®, dP = BYa — b, e ¢, € B definidos pelo principio da inclusdo-

exclusdo. O proximo exemplo ilustra nossa notagao.

Exemplo 5.2. Queremos determinar as solucoes de oy + s + 33 > 4dou oy —as > 1 ou
200 — g > 2. Sejama = a1 +az +3a3 —4, b=a; —ay — 1, e c = 2a9 — a3 — 2. Entdo, a
funcdo geratriz abaixo descreve todas as solucoes do sistema

A

v Z ()\a—i-,ub‘i‘l/c_)\alub—)\aVC_/J/bVC‘i_)\a,UbVC) xr®

acB3

VT

A, v
= Q (A (14 Azp) (14 Axa) (1 + Nag) + pt (1 + pay) (14 ptag) (1+ x3)

+ 72 (1 + 1) (1 + v2x0) (T4 v tes) — A4 (1 + Auwy) (14 A ta) (1 + Aag)
AT (1 + Arg) (1 + M) (1+ Mo tas) — w2 (1 + pxy) (14 pvia,)
X (1+vtes) + A4 w72 (1 + Auxy) (1 + A~ t2as) (1 + Nvlag))
=T+ T2+ X122+ T13+ Loz + T123-

Agora estamos prontos para apresentar nosso resultado principal.Usamos a notagao
=N\S.

Teorema 5.1. A funcdo geratriz
=2 (=

=1

) () ()
i, < o) 11 (e )

jes\{i} kEN\S

[N WINY

0—a<l>L—b<l) Hwi—rk—r“ws—qy—q

IIZDCD
|\/‘;D>*

11

5.2)

A

v

fornece todas as combinacdes de peso que contribuem para A; (para definicdo de A;, veja
1
Eq. 2.29) e satisfaz a restri¢do (5.1). Onde f()\)‘)\ = f(1) = f(A).

Demonstragdo. Decompomos @ = (3 + =y de tal forma que 3 representa a coalizio 7' C S > ¢

e v representa a coalizio U C N \ S, i.e., BT'y = 0. Uma coalizdo é vencedora no jogo v|vg se
Wy >qouWl|sB>re Wy+ws >q (5.3)

comvg = [r;Wls] = [r;w;,, ..., w;,]. Agora determinamos sob quais condi¢des i é um

votante swing. Primeiro, observe que se a primeira desigualdade (5.3) for verdadeira, ¢+ ndo
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€ um jogador swing, ou seja, ¢ ndo € necessdrio para vencer. Portanto, devemos considerar
S\ {v € 5¢: W+ > q}. Além disso, o jogador ¢ deve ser um swing no jogo auxiliar vg e a
terceira condi¢ao em (5.3) deve ser mantida. Com base nessas observagoes, concluimos com a

funcdo geratriz de 7 para ¢ ser um swinger

m 0 A
fl(m) = Z (_1)6[ 9 §>2 Z Z GA(l>a—i—a(l)
=t - T 0\ (13SB i S1s\ (i} On\sSY<INn s

11

sy BYa_i—b® K'/Wlsﬁ_i'f'wi_rAW‘S/B—i_T“WA/JF'wS_qVW7_qw/B—i+7

Alv

e somamos sobre 3_, e . O

Primeiro, mostramos que alguns dos resultados de (NETO, 2018) seguem do Teorema

5.1. Tomamos w; > r > 1 no que segue.

Corolario 5.1. Se definirmos S = {i} no Teorema 5.1 obtemos a fungdo geratriz

1
LY gy o @) ) )
00 a L b I-‘l’wl qV q H 1 + eaj Lbj uw] ij IL’]

JeN\{i}

fil) = (1) &

=1

(5.4)

v

dadas nas Proposicoes 5 e 6 de (NETO, 2018) e adaptadas a notacdo utilizada neste trabalho.

Demonstragdo. A prova segue diretamente do Teorema 5.1, observando que ani"" = 1,
\ >
S>2)CT = 0, e usando a linearidade do Operador Omega. [

Observacao 5.1. Note que o Coroldrio 5.1 é uma extensdo de alguns resultados de (ALGABA et
al., 2003). De fato, se definirmos (k, A, 0,¢) = (1,1,1,1), m =1 em (5.4), e x; = "7, entdo
obtemos a fungdo geratriz na Proposi¢do 2.2 de (ALGABA et al., 2003). A vantagem de usar a
fungdo geratriz de multi-parametros em (5.4) via APM é que ela seleciona diretamente os termos

que entram no cdlculo do indice de poder de Banzhaf de um MWVG.

Se v = [g; W de agora em diante escrevemos

KA (OINO) !
ﬁi(l) (v) = §>2 KA ] (1 409 g )\“’j:cj)

JEN\{i}

A

A seguir, comec¢ando pelo Teorema 5.1, obtemos uma funcao geratriz simplificada no

caso especial de um jogo de votacdo com peso.

Proposicao 5.1. A funcdo geratriz
film) = > (-1
=1

M L KYI Wk
X H (1—|—9“J‘l W iwjxj> H (1+0“'(cl)bbf(cl)5 xk> (5.5)

jeS\{i} KEN\S o

fornece todas as combinagoes de peso que contribuem para A; e satisfazem a restrigdo (5.1).

>

L7H7 ?/’L7l/
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10
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Demonstragdo. Seguimos a prova do Teorema 5.1 e decompomos a« = 3 + «. Uma coalizao

¢ vencedora no jogo v|vg se wy > gouwl|sB > re wy+ ws > gcomvg = [r;w|s] =

[r;w;,, . .., w;,]. Note que uma condigdo necessdria para i ser swing é wy < ¢ — 1. Portanto,
temos
m 0 LKA\ W,V
B g & bt ADa_;—a® BOa_,—pW®)
@) = Y Eped" e w > 6 ,,
=1 T 05\ (i3SB_iS1g\ (i3 O\ sSYSIn s

X WlsBitwimr \r=1-w|sf_; juwytws—qq-1-wygpf_;+v

e somamos sobre B_, e . [

Observacao 5.2. Seguindo o que fizemos no Coroldrio 5.1, obtemos a fungdo apresentada na
Observagdo 3 de (NETO, 2018) da Proposicdo 5.1.

Finalmente, mostramos que extensoes de alguns resultados de (FELSENTHAL; MA-
CHOVER, 2002) seguem diretamente do Teorema 5.1. Usamos a notagdo g; (uv) = 1+ psv™s
0
e g (pv) =1+ 6% Lbf(cl)uwkl/wk.

Corolario 5.2. Seja cgl) = (a,l(l), b§”). A seguinte identidade é valida

- a2 L0 0 [ ;
B () = 3500007 (60 0) Ly + 50 0] )

=1

Demonstragdo. Usando o Teorema 5.1 com z; =0, S = {4, j}, e w; > r > 1, obtemos

1
K,V

wi;j—q,,~q @
2Que vt [ g (wv)

keN\{ij} v
wy [ ! —q, - z
=2Q (u“’” “ I oY) —pemw I g (MV))
= keN\{i,j} keN\{i,j}
py [ z - !
=2Q (u w7 I o () —v 1 g;i)(w))
= keN\{ij} keN\{i.j}
Y s _ I
= 2£>2 (y I — q) 11 g,g) (v), (5.6)
2 kEN\{i,j}

usando o fato de que sob o sinal do operador Omega, a varidvel p € redundante. Em seguida,

temos

lado direitode (5.6) =

VOR

(V“’“q o 2 Zae A V“’i’q) 11 9 () + [i = 4]
keN\{i,j}

x

vV

Il
\Vie)

([szi_ql/_q + p]wi,j—qywi—q + “wj—qy—q + Mwi,_i_qywj_Q) H g]gl) (IJ,I/)
keN\{i,j}
1

S
?

|
Ve

(wotw9g; (pv) + w9 (wv)) I o (mv)
KEN\{i.j}

v
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Portanto, o resultado segue ao igualarmos o lado esquerdo de (5.6) com o lado direito de (5.7) e
0 .
somando sobre [/, usando a linearidade do operador Omega, e aplicando o operador S:)(>2, depois

de dividir por 2771, O

Observacao 5.3. O Corolario 5.2 é uma generalizacdo do Teorema 2.5 de (FELSENTHAL;
MACHOVER, 1998). De fato, se definirmos no Coroldrio 5.2 (0,¢) = (1,1) e tomarmos m = 1
obtemos o Teorema 2.5 de (FELSENTHAL; MACHOVER, 1998).

Corolario 5.3. Sejai € S. A seguinte identidade é valida

m

B (vlvs) = Y- (-1 2075 ws) 6 (o).

=1

Demonstragdo. De fato, usando o Teorema 5.1, temos a fatoragao

= 3 (1)t e A Lo o) |
film) = > (-1) ) QR 11 ( +0% 5 K xj)

=1 jes\{i} A
1
v
xQuvsTi T ] (1 + O“S)ng)uwkuwkxk) (5.8)
2 keEN\S v

parai € S e usando a linearidade do operador Omega. Note que f; (1) conta o nimero de swings
do jogador i no jogo v|vs que é dado pelo produto do niimero de swings do jogador i no jogo
auxiliar vg vezes o nimero de swings do jogdor S em v|g. Dividindo os dois lados de (5.8) por
27~1 e usando 2"~ = 25712775 no lado direito de (5.8) o resultado segue. O

Observacao 5.4. O Corolario 5.3 é uma generalizacdo do Teorema 2.6 de (FELSENTHAL;
MACHOVER, 2002). De fato, se estabelecermos no Coroldrio 5.3 (0,1) = (1,1) e tomarmos
m = 1 obtemos o Teorema 2.6 de (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002).

Observacao 5.5. Nos destacamos que os Teoremas 2.7 e 2.8 de (FELSENTHAL; MACHOVER,
2002) sao consequéncias diretas dos Corolarios 5.2 e 5.3 e, portanto, podem ser vistos como

casos particulares do Teorema 5.1.

Exemplo 5.3. Seja v = [6;2,1,1,1,1,1,1], S = {2,3,4,5}, e vs = [3;1,1,1,1] como no
exemplo 4.3 obtido de (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002). Nesse caso, temos

Hv)\vﬂﬂ

v 3 2 2
_ —2,,-2y2 5 K H AN
fa(1) = KZZ K A v (1—|— )\) <1+ 1/2> (1+ y) 15.

Obtemos 3y (v|vs) = 15/2° = 15/64 como em (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002). Final-

mente, consideramos a mesma situagdo, mas tal que 3 ndo forma uma coalizdo com 4. Temos

LR Y K K\ 2 u? 1\ 2
_ 2 2425 1

e obtemos 35 (v|vg) = 10/2° = 5/32.
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6 Conclusao

Neste trabalho, mostramos como a dlgebra nao-linear pode ser uma ferramenta til na
andlise de jogos cooperativos. Mais precisamente, fornecemos uma nova condi¢c@o necessdria e
suficiente para o para que o nicleo de jogos cooperativos seja ndo-vazio. Acreditamos que este
trabalho € interessante por varios motivos. Em primeiro lugar, o certificado para a existéncia
do nucleo se reduz a cdlculos envolvendo um sistema de equacdes polinomiais quadraticas para
as quais a teoria de eliminacdo da geometria algébrica estd disponivel. Em segundo lugar, uma
das principais desvantagens em relacdo a base de Grobner compreende seu custo computacional.
No contexto do nosso problema, ocorre uma grande simplifica¢do, pois muitos dos polindmios
envolvidos sdo primos relativos. Terceiro, o método € versdtil, como mostramos ao obter os
resultados no Capitulo 4. Finalmente, cdlculos envolvendo sistemas polinomiais se encaixam bem
com pacotes de computacdo simbodlica, como Maple ou Mathematica, que executam calculos

com bases de Grobner.

A construgdo de pontes entre a particdo de niimeros e a andlise de JVP e MW VG tem se
mostrado uma drea fértil de exploragao nos dltimos anos (NETO, 2018; FRIEDMAN, 2016) e esta
pesquisa refor¢a essa mensagem. De fato, unificamos e generalizamos o trabalho (FELSENTHAL,;
MACHOVER, 2002; NETO, 2018) através da construcao de uma fungdo geratriz generalizada
no Teorema 5.1 em relagdo ao célculo de alianca usando o indice de poder de Banzhaf. Por
unificacdo, queremos dizer que os resultados de (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002; NETO,
2018) surgem como consequéncias do uso da APM na andlise de MW VG. Por generalizacao,
queremos dizer que tomando S = {i} no Teorema 5.1 recuperamos a funcao geratriz de (NETO,
2018) (ver Coroldrio 5.1) e sem restricoes na formacao da coalizdo, recuperamos alguns dos
resultados estruturais de A; em (FELSENTHAL; MACHOVER, 2002) (ver Corolarios 5.2 € 5.3
e Observacgao 5.5). Finalmente, do lado computacional, uma vez que colocamos o célculo da
alianca no contexto da APM ganhamos outro subproduto introduzido em (ANDREWS; PAULE;
RIESE, 2001): o pacote Omega, um pacote computacional simbodlico que implementa o calculo

do operador Omega no Mathematica.

Como trabalhos futuros, pretendemos abordar outros jogos no contexto da estrutura
apresentada no Capitulo 4 e incluir outro aspecto importante nos JVPs da vida real, ou seja,
a inclusdo da abstencdo na andlise de alianca seguindo a abordagem da funcdo geratriz de
(FREIXAS, 2012). Também pretendemos estudar outras formas de manipulagdo, incluindo a
variacdo da cota do JVP associado para o qual uma representacao de indices de poder baseada
em métodos de dlgebra tropical (BUTKOVIC, 2010) estd disponivel (NETO, 2019).
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