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Resumo da Dissertação apresentada como requisito parcial para obtenção do título de Mestre 

em Engenharia Mineral.  

ANÁLISE DINÂMICA VIA MEF DAS VIBRAÇÕES INDUZIDAS PELO 

DESMONTE DE ROCHAS  

Caroline Belisário Zorzal 

Julho/2019 

Orientadora: Christianne de Lyra Nogueira 

Co-orientador: Hernani Mota de Lima 

Desmonte de rochas por explosivos é a técnica mais usada na mineração para extração 

de rochas. Apesar de ser considerado um dos métodos mais rápidos e econômicos para se 

fragmentar e extrair rochas in situ, apenas uma parcela reduzida da energia gerada pelos 

explosivos é efetivamente utilizada na fragmentação. A energia remanescente é responsável 

pela geração de efeitos indesejáveis, tais como, as vibrações sísmicas do terreno. No que se 

refere à estabilidade e integridade do maciço rochoso e das estruturas adjacentes ao desmonte, 

esta vibração sísmica é o efeito mais crítico. A predição de velocidades de pico de partícula 

para desmontes de rocha por explosivos é fundamental para o entendimento e controle dos 

níveis de vibrações gerados e seus efeitos nas estruturas adjacentes. No entanto, a resposta de 

maciço rochoso aos esforços gerados por vibrações precisa ser melhor compreendida para que 

os níveis aceitáveis de vibrações sejam estimados com precisão. Esse estudo propõe avaliar as 

vibrações geradas por desmontes por meio de uma abordagem numérica. Com base numa 

formulação em deslocamento, foi implementado, dentro do programa ANLOG, um módulo de 

análise dinâmica tensão-deformação, via método dos elementos finitos, a fim de estimar as 

variações dos campos de deslocamento, velocidade e tensão induzidos por detonações. O 

módulo desenvolvido apresenta resultados satisfatórios para problemas de propagação de 

ondas elásticas quando comparados aos resultados obtidos analitica e numericamente 

disponíveis na literatura especializada. Os valores de velocidade de pico de partícula gerados 

a partir de desmonte de rochas por explosivos obtidos com o ANLOG apresentam boa 

concordância com valores estimados por meio de métodos empíricos e também com 

resultados numéricos disponíveis na literatura especializada.  

Palavras-chave: desmonte de rocha; propagação de ondas em meio elástico; equilíbrio 

dinâmico; método dos elementos finitos. 



 

 

 

 

Abstract of Dissertation presented as partial fulfillment of the requirements for the degree of 

Master of Science in Mining Engineering. 

DYNAMIC ANALYSIS BY FEM OF THE BLAST-INDUCED GROUND 

VIBRATIONS  

Caroline Belisário Zorzal 

July/2019 

Advisor: Christianne de Lyra Nogueira 

Co-advisor: Hernani Mota de Lima 

Blasting is one of the most used rock excavation method in mining. Despite of being 

one of the fastest and most economical methods to break rocks in situ, only a small portion of 

the energy generated by explosives is effectively used in fragmentation. The remaining energy 

is responsible for undesirable effects such as air blast, noise, fly rocks and ground vibrations. 

The blast-induced ground vibration is the most critical effect concerning the stability of the 

rock mass. Predict the peak particle velocities induced by blasting is fundamental for 

understanding and controlling the levels of vibrations generated and their effects on adjacent 

structures. However, analysis of the mechanical behavior in dynamic equilibrium conditions, 

although it is a complex task, it is essential to obtain accurate vibration level. Therefore, this 

study evaluates, by using a numerical approach, the blast-induced ground vibration in rock 

masses. A dynamic module of stress-strain analysis was developed based on the displacement 

formulation of the finite element method in order to estimate the variations of displacement, 

strain and stresses induced by blasting. From this results, it is possible analyze the effect of 

the detonation pressure pulse function on the magnitude of the blast-induced ground vibration. 

The developed module presents satisfactory results for elastic wave propagation problems 

when compared to analytical results and numerically available in the specialized literature. 

The peak particle velocities values induced by blasting obtained with ANLOG show good 

agreement with values estimated by empirical methods and with numerical results available in 

the specialized literature. 

 

Keywords: blasting; elastic wave propagation; dynamic equilibrium; finite element method.
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x e y  - Coordenadas locais do elemento 

Xn - Comprimento de um segmento de corda  

α - Parâmetro que influencia na acuracidade e estabilidade Método de Newmark 

αp - Constante positiva de decaimento relacionada com a forma dos pulsos de pressão e de 

deformação radiais à medida que a onda de tensão se propaga no tempo e no espaço 

αR - Coeficiente de proporcionalidade de Rayleigh 

βp - Constante positiva de decaimento relacionada com a forma dos pulsos de pressão e de 

deformação radiais à medida que a onda de tensão se propaga no tempo e no espaço 

βR - Coeficiente de proporcionalidade de Rayleigh 

γ - Constante de expansão adiabática do explosivo 

γ’ - Constante empírica da explosão dos gases de detonação 

δ - Parâmetro que influencia na acuracidade e estabilidade Método de Newmark 

δi - Vetor dos deslocamentos prescritos 

Δt – Passo ou intervalo de tempo 

Δtcr - Passo ou intervalo de tempo crítico 

Δλt - Fator de incremento de tempo 

θt - Ângulo de torção  

θ - Constante de estabilidade do Método θ-Wilson 

λ - Constante de Lamé 

λt - Fator de tempo  



 

 

XIX 

 

λo - Comprimento de onda 

ν - Coeficiente de Poisson 

ξa - Constante utilizada para avaliar a influência do pulso de pressão nas suas fases de 

ascensão e decaimento 

ξ - Razão de amortecimento (ou fator de amortecimento)  

ξi e ξj - Razões de amortecimento (ou fatores de amortecimento) referentes ao i-ésimo e j-

ésimo modos de vibração 

ρ - Densidade do meio 

ρe - Densidade do explosivo (Kg/m³) 

σx - Tensão normal atuando na direção do eixo x 

τ - Incremento de tempo para o Método θ-Wilson 

ω - Frequência angular  

ωe - Constante característica do explosivo 

ωi e ωj - Frequências naturais referentes ao i-ésimo e j-ésimo modos de vibração 

eκ - Parâmetro de amortecimento do elemento 

 - Matriz do estado de deformação na partícula 

 - Matriz do estado de tensão 

 - Vetor operador diferencial 

 e  - Coordenadas naturais do elemento 

x, y e z - Componentes cartesianas de deformação normal do estado de deformação () em 

um ponto 

x, y e z - Componentes cartesianas de tensão normal do estado de tensão () em um ponto 

xy, yz e zx - Componentes cartesianas de deformação cisalhante do estado de deformação () 

em um ponto 

xy, yz e zx - Componentes cartesianas de tensão cisalhante do estado de tensão () em um 

ponto 
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Capítulo 1 

Introdução 

Desmonte de rochas por explosivos é a técnica mais usada na mineração para extração 

de rochas. No entanto, apesar de todos os avanços tecnológicos, apenas uma parcela reduzida 

da energia gerada pelos explosivos é efetivamente utilizada na fragmentação e extração do 

material in situ. A energia remanescente é responsável pela geração de efeitos indesejáveis, 

tais como: sobre-pressão atmosférica, ruídos, ultra-lançamentos de fragmentos rochosos e 

vibrações sísmicas do terreno. No que se refere à estabilidade e integridade do maciço 

rochoso e das estruturas adjacentes ao desmonte, a vibração sísmica gerada a partir da 

detonação é o efeito mais crítico. Com potencial de afetar o bem-estar da população em seus 

arredores, bem como a estabilidade e a integridade do maciço rochoso e de estruturas como 

barragens, pilhas de estéril, construções civis e outros, as vibrações sísmicas podem se 

propagar por longas distâncias.  

Na indústria mineral, o parâmetro utilizado comumente para a quantificação e 

avaliação da potencialidade de danos das vibrações sísmicas é a velocidade de vibração de 

pico de partícula ou Peak Particle Velocity (PPV). A velocidade de vibração de partícula é 

medida por meio de sismógrafos em três componentes ortogonais entre si: vertical, transversal 

e longitudinal ou radial. A norma ABNT NBR 9653:2018, que é a norma vigente no Brasil 

para regular as vibrações sísmicas causadas por detonações próximas a áreas urbanas, define a 

PPV, como o maior dos três valores máximos obtidos para cada uma das componentes de 

velocidade de vibração durante determinado intervalo de tempo. A mesma norma traz o 

conceito de velocidade de vibração resultante de pico da partícula (VR) como o maior valor 
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obtido pela soma vetorial das três componentes ortogonais simultâneas de velocidade de 

vibração de partícula, considerado ao longo de um determinado intervalo de tempo. Vale 

ressaltar que a norma ABNT NBR 9653:2018 estipula os limites de velocidade de vibração de 

partícula de pico, acima dos quais podem ocorrer danos induzidos pelas vibrações sísmicas, 

por faixas de frequência de vibração. No entanto, não será considerado no escopo deste 

trabalho a análise da frequência de vibração sísmica induzida. 

A magnitude das vibrações sísmicas depende de parâmetros de detonação, parâmetros 

geomecânicos e geológicos do maciço rochoso e da distância entre o ponto de detonação e o 

ponto de monitoramento (Trigueros et al., 2016). Os inúmeros fatores que influenciam a 

geração das vibrações associados ao período extremamente curto da passagem da onda gerada 

pela detonação de explosivos; às condições de anisotropia e heterogeneidade do maciço 

rochoso; e à complexa dissipação da energia proveniente do desmonte fazem com que a 

estimativa das vibrações sísmicas por meio de ensaios de campo, ou laboratório, se torne uma 

tarefa complexa. Várias iniciativas alternativas foram tomadas, ao longo do tempo, com o 

intuito de estimar os níveis de vibrações gerados a partir de desmontes de rocha por 

explosivos. Técnicas empíricas, estatísticas, matemáticas e computacionais avançadas foram 

desenvolvidas e têm se mostrado como ferramentas úteis ao estudo e controle dos níveis de 

vibrações.  

Uma metodologia amplamente aplicada para estimar os níveis de vibrações é a análise 

da propagação de vibrações ou lei de atenuação. Esta lei é definida empiricamente e busca 

estabelecer uma equação que permita estimar a amplitude das vibrações ao longo de sua 

propagação.  

Segundo Lopez Jimeno et al. (2003), uma das primeiras tentativas de se desenvolver 

uma equação de propagação das vibrações foi feita por Morris (1950), correlacionando a 

amplitude máxima (Ao, em mm) com a distância entre o ponto de detonação e o ponto de 

monitoramento (R, em m) de tal modo que: 

o

Q
A  = K 

R
 (1.1) 

em que Q é a carga máxima por espera (em Kg) e K é uma constante intrínseca ao meio. 
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Estudos posteriores demonstraram que a substituição da amplitude máxima de 

partícula pelo vetor soma de velocidade de partícula na fórmula de Morris (1950) se mostrava 

mais eficiente na obtenção da estimativa dos níveis de vibração (Leconte, 1967 apud Lopez 

Jimeno et al., 2003). Desde então, várias relações foram propostas a fim de estabelecer uma 

equação que permita prever o movimento da partícula em um dado ponto gerado por uma 

detonação. A Tabela 1.1 apresenta alguns modelos de equações empíricas usadas na 

estimativa da PPV (em mm/s). Nessa tabela, as constantes locais (k’, a’, b’ e c’) são 

determinadas a partir de resultados de campo, registrados por sismógrafos estrategicamente 

instalados durante as detonações, utilizando regressão linear. Em estudos recentes, a análise 

multivariada também tem sido utilizada como método estatístico para o processo de 

estimativa das constantes locais (Kamali e Ataei, 2010). Esse método permite trabalhar com 

mais de três variáveis, eliminando aquelas menos representativas para o modelo em análise.  

Tabela 1.1: Equações empíricas para definição da PPV (mm/s) (Adaptado de Kumar et al., 2016). 

Autores Equações propostas 

Duvall e Petkof (1959) 

-b'

1

2

R
PPV = k'

Q

 
 
  
 

 

Langefors-Kihlstrom (1963) 

b'

2

2

3

Q
PPV= k'

R

 
 
 
 

 

Ambraseys e Hendron (1968) 

-b'

1

3

R
PPV = k'

Q

 
 
  
 

 

Johnson (1971) apud Silveira (2017) b' c'PPV = k'Q R  

Q é carga máxima por espera (em Kg); R é a distância entre o ponto de detonação e o ponto de monitoramento 

(em m); e, k’, b’ e c’ são constantes locais empíricas. 

A lei de atenuação é obtida relacionando a PPV com a distância escalonada (D) que 

representa a relação entre a distância ao ponto de medição e a carga máxima por espera 

(Figura 1.1). Segundo Ainalis et al. (2017), cada equação de predição apresenta sua própria 

relação de distância escalonada. A norma NBR 9653:2018, por sua vez, recomenda o cálculo 

de D através da equação: 

R
D = 

Q
 (1.2) 
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A metodologia de análise do problema de vibrações induzidas por detonações através 

da definição empírica da PPV pela lei de atenuação apresenta baixa complexidade e baixo 

custo. No entanto, algumas limitações também podem ser associadas à aplicação desse 

método empírico. Em geral, as estimativas obtidas são bastantes conservadoras, impactando 

nos limites de carga de explosivos a serem utilizadas em desmontes de produção (Ainalis et 

al., 2017). Além disso, a lei de atenuação é específica para a área em estudo e para os 

parâmetros de desmonte utilizados durante as campanhas de medições de velocidades de 

vibração de partícula. Portanto, as leis de atenuação não podem ser extrapoladas ou 

generalizadas a maciços rochosos e a desmontes com parâmetros diferentes daqueles em que 

os estudos foram conduzidos.  

Distância Escalonada (m/Kg1/3)

P
P

V
 (

m
/s

)

 
Figura 1.1: Lei de atenuação (Adaptado de Liu et al., 2017). 

Os rápidos avanços na tecnologia computacional fizeram com que sistemas 

inteligentes se tornassem uma ferramenta promissora na estimativa da lei de atenuação. O 

desenvolvimento de modelos computacionais complexos, tais como as redes neurais artificiais 

(Silveira, 2017), para a predição de níveis de vibrações tornou possível obter estimativas de 

vibrações com precisão e com maior acurácia em comparação aos métodos baseados em 

regressão linear (Monjezi et al., 2011; Amnieh et al., 2010; Dehghani e Ataee-Pour, 2011). 

A partir de meados da década de 1990, os avanços computacionais e tecnológicos 

também melhoraram e facilitaram significativamente o uso de simulações numéricas de 

processos complexos, incluindo desmonte de rochas por explosivos e seus efeitos. Bobet et al. 

(2009) afirmam que, independente do método de modelagem numérica utilizado, devem ser 

considerados na análise os seguintes fatores: a geometria e a geologia do maciço (dimensões 

do problema e a presença de camadas, descontinuidades e outros), as condições de contorno 
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apropriadas e o comportamento do material (elástico, plástico, viscoelástico e outros). Uma 

revisão da aplicação de vários métodos de modelagem numérica linear e não-linear na 

simulação da propagação da onda sísmica em uma, duas e três dimensões são apresentadas 

por Semblat (2011). Modelos numéricos baseados em diferenças finitas, elemento espectral, 

elementos de contorno, volumes finitos e elementos finitos podem ser utilizados para analisar 

a propagação de ondas sísmicas em maciços rochosos.  

Individualmente ou acoplado a outros métodos, o Método dos Elementos Finitos 

(MEF) tem sido amplamente utilizado na estimativa de vibrações sísmicas induzidas por 

desmonte de rochas por explosivos. A abordagem numérica via MEF permite acompanhar, no 

tempo e no espaço, a propagação das ondas sísmicas pelo maciço rochoso, facilitando a 

análise da sua resposta aos esforços dinâmicos gerados. O método, que apresenta eficiência 

para lidar com geometrias complexas e numerosas heterogeneidades no meio geológico 

(Semblat, 2011), tem apresentado resultados satisfatórios quando comparados a métodos 

empíricos tradicionais e a dados medidos in situ (Ma et al., 1998; Toraño et al., 2006; Jommi 

e Pandolfi, 2008; Lu et al. 2011; Liu et al., 2017).  

Nesse contexto, a análise numérica via MEF de vibrações sísmicas induzidas por 

detonações se mostra como uma metodologia que pode contribuir significativamente para o 

entendimento e controle dos impactos das ondas sísmicas geradas a partir de desmontes de 

rochas por explosivos. Este estudo, portanto, propõe avaliar as vibrações geradas por 

desmontes no meio rochoso através de uma abordagem numérica. Com base numa formulação 

em deslocamento, foi desenvolvido um módulo de análise dinâmica tensão-deformação, via 

método dos elementos finitos, a fim de estimar as variações dos campos de deslocamento, 

velocidade e tensão induzidos por detonações. Esse módulo dinâmico foi implementado no 

programa computacional, de código aberto, ANLOG – Análise Não-Linear de Obras 

Geotécnicas (Nogueira, 2010). 

Existem no mercado vários softwares comerciais baseados no método dos elementos 

finitos que podem ser aplicados na análise numérica dos vários aspectos do processo de 

desmonte de rocha por explosivos: ANSYS Autodyn (Ansys, 2019); ANSYS LS-DYNA 

(Ansys, 2019) e ABAQUS (Abaqus, 2019). No entanto, o desenvolvimento de softwares de 

código aberto se justifica por reduzir os custos com licenças para a universidade, além de 

permitir alterações e inclusões no código de acordo com a necessidade e nível de detalhe da 
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análise. Aspectos importantes relacionadas com o comportamento constitutivo do maciço 

rochoso; com condições de contorno e iniciais; com os processos de solução de sistemas de 

equações; entre outros, podem ser facilmente introduzidos no código aberto.  

Portanto, esta dissertação de mestrado se justifica não apenas pela contribuição ao 

entendimento do comportamento mecânico em equilíbrio dinâmico da propagação de ondas 

sísmicas, geradas por desmontes de rocha, em maciços rochosos, mas também por facilitar a 

difusão desse conhecimento científico na grande área da Geomecânica.  

O objetivo principal deste estudo é estimar as variações dos campos de deslocamento, 

tensão e deformação, induzidos por ondas sísmicas geradas por desmonte de rochas por 

explosivos, em maciços rochosos, através de uma abordagem numérica via MEF, 

considerando um estado plano de deformação. Para obtenção desse objetivo, a seguinte 

metodologia foi adotada: 

 Desenvolver um módulo de análise dinâmica tensão-deformação; 

 Desenvolver um módulo de carregamento externo que simule o pulso de pressão de 

detonação; 

 Verificar as implementações computacionais a partir de resultados analíticos e 

numéricos disponíveis na literatura; 

 Avaliar a influência dos parâmetros de amortecimento na definição de uma lei de 

atenuação numérica. 

Dessa forma, esta dissertação é apresentada em 5 capítulos incluindo este primeiro. No 

Capítulo 2 é apresentada uma visão geral do processo de desmonte de rochas por explosivos, 

descrevendo a pressão gerada na parede do furo a partir da detonação dos explosivos e as 

subsequentes vibrações sísmicas geradas. A formulação matemática do problema físico de 

propagação das vibrações sísmicas em maciços rochosos é apresentada no Capítulo 3. Em 

seguida, no Capítulo 4 é apresentada a formulação matricial geral, com base nos 

deslocamentos do método dos elementos finitos, para a análise do problema de equilíbrio 

dinâmico. As implementações computacionais necessárias no programa ANLOG são 

detalhadas no Capítulo 5. Por fim, o Capítulo 6 traz os exemplos de verificação e aplicação do 

módulo dinâmico implementado. 
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Capítulo 2 

Desmonte de rochas por explosivos 

A detonação de explosivos é a técnica mais comum de desmonte de rochas empregada 

nas indústrias da construção civil e da mineração desde o desenvolvimento dos agentes 

químicos detonantes (Aydan, 2017). Sua aplicação na mineração tem como principal objetivo 

extrair e fragmentar a maior quantidade de material a um custo mínimo, garantindo sempre a 

segurança das atividades. Silva (2011) define que ao utilizar explosivos para a extração de 

rochas dispõe-se de uma energia concentrada quimicamente, que deve estar localizada 

apropriadamente e na quantidade suficiente para que, ao ser liberada, de modo controlado no 

espaço e no tempo, possa alcançar o objetivo essencial de fragmentar o maciço rochoso 

facilitando sua extração.  

A detonação de explosivos consiste em uma reação exotérmica extremamente rápida, 

onde os materiais explosivos são capazes de se transformar em frações de microssegundos em 

uma massa de gases. Após este processo, o volume dos gases gerados pode ser de 1000 a 

10000 vezes superior ao volume original de explosivo em condições normais de pressão e 

temperatura (CNTP) (Cavadas, 2012). Essa reação libera uma grande quantidade de energia 

por unidade de massa e tempo, atingindo altas temperaturas e pressões.  

As características de velocidade, temperatura e pressão do desmonte vão ser 

determinadas pelas propriedades do tipo de explosivo utilizado, do arranjo do desmonte, e das 

condições do meio em que a reação ocorre. A velocidade da reação pode variar entre 2000 e 

7000 m/s e as temperaturas, entre 2700 e 3700°C, aproximadamente (Bhandari, 1997). No 

que se refere à determinação das pressões desenvolvidas nas detonações, existem na literatura 
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dados divergentes. Bhandari (1997) afirma que esta pressão pode variar entre 0.5 e 50 GPa, 

enquanto Persson et al. (1994) afirmam que o limite máximo da pressão é de 20 GPa. No 

entanto, ambos os autores concordam que a pressão realmente exercida nas paredes do furo é 

menor que a pressão de detonação liberada inicialmente pelo explosivo, podendo ser reduzida 

até pela metade ao atingir as paredes. Essa queda de pressão é originada por diversos fatores 

como a densidade de carregamento do explosivo; o espaço e o tipo de material entre a carga e 

a rocha circundante; e as propriedades do explosivo e da rocha. A pressão na parede do furo é 

a informação mais importante na avaliação do desempenho do explosivo assim como na 

predição dos resultados do desmonte. Portanto, é necessário definir adequadamente esse 

parâmetro, apesar de toda a complexidade encontrada nesse processo. No item 2.2 deste 

documento serão apresentadas abordagens teóricas para determinar as pressões geradas pelo 

explosivo após sua detonação. 

Muitas teorias, desde a década de 1950, têm sido desenvolvidas para explicar o 

comportamento das rochas sob o efeito da explosão. Apesar de todos os esforços empregados, 

ainda é escassa a compreensão de todos os processos físicos e mecânicos que envolvem o 

desmonte de rochas por explosivos. 

2.1 Descrição do processo de desmonte de rochas por explosivos 

A partir da detonação do explosivo, uma onda de choque é gerada e se propaga através 

do furo de detonação. A primeira interação entre os gases a altas pressões resultantes da 

decomposição dos explosivos com a rocha circundante ocorre no momento em que os 

produtos da explosão impactam a superfície do furo (Bandhari, 1997). Ao chegar ao topo, a 

transmissão do pulso de pressão às paredes do furo ocorre na forma de onda de choque de alta 

pressão. Esta onda produz um efeito de intensa compressão radial, induzindo a tensões de 

tração nos planos tangenciais à propagação da frente de onda (López Bendezú, 2015). A 

formação de uma zona de fraturamento ocorre quando estas tensões são superiores à 

resistência dinâmica à tração da rocha.  

À medida que a onda de choque se distancia do furo, sua amplitude e sua energia 

decrescem. Desta forma, enquanto as ondas de tensão geram tensões de tração tangenciais 

superiores a resistência dinâmica à tração da rocha, o comportamento do meio será plástico. 

No entanto, uma vez que a onda de choque se propaga radialmente a partir do furo, sua 
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amplitude alcança rapidamente o limite plástico de deformação. Daí em diante a deformação é 

puramente elástica (Persson et al., 1994). A onda de tensão começa a se comportar como uma 

onda elástica, passando a ser chamada de onda de deformação ou onda sísmica.  

Nesse processo, a energia de detonação do explosivo é consumida de inúmeras formas, 

entre as quais podem ser destacadas: a energia de fratura, usada na fragmentação do maciço; a 

energia cinética, transformada em movimentação dos fragmentos e blocos de rocha; a energia 

térmica, transformada em calor; a energia acústica, consumida na geração de ruídos e sons; a 

energia sísmica, dissipada através das vibrações do terreno, entre outras. Lopez Jimeno et al. 

(2003) traz um modelo simplificado, esquematizado na Figura 2.1, no qual propõe a suposta 

distribuição da energia de detonação contida no explosivo a partir do momento da detonação. 

De acordo com esse modelo, a energia liberada seria inicialmente dividida entre a energia da 

onda de detonação (a partir da qual se desenvolveriam as ondas de tensão) e a energia 

“bubble” (a partir da qual se verificam os efeitos da expansão dos gases gerados a partir da 

detonação).  

Definir qual o percentual exato da energia liberada pelo explosivo é efetivamente 

utilizado na fragmentação e deslocamento de rochas é uma tarefa complexa. Estimativas 

levantadas por Hagan (1977) apud Lopez Jimeno et al. (2003) demonstram que somente 15% 

da energia total gerada na detonação é utilizada efetivamente na fragmentação e deslocamento 

de rocha. Por outro lado, Zhang (2016) afirma que a energia consumida no processo de 

fragmentação, variaria de 0.1 a 6%. Portanto, apesar das detonações serem consideradas um 

dos métodos mais rápidos e econômicos para se extrair e fragmentar rochas in situ, sabe-se, 

mesmo sem números exatos, que apenas uma parcela reduzida da energia gerada pelos 

explosivos é efetivamente utilizada na fragmentação da rocha. Uma parte considerável da 

energia é consumida na forma de efeitos indesejados como vibrações sísmicas (transmitidas 

aos maciços rochosos e estruturas adjacentes), ruídos, geração de poeira, projeção de 

fragmentos e blocos de rochas, pressão acústica (airblast) e geração de calor e luz. 
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Figura 2.1: Energia resultante da detonação de explosivos (Adaptado de Lopez Jimeno et al., 2003). 
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2.2 Pressão de detonação nas paredes do furo 

A pressão na parede do furo se mostra como a informação mais importante na 

predição dos efeitos da detonação, já que descreve o trabalho de expansão do explosivo 

durante o processo de ruptura da rocha. Devido às dificuldades em medir estas pressões 

dinâmicas exercidas nas paredes do furo, abordagens teóricas que envolvem fórmulas 

empíricas se tornam necessárias para fazer estimativas.  

A pressão de detonação (PD) desenvolvida durante a detonação do explosivo pode ser 

estimada pela equação (Persson et al., 1994; Lopez Jimeno et al., 2003): 

 2

D eP  = 0.25 ρ VOD  (2.1) 

em que para uma pressão de detonação em unidades de Pascal (Pa), tem-se que eρ  é a 

densidade do explosivo (kg/m³) e VOD é a velocidade de detonação (m/s). 

A pressão de detonação gera uma pressão de explosão (PE), que, aproximadamente, 

pode ser estimada como sendo a metade da pressão de detonação (Persson et al., 1994), ou 

seja: 

E DP  = 0.5P   (2.2) 

Em uma situação em que a carga de detonação está diretamente em contato com o furo 

de detonação completamente carregado, a pressão de explosão, Equação (2.2), expressaria 

também a pressão exercida nas paredes do furo pela expansão dos gases gerados após a reação 

química ter sido completada. No entanto, na prática, espaços vazios são deixados entre a 

coluna de explosivo e a parede do furo, de forma que a equação da pressão na parede do furo 

(PB), exercida radialmente às paredes da carga explosiva, passa a ser aproximada, segundo 

Person et al. (1994), por: 

 
2γ

B E cP  = P r  (2.3) 

em que rc é razão entre o diâmetro da carga de explosivos (dc) e o diâmetro do furo (df); e γ é 

a constante de expansão adiabática do explosivo. Assumindo-se um valor de 1.5 para a 

constante de expansão adiabática, obtém-se a pressão atuando na parede do furo que pode ser 

estimada em unidades de Pascal (Pa), tal como proposto por Persson et al. (1994), por: 
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 
32

B e c fP  = 0.125(ρ VOD ) d d  (2.4) 

considerando eρ  em unidade kg/m³ e VOD em unidade de m/s. 

A pressão que atua na parede do furo é, na realidade, uma grandeza que varia em 

função do tempo. Essa natureza dinâmica da pressão PB deve ser considerada para estimar 

adequadamente seus efeitos. A pressão gerada, ao longo do tempo, na parede do furo pelos 

produtos da detonação depende tanto das características do explosivo, quanto das 

propriedades e características do meio.  

De acordo com a variação da pressão em função do tempo, o pulso de pressão pode 

apresentar comportamentos de detonações ideais ou não ideais (Figura 2.2). A detonação ideal 

corresponde a um pulso em que o pico de pressão é atingido em um curto período de tempo, 

apresentando, em seguida, uma queda acentuada da pressão. Por outro lado, a detonação não-

ideal atinge o pico de pressão em um período maior e possui uma queda menos acentuada da 

pressão em relação à detonação ideal. O pulso da detonação ideal corresponde, por exemplo, 

ao uso de uma emulsão explosiva ou de TNT (Trinitrotolueno), enquanto o pulso da 

detonação não ideal pode ser alcançada ao utilizar um explosivo ANFO (Ammonium 

Nitrate/Fuel Oil). 

 
Figura 2.2: Formas dos pulsos de pressão para as detonações ideais e não-ideais (Fonte: Aimone, 1992). 

Segundo Saharan e Mitri (2008), o tempo para alcançar o pico de pressão é muito 

curto, sendo primeiramente afetado pelas características do explosivo e, em menor 

intensidade, pelas demais características da detonação, como diâmetro e confinamento do 
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furo, resistência da rocha e outros. Já a subsequente queda de pressão é intensa, no caso de 

detonação ideal, e lenta, para detonação não-ideal. 

A seguir serão apresentados três procedimentos que podem ser utilizados para 

aproximar numericamente o comportamento dinâmico dos pulsos de pressão: (1) as equações 

de estado; (2) as funções de decaimento de pressão; ou, (3) a especificação direta da pressão 

como uma função do tempo. 

2.2.1 Equações de Estado 

As equações de estado consistem em uma formulação semi-empírica que descreve o 

comportamento do material em ambientes de altas temperaturas a partir de diversos 

parâmetros obtidos experimentalmente (López Bendezú, 2015). A equação de estado mais 

comumente aplicada na geomecânica é a equação JWL desenvolvida por Jones, Wilkins e 

Lee, (Saharan e Mitri, 2008) que é dada por: 

1 2
e e

ρ ρ
-R -R

ρ ρe e e
e e me

1 e 2 e e

ω ρ ω ρ ω ρ
P = A 1- e +B 1- e + E

R ρ R ρ ρ

   
   
   

   
   
   

 (2.5) 

em que Ae, Be, R1, R2 e ωe são constantes características do explosivo; ρe é densidade do 

explosivo e Eme é a capacidade térmica média.  

Mortazavi e Katibanis (2001) propõem uma versão simplificada de uma equação de 

estado, na qual a relação entre a pressão (P) e o volume (V) em um dado instante é descrita a 

partir de: 

γ'

0

0

V
P = P

V

 
 
 

 (2.6) 

em que P0 e V0 são, respectivamente, a pressão e o volume inicial de explosão dos gases de 

detonação; e, γ’ é uma constante determinada experimentalmente ou através de cálculos 

hidrodinâmicos.  

As equações de estado descrevem o comportamento de detonações ideais. Sendo 

assim, em situações que se utilizam explosivos com comportamentos não-ideais sugere-se a 

utilização de outros métodos para descrever o pulso de detonação.  
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2.2.2 Funções de decaimento da pressão 

As funções de decaimento de pressão são utilizadas para expressar a variação da 

pressão ao longo do tempo por meio da aplicação de equações que replicam exatamente a 

forma da onda. Estas equações são baseadas nas soluções teóricas obtidas por Sharpe (1942) e 

Duvall (1953) a partir do estudo da propagação de ondas geradas no interior de uma cavidade 

esférica em um meio sólido de comportamento linear elástico, isotrópico e homogêneo. Por 

esse método, considera-se que o pulso de pressão, p(t), apresenta uma forma geral dada por:  

 p p-α t -β t

0p(t) = p e -e  (2.7) 

em que p0 é o pico de pressão na cavidade; t é o tempo; e αp e βp são constantes positivas de 

decaimento relacionadas com a forma dos pulsos de pressão e de deformação radiais à medida 

que a onda de tensão se propaga no tempo e no espaço. As constantes αp e βp influenciam a 

atenuação da amplitude e a dispersão da forma de onda. Duvall (1953) relacionou estas 

constantes com a frequência angular ω utilizando as constantes nω e mω por meio das 

equações: 

p ω

ω
α  = n

2
 (2.8) 

p ω

ω
β  = m

2
 (2.9) 

López Bendezú (2015) cita que vários pesquisadores encontraram em seus estudos 

valores para nω e mω através do ajuste dos valores previstos pelo modelo de Duvall (1953) 

àqueles medidos em campo, experimentalmente, para vários tipos de rocha. A frequência 

angular, por sua vez, pode ser calculada por: 

p

e

2c 2
ω = 

3a
 (2.10) 

em que cp representa a velocidade de propagação da onda P e ae, o raio efetivo que, em geral, 

é considerado como equivalente a oito vezes o raio ao do furo de detonação. 

Com o intuito de avaliar a influência do pulso de pressão nas suas fases de ascensão e 

decaimento, Cho e Kaneko (2004) propuseram a alteração da Equação (2.7) para: 
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 p p-α t -β t

0 ap(t) = p ξ e -e  (2.11) 

onde: 

p 0 p 0
a -α t -β t

1
ξ  = 

e -e
 (2.12) 

em que t0 representa o tempo para atingir a pressão de pico que é dado por: 

   0 p p p pt  = α β log β α  (2.13) 

2.2.3 Especificação direta da pressão como uma função do tempo 

A especificação direta da pressão como uma função do tempo é uma metodologia 

aplicada em equações como a função Gaussiana e a função do carregamento triangular, que 

buscam aproximar o pulso dinâmico da pressão nas paredes do furo. A função gaussiana é, 

principalmente, aplicada para evitar erros numéricos associados com a aplicação de pressões 

muito altas em um período de tempo muito curto (Saharan e Mitri, 2008).  

Saharan e Mitri (2008) propuseram, alternativamente, a utilização de um pulso de 

detonação cuja descrição depende de valores de pressão normalizados em diferentes instantes 

de tempo. Os autores apresentam em seus estudos um pulso de pressão otimizado para a 

detonação de um furo de 38 mm de diâmetro em rocha dura. A descrição desse pulso depende 

dos valores de pressão determinados nos instantes de tempo T0, T1, T2, T3 e T4, conforme 

demonstrado na Figura 2.3. As funções do pulso ótimo são diferenciadas para os casos de 

detonação ideal e não ideal, diferindo na forma do pulso, mas, contudo, apresenta o mesmo 

tempo final de duração.  
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Figura 2.3: Pulsos de pressão otimizados para detonações ideais e não-ideais (Adaptado de Saharan e Mitri, 

2008). 

2.3 Vibrações sísmicas induzidas por desmonte de rochas por explosivos 

A repentina aceleração da rocha causada por uma onda de choque que atua nas paredes 

do furo de detonação induz a tensões dinâmicas no maciço rochoso ao redor. O movimento 

ondulatório se espalha concentricamente a partir da área de detonação e é atenuado à medida 

que sua energia se dissipa de diversas formas ao se afastar de sua origem (Persson et al., 

1994).  

No que diz respeito às vibrações sísmicas, existem duas regiões de interesse que 

definem os diferentes comportamentos da onda sísmica induzida por desmonte de rochas por 

explosivos: o campo próximo (near-field) e o campo afastado (far-field) (Ainalis et al., 2016; 

Tejada Cervantes, 2011). O campo próximo é a região imediatamente ao redor do furo de 

detonação. Nessa região está a parede do furo de detonação sob a ação de altas pressões e 

temperaturas geradas a partir das reações químicas geradas a partir da detonação dos 

explosivos, conforme visto no item 2.1. À medida que a onda de choque se afasta do furo de 

detonação, o maciço rochoso é submetido a grandes níveis de deformação e passa por 

fenômenos inelásticos como ruptura, fragmentação e corte. As curtas distâncias do furo, a 

onda de choque da detonação é atenuada, de forma que as tensões de tração tangenciais se 

tornam inferiores à resistência dinâmica à tração da rocha. A partir desse ponto, o maciço 

rochoso passa a ter um comportamento elástico, ou seja, nenhuma deformação permanente é 

gerada. Este novo comportamento caracteriza o campo afastado que, a depender das 
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características e propriedades do desmonte e do maciço, geralmente inicia-se em torno de 

30m de distância do furo e, teoricamente, não apresenta limite (Tejada Cervantes, 2011). 

As vibrações ou ondas sísmicas são propagadas pelo meio sob a forma de ondas 

mecânicas ou elásticas tridimensionais. Halliday et al. (2009) define que as ondas mecânicas 

são geradas quando há deslocamento de uma parte de um meio elástico em relação a sua 

posição original, levando a um movimento oscilatório, ou seja, uma vibração desta parte em 

torno de sua posição de equilíbrio. O distúrbio é transmitido à posição subsequente, através da 

onda gerada, sem movimento de matéria, mas com transporte de energia cinética e potencial. 

É esta energia mecânica propagada que leva as partículas, que compõem o meio, a oscilar em 

torno de suas posições de repouso (Santos, 2011). 

A forma da frente de onda vai depender das características da fonte de geração das 

ondas. Uma vez que as ondas sísmicas são propagadas a partir de uma fonte localizada. As 

frentes de ondas sísmicas são sempre esféricas, ou seja, possuem formas circunferenciais e 

semi circunferenciais na longitude e transversal, respectivamente, ao se propagar na forma de 

semiesferas concêntricas (Figura 2.4). 

 
Figura 2.4: Frente de onda esférica característica de uma onda sísmica (Fonte: Santos, 2011) 

Exceto nas áreas imediatamente próximas a fonte, as deformações associadas à 

passagem de um pulso sísmico são ínfimas, o que permite admitir sua natureza elástica. Sob 

essa premissa, pode-se afirmar que a propagação da onda sísmica é determinada pelos 

módulos elásticos e densidade dos materiais do meio pelos quais elas se propagam.  

A fim de esclarecer essa afirmação, considere uma onda sísmica que, ao atravessar um 

meio composto por solo ou rocha, faz com que as partículas do meio oscilem. Para que isso 

ocorra, o meio deve possuir inércia (para que haja energia cinética) e elasticidade (para que 

haja energia potencial). O coeficiente de Poisson (ν) e o módulo de elasticidade (E), portanto, 
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são as propriedades que originam as forças restauradoras, as quais tendem a restaurar o 

equilíbrio e surgem em qualquer parte do meio quando uma partícula é deslocada de sua 

posição de equilíbrio. A inércia, por sua vez, é a propriedade da matéria que se opõe a este 

movimento. Logo, são as propriedades de inércia e de elasticidade do meio que determinarão 

a velocidade com a qual a onda se propagará.  

A frequência (f), o comprimento de onda (o), a velocidade (c) e a amplitude (Ao) das 

ondas sísmicas (Figura 2.5) geradas por meio de desmontes por explosivos vão depender: dos 

parâmetros do desmonte (quantidade de explosivos por espera, número de eventos de 

detonações, diâmetro e profundidade do furo, carga, espaçamento e outros); dos parâmetros 

geológicos e geomecânicos (módulo de elasticidade, massa específica, coeficiente de Poisson, 

anisotropia e outros); e da distância entre a detonação e o ponto de monitoramento. No que se 

refere ao estudo dos impactos das ondas sísmicas sobre estruturas, sejam elas estruturas civis 

ou maciços rochosos, dois parâmetros principais das ondas sísmicas são relevantes: a 

amplitude de propagação e a frequência de oscilação. 

 
Figura 2.5: Representação esquemática de uma onda (Adaptado de CECAV/ICMBio, 2016a). 

A amplitude consiste na magnitude da onda de vibração, estando diretamente 

relacionada à quantidade de energia gerada pela fonte emissora. A amplitude da onda 

determina a amplitude de vibração das partículas em torno de seu próprio eixo. Sendo assim, 

uma onda de grande amplitude significa ter uma grande amplitude de vibração das partículas, 

assim como uma grande quantidade de energia associada. Tal condição tem o potencial de 

induzir a significativos danos estruturais. À medida que a onda se propaga pelo meio ocorre a 

atenuação das ondas sísmicas, ou seja, um decréscimo gradativo de sua energia, assim como 

de sua amplitude (Figura 2.6b).  
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Figura 2.6: (a) Onda sísmica sem atenuação (amplitude constante) e (b) onda sísmica com atenuação (amplitude 

decrescente) (Fonte: CECAV/ICMBio, 2016a). 

O fato de a energia da onda estar relacionada ao seu potencial de dano justifica a 

importância do estudo da atenuação de ondas sísmicas. Dois aspectos principais estão 

associados à atenuação desse tipo de onda: o espalhamento esférico e os atributos do terreno.  

Pelo espalhamento esférico, há uma atenuação natural de amplitude da onda à medida que a 

onda sísmica se propaga esfericamente a partir de um ponto. Apesar de a energia transportada 

pela onda permanecer constante, tal atenuação se dá devido a expansão da área de propagação 

da onda. Em um meio homogêneo e isotrópico, a energia sísmica sofre atenuação somente 

pelo efeito do espalhamento esférico da onda, sendo nula a interferência do meio na 

atenuação. No entanto, em meios reais, a propagação da onda é influenciada pela composição 

não homogênea e anisotrópica do terreno, de forma que a interação dos aspectos 

geomorfológicos, topográficos e estratigráficos do meio influencia diretamente na atenuação 

da onda sísmica (CECAV/ICMBio, 2016a). Assim, os atributos do terreno, principalmente no 

que se refere à composição geológica e a presença de descontinuidades, têm grande potencial 

de interferência no processo de atenuação, uma vez que tendem a causar a dispersão da 

vibração pelo terreno. 

A frequência (f) de uma onda representa o grau de oscilação dos pontos do meio no 

qual a onda se propaga, indicando o número de oscilações por segundo de acordo com a 

unidade Hertz (Hz). A velocidade de propagação da onda (c) se relaciona com a frequência da 

onda pela relação: 

oc = λ f  (2.14) 

em que λo é o comprimento de onda definida como a distância após a qual a forma da onda 

começa a se repetir. A Figura 2.7 ilustra três tipos de ondas com diferentes frequências de 

vibração. Verifica-se que para cada onda, em virtude das diferentes frequências, existem 

também, proporcionalmente, diferentes comprimentos de ondas. Além disto, é também 
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verdadeira a correlação de que quanto menor a frequência, maior o comprimento de onda, 

para uma mesma velocidade de propagação. 

Conhecer a frequência de vibração de uma onda sísmica torna-se importante uma vez 

que ondas de frequência alta são, geralmente, associadas a vibrações de menor energia e, 

portanto, tendem a ser mais facilmente atenuadas. Por outro lado, os danos em estruturas estão 

geralmente relacionados a ondas de baixa frequência, as quais são geralmente associadas à 

maior quantidade de energia. É por esse motivo que a legislação, tanto nacional quanto 

internacional, referente à segurança de estruturas civis em áreas sujeitas a vibrações sísmicas 

provenientes de desmontes de rochas por explosivos, considera limites diferenciados para 

diferentes faixas de frequência de oscilação de ondas.  

 
Figura 2.7: Ondas sísmicas com diferentes frequências de oscilação (Adaptado de CECAV/ICMBio, 2016a). 

A partir de medições de campo, identificou-se que diferentes tipos de ondas sísmicas 

são gerados a partir do desmonte de rocha por explosivos. A forma como o movimento 

ondulatório é propagado através do meio, assim como o seu efeito sobre o maciço rochoso e 

as estruturas nas proximidades, divergem para cada tipo de onda. Portanto, para entender e 

avaliar os efeitos das ondas em estruturas localizadas a uma dada distância da fonte de 

excitação é fundamental a compreensão dos tipos de ondas sísmicas geradas a partir de um 

carregamento dinâmico ou vibratório. 

Baseado nas suas características principais, as ondas sísmicas foram agrupadas em 

duas categorias de ondas: as ondas de corpo e as ondas de superfície. A seguir estes tipos de 

ondas serão detalhadas com base em uma revisão dos estudos de Santos (2011), Bhandari 

(1997), Persson et al. (1994) e Lopez Jimeno et al. (2003).  
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As ondas de corpo são aquelas que se propagam pelo interior da massa rochosa e 

podem ser classificadas em ondas compressivas e cisalhantes. As ondas compressivas, 

também chamadas de ondas primárias, longitudinais ou, simplesmente, ondas P, são 

propagadas pela compressão e rarefação do meio material provocando alteração de volume, 

mas não de forma. Isto significa que as partículas do meio são deslocadas longitudinalmente 

em relação à direção de propagação da onda. As deformações causadas em um meio sólido 

pela propagação de uma onda P podem ser vistas na Figura 2.8. Ondas cisalhantes, também 

conhecidas como ondas secundárias, transversais ou ondas S, são ondas de corpo capazes de 

se propagar apenas em meios materiais que suportam tensões de cisalhamento, ou seja, meios 

sólidos. Apresentam velocidade inferior à velocidade de propagação das ondas compressivas, 

no entanto, com amplitude de onda superior. Ao contrário das ondas P, provocam alterações 

de forma e não de volume, sendo que as partículas do meio são deslocadas 

perpendicularmente em relação à direção de propagação da onda (Figura 2.9). As ondas 

cisalhantes podem ser classificadas quanto à vibração das partículas em ondas S verticais 

(SV) ou em ondas S horizontais (SH). 

 
Figura 2.8: Ondas P (Adaptado de Dias, 2000). 

 
Figura 2.9: Ondas S (Adaptado de Dias, 2000). 

Nas interfaces entre diferentes meios (por exemplo, interface terra e ar, terra e água, ou 

entre camadas de materiais com diferentes características elásticas) são formadas as ondas 

superficiais. Essas ondas, portanto, se propagam apenas na região superficial do meio, sendo 
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mais lentas, no entanto, apresentando maior amplitude. Isto faz com que estas ondas sejam as 

causadoras das maiores destruições em função de sua baixa frequência, longa duração e alta 

amplitude com decaimento lento. Existem diversos tipos de ondas superficiais sendo que 

aquelas de importância para o estudo de vibrações sísmicas são as ondas Rayleigh, ou ondas 

R, e as ondas Love, ou ondas L. As ondas Rayleigh são resultantes da interação entre as ondas 

P e SV na superfície do meio. Com a passagem das ondas R, as partículas do meio se 

deslocam com uma trajetória elíptica sobre um plano vertical paralelo à direção de 

propagação da onda (Figura 2.10). A grandes distâncias da fonte, a onda R é frequentemente a 

única onda distinguível devido a sua característica de menor atenuação. A interação entre as 

ondas P e SH na superfície do meio dá origem às ondas Love. A trajetória do deslocamento 

das partículas do meio é perpendicular à direção de propagação da onda L, ocorrendo no 

plano horizontal paralelo à direção de propagação da onda conforme pode ser observado na 

Figura 2.11. 

 
Figura 2.10: Ondas R (Adaptado de Dias, 2000). 

 
Figura 2.11: Ondas L (Adaptado de Dias, 2000). 

Pode-se observar que cada tipo de onda produz padrões radicalmente diferentes de 

movimento nas partículas de solo e rocha na medida em que se propagam. Como resultado, a 

rocha ou o solo e as estruturas neles contidas serão deformadas diferentemente pela passagem 

de cada tipo de onda. 



 

23 

 

 

Capítulo 3 

Formulação matemática do problema 

mecânico de equilíbrio dinâmico 

A resposta dos maciços rochosos quando submetidos a esforços dinâmicos gerados a 

partir de detonações de rocha por explosivos constitui um problema físico elastodinâmico 

tempo-dependente. A seguir serão apresentadas as equações básicas deste tipo de problema, 

em termos de deslocamentos, assim como um detalhamento a respeito da propagação de 

ondas sísmicas através de meios sólidos e seus aspectos relacionados. Inicialmente será 

avaliada a propagação de ondas mecânicas unidimensionais em meios materiais isotrópicos e 

linearmente elásticos, para, em seguidas estudar o comportamento das ondas mecânicas 

tridimensionais. 

3.1 Propagação de ondas unidimensionais em um meio elástico  

Ondas unidimensionais são aquelas que se propagam ao longo de uma única direção 

no espaço, como por exemplo, as ondas em uma corda ou uma mola. Segundo Prakash (1981) 

e Richart Jr. et al. (1970) existem três tipos independentes de movimentos de onda em uma 

corda: longitudinal, transversal e flexural. Somente os dois primeiros tipos de movimento 

serão considerados neste trabalho, uma vez que somente estes resultam na equação típica da 

onda (Richart Jr. et al., 1970). Será realizada a seguir a dedução das equações básicas dos 

movimentos longitudinais e transversais a partir da equação típica da onda se propagando em 

uma corda. 
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3.1.1 Vibrações Longitudinais 

Considere um segmento de corda, de seção de área A, sujeito a tensões conforme 

demonstrado na Figura 3.1. Ao ser submetido a uma vibração longitudinal, os infinitos 

elementos infinitesimais (dx) sofrem deslocamentos longitudinais (u) na direção do eixo x. 

 
 

Figura 3.1: Segmento de corda (Fonte: Adaptado de Richart Jr. et al., 1970). 

A equação do movimento para as vibrações longitudinais, considerando a segunda lei 

de Newton, pode ser obtida estabelecendo o equilíbrio das forças axiais (Fx) atuando a direção 

longitudinal de um elemento infinitesimal (Figura 3.1). Desta forma tem-se que: 

2

x

2

u
dxA dxA

x t

 
 

 
 (3.1) 

ou, ainda: 

2

x

2

u

x t

 
 

 
 (3.2) 

em que m representa a massa do meio; ρ é a densidade do meio; σx é a tensão normal atuando 

na direção do eixo x; e 2 2u t   é a aceleração na direção longitudinal. 

Considerando o meio homogêneo, isotrópico e linear elástico, é possível, adotando a 

Lei de Hooke, obter a seguinte equação do movimento em termos dos deslocamentos 

longitudinais: 

2 2
2

P2 2

u u
c

t x

 


 
 (3.3) 

onde  

Pc E   (3.4) 



 

25 

 

 

é a velocidade de propagação da onda longitudinal.  

É importante ressaltar que a velocidade de propagação da onda longitudinal e a 

velocidade das partículas na zona de tensão são distintas. Quando um pulso de tensão 

compressiva uniformemente distribuída de intensidade σx e duração tn é aplicado em uma 

extremidade da corda, só uma pequena zona da corda está inicialmente em estado de 

compressão. A compressão será transmitida a sucessivas zonas da corda com o passar do 

tempo. A transmissão da tensão de uma zona para outra acontece na velocidade com que a 

onda longitudinal se propaga no meio, ou seja, com velocidade cp. Num dado instante de 

tempo tn um dado segmento de corda de comprimento Xn constituirá a zona comprimida. A 

quantidade do encurtamento elástico desta zona é dada pelo deslocamento da extremidade da 

corda dado por: 

x
nu X

E


  (3.5) 

Sabendo que: 

n P nX c t  (3.6) 

Tem-se que: 

x P

n

cu

t E


  (3.7) 

O deslocamento longitudinal (u) dividido pelo tempo tn representa a velocidade do fim 

da corda, ou seja, a velocidade de partícula, a qual também pode ser representada pelo 

diferencial do deslocamento u em relação ao tempo t, fazendo: 

x Pcu

t E





 (3.8) 

Desta forma, reforça-se o conceito de que a velocidade de propagação da onda 

longitudinal e a velocidade da partícula, apesar de atuarem na mesma direção, são distintas. 

Além disso, a partir das definições apresentadas anteriormente, vê-se que a velocidade de 

partícula depende da intensidade da tensão ou deformação induzida, enquanto a velocidade de 

propagação da onda (cP) é uma função das propriedades do material. Ressalta-se aqui a 

importância da análise de tensão-deformação para a avaliação da velocidade de uma partícula 

num meio sujeito a vibrações. 
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3.1.2 Vibrações Transversais 

Considere agora um segmento de corda submetido a vibrações transversais. Este 

segmento de corda apresenta torques atuantes nas duas faces de um elemento infinitesimal dx 

(Figura 3.2).  

 
Figura 3.2: Segmento de corda (Fonte: Prakash, 1981). 

O torque (T) ao qual uma seção transversal infinitesimal de largura dx é submetido 

pode ser escrito em função da variação do ângulo de torção (θt) da seguinte forma (Richart Jr. 

et al., 1970): 

t
p

d
T I G

dx


  (3.9) 

em que Ip é o momento polar de inércia da seção da corda; G é o módulo cisalhante do 

material da corda; e, IpG é a rigidez torsional. 

Fazendo o equilíbrio das forças na direção longitudinal e aplicando-se a segunda Lei 

de Newton ao movimento da corda chega-se a seguinte equação do movimento: 

2

t
p 2

T
I

x t

 
 

 
 (3.10) 

Substituindo a Equação (3.9) na Equação (3.10), chega-se à seguinte equação do 

movimento em termos do ângulo de torção: 

2 2
2t t

s2 2
v

t x

   


 
 (3.11) 

onde  

sv G   (3.12) 

é a velocidade de propagação da onda transversal. 
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3.2 Propagação de ondas tridimensionais em meios elásticos infinitos 

Ondas tridimensionais são aquelas que se propagam em todas as dimensões, assim 

como as ondas sonoras e as ondas sísmicas. Ao se propagar dentro de um corpo infinito, estas 

ondas apresentam características e aspectos de propagação específicos a este tipo de meio.  

Considere uma onda que se propaga por um meio infinito, homogêneo e isotrópico 

com elasticidade perfeita, isto é, sem perda de energia nas ondas mecânicas para qualquer tipo 

de atenuação. Nesse caso não há a atuação de forças dissipativas, ou seja, a energia mecânica 

total do sistema é mantida constante, assim como a amplitude da onda.  

Considere ainda um elemento infinitesimal (dV=dxdydz), neste meio infinito, em 

equilíbrio dinâmico com as forças externas concentradas fc; de superfície fS; e, de corpo fB. 

Desprezando a presença de forças de momento, é possível obter as seguintes equações 

diferenciais de equilíbrio dinâmico: 

2
xyx xz

Bx 2

u
f

x y z t

  
    

   
 (3.13a) 

2
xy y yz

By 2

v
f

x y z t

   
    

   
 (3.13b) 

2
zyxz z

Bz 2

w
f

x y z t

  
    

   
 (3.13c) 

em que x, y e z ; e, xy, yz e zx representam, respectivamente, as componentes cartesianas 

de tensão normal e cisalhante que definem o estado de tensão () na partícula; fBx, fBy e fBz 

representam as componentes cartesianas do vetor de força de corpo (fB);  é a densidade do 

meio; 2 2u t  , 2 2v t   e 2 2w t   são, respectivamente, as componentes cartesianas do 

vetor de aceleração (ü); e, u, v e w são as componentes cartesianas do vetor deslocamento (u). 

Tratando-se de um meio homogêneo, isotrópico e com comportamento tensão-

deformação linear elástico, é possível, usando a lei generalizada de Hooke, escrever as 

seguintes relações constitutivas: 

x vol x2G      (3.14a) 

y vol y2G      (3.14b) 
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z vol z2G      (3.14c) 

xy xyG    (3.14d) 

yz yzG    (3.14e) 

zx zxG    (3.14f) 

onde 

vol x y z      (3.15) 

e  

E
G

2(1 )


  (3.16)
 

E

(1 )(1 2 )


 

    (3.17) 

em que x, y e z ; e, xy, yz e zx são, respectivamente, as componentes cartesianas de 

deformação normal e cisalhante que definem o estado de deformação () na partícula. As 

constates G e λ são, respectivamente, o módulo cisalhante e a constante de Lamé definidos em 

função do módulo de elasticidade (E) e do coeficiente de Poisson (ν). 

No contexto de pequenos deslocamentos, e considerando a convenção de sinal de 

compressão positiva, as seguintes relações cinemáticas podem ser estabelecidas entre os 

campos de deformação e deslocamento: 

x

u

x


  


 (3.18a) 

y

v

y


  


 (3.18b) 

z

w

z


  


 (3.18c) 

xy

v u

x y

  
    

  
 (3.18d) 
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yz

v w

z y

  
    

  
 (3.18e) 

zx

w u

x z

  
    

  
 (3.18f) 

Considerando as relações constitutivas (Equações 3.14) e as relações cinemáticas 

(Equações 3.18) pode-se reescrever as Equações (3.13) obtendo-se o seguinte sistema de 

equação diferencial de equilíbrio dinâmico em termos das componentes de deslocamentos: 

2 2 2 2

Bx2 2 2 2

u v w u u u u
( G) G f

x x y z x y z t

         
           

          
 (3.19a) 

2 2 2 2

By2 2 2 2

u v w v v v v
( G) G f

y x y z x y z t

         
           

          
 (3.19b) 

2 2 2 2

Bz2 2 2 2

u v w w w w w
( G) G f

z x y z x y z t

         
           

          
 (3.19c) 

As Equações (3.19) podem ainda ser escritas matricialmente como: 

 T

B    D u f u 0  (3.20) 

em que  é operador diferencial e D é a matriz constitutiva que depende das propriedades 

elásticas do meio definidas no Apêndice A.  

A Equação (3.20) deve ser satisfeita no domínio (V) do problema e em todos os 

instantes de tempo (t) da análise. Portanto, essa equação precisa atender às seguintes 

condições iniciais e de contorno:  

Spσn f  em Sq (3.21a) 

i iu δ  em Su (3.21b) 

   0,0 u x u x em V (3.21c) 

   0,0 u x u x em V (3.21d) 
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onde Sq e Su são, respectivamente, o contorno do problema com as forças e os deslocamentos 

prescritos; fSp é o vetor de forças de superfície prescritas, δi é o deslocamento prescrito; e u0 e 

0u são os deslocamentos e velocidades iniciais (Martins, 2004). 
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Capítulo 4 

Formulação numérica do problema 

mecânico de equilíbrio dinâmico através 

do MEF 

O comportamento de sistemas físicos pode ser estudado por meio da avaliação de 

modelos matemáticos ou de modelos físicos construídos em escala real em campo ou em 

escala reduzida em laboratório. Na medida em que a ciência e a tecnologia avançam, a 

utilização de modelos matemáticos para a análise de problemas reais tem se mostrado 

economicamente viável e, se bem conduzida, tão confiável quanto modelos físicos. Para a 

análise de problemas de engenharia, este tipo de modelo, o qual permite a investigação de 

fenômenos físicos em diferentes meios diante de variadas condições a um custo minimizado, 

torna-se atraente.  

Existem duas categorias de sistemas que são usadas na definição de um modelo 

matemático: os sistemas discretos que apresentam um número finito de graus de liberdade e 

os sistemas contínuos que apresentam um número infinito de graus de liberdade. O modelo 

matemático que representa um sistema discreto consiste num sistema de equação algébrica 

enquanto que o modelo matemático de sistemas contínuos é representado por um sistema de 

equação diferencial. Ao contrário do que ocorre em problemas discretos, onde as equações 

algébricas permitem facilmente encontrar soluções exatas, em problemas contínuos, as 

grandezas incógnitas têm soluções analíticas conhecidas apenas para condições simples de 
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contorno e de carregamento, tornando necessária a utilização de alguma técnica ou método 

numérico para obtenção de pelo menos uma solução aproximada para o problema. 

Uma técnica muito adotada no meio numérico é a técnica de discretização espacial. 

Diferentes tipos de modelos numéricos são obtidos a depender da técnica de discretização 

adotada. O método das diferenças finitas (MDF), por exemplo, adota a discretização espacial 

usando uma malha de pontos nodais onde as equações diferenciais são aproximadas por 

equações em diferenças. O método dos elementos finitos (MEF) adota a discretização espacial 

usando uma malha de elementos finitos (interconectados por pontos nodais). No MEF, a 

variável de estado é interpolada no domínio de cada elemento e uma equação algébrica é 

obtida indicando o equilíbrio em cada elemento. Nesse trabalho, adota-se o MEF como 

método numérico para obtenção do sistema de equação algébrico que representa o problema 

mecânico de equilíbrio dinâmico. 

4.1 O método dos elementos finitos (MEF) 

A aplicação do MEF para a solução de problemas práticos de engenharia ganhou 

impulso somente a partir do desenvolvimento da computação digital no início da década de 

1960. Através da programação computacional, é possível desenvolver uma ferramenta capaz 

de fornecer, de forma automatizada, a solução de um problema físico devidamente 

equacionado na forma de um sistema de equação algébrico (ou de um modelo discreto). O 

aumento contínuo e expressivo da capacidade dos computadores, tanto de armazenamento 

quanto de processamento, trouxe a possibilidade de tornar os modelos discretos cada vez mais 

detalhados e representativos da realidade. A Figura 4.1 ilustra o passo-a-passo que deve ser 

adotado, de uma forma geral, para a análise por elementos finitos de um problema de 

equilíbrio mecânico. 

No MEF, como dito anteriormente, o domínio do problema a ser analisado é dividido 

por um número discreto de subdomínios ou elementos de dimensões finitas, denominados 

elementos finitos. Estes elementos são interligados por meio de pontos denominados nós ou 

pontos nodais, formando uma malha de elementos finitos, tal como ilustrado na Figura 4.2. 
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Figura 4.1: Processo de análise de um problema de equilíbrio mecânico via MEF (Adaptado de Bathe, 1996). 

 
Figura 4.2: Malha de elementos finitos ilustrativa (Fonte: Souza, 2003). 
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Diversos tipos de elementos finitos têm sido propostos e suas formulações podem ser 

facilmente encontradas na literatura especializada (Bathe, 1996; Zienkievicz e Taylor, 2000; 

Cook et al., 2001). Os elementos finitos diferem na forma geométrica e no número de pontos 

nodais (nno), tal como pode ser observado na Figura 4.3. É importante realçar que a escolha do 

tipo de elemento passa inclusive pela definição da dimensão do problema a ser analisado, ou 

seja, uni, bi ou tridimensional.  

 
Figura 4.3: Tipos de elementos finitos (Fonte: Souza, 2003). 

Uma vez que o MEF consiste num método aproximado, é necessária a avaliação da 

convergência da solução. A convergência da solução aproximada é verificada através do 

refinamento da malha de modo que se observe uma convergência monotônica para uma 

solução única. A exatidão (ou acurácia) da solução aproximada, no entanto, depende da 

qualidade do modelo matemático produzido no sentido de reproduzir de forma mais fiel 

possível um dado problema físico. 

Como dito anteriormente, a ideia do MEF consiste em dividir o domínio do problema 

em análise num conjunto de elementos finitos e aproximar a forma e a variável de estado do 

problema no domínio do elemento usando, respectivamente, as funções de forma e de 

interpolação. Nesse contexto é importante realçar as diferentes formulações: isoparamétricas, 

superparamétricas e subparamétricas. Numa formulação isoparamétrica, as funções de forma 

e de interpolação são as mesmas. Na formulação superparamétrica, as funções de forma têm 
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uma ordem superior à ordem das funções de interpolação. Na formulação subparamétrica, as 

funções de forma têm uma ordem inferior à ordem das funções de interpolação. 

De acordo com o MEF, as coordenadas de um ponto qualquer no interior de um 

elemento finito podem ser escritas em termos das coordenadas de cada ponto nodal i, fazendo: 

ˆx = Nx  (4.1) 

em que x é o vetor de coordenadas cartesianas; x̂  é o vetor de coordenadas cartesianas dos 

pontos nodais; N é a matriz das funções de forma Ni, as quais são definidas no sistema de 

coordenadas naturais do elemento e dependem da geometria e do número de nós deste 

elemento. A matriz jacobiana J é utilizada para a transformação do sistema de coordenadas 

cartesianas local para o natural. As matrizes N e J, assim como os vetores x e u são definidos 

no Apêncide A. 

Usando uma formulação isoparamétrica, é possível escrever: 

ˆu = Nu  (4.2a) 

ˆu = Nu  (4.2b) 

em que û  é o vetor de deslocamentos nodais e û é o vetor de aceleração nodal.  

4.2 Formulação do problema mecânico de equilíbrio dinâmico 

De acordo com a formulação em deslocamento do MEF, o sistema de equação 

diferencial representado pela Equação (3.20) é escrito no domínio do elemento finito (Ve), 

usando a aproximação indicada pelas Equações (4.2). Desta forma, a seguinte forma residual 

é obtida para a Equação 3.20: 

   T

B
ˆˆ(    D Nu f Nu 0  (4.3) 

Adotando o método de Galerkin é possível se obter os valores dos deslocamentos e 

acelerações nodais ( û  e û ) que minimizam o resíduo gerado conduzindo à seguinte forma 

integral para o sistema de equação de equilíbrio dinâmico: 

   T T

B

Ve

ˆˆ( dVe     
  N D Nu f Nu 0  (4.4) 
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ou, ainda: 

 T T T

B

Ve Ve Ve

ˆˆ dVe dVe dVe       N D Nu N f N Nu 0  (4.5) 

Fazendo a integração por partes da primeira integral apresentada na Equação (4.5), 

encontra-se: 

T T T T

B

Ve Se Ve Ve

ˆˆdVe dSe dVe dVe         N D N u N nσ N f N N u 0  (4.6) 

A Equação (4.6) pode ser rearranjada da seguinte maneira: 

e e e
ˆ ˆ + M u K u F  (4.7) 

em que Ke é a matriz de rigidez do elemento definida por: 

T

e

Ve

dVe K B DB  (4.8) 

Me é a matriz de massa do elemento definida por: 

T

e

Ve

dVe M N N  (4.9) 

Fe é o vetor de força externa atuando no elemento e definido por: 

e Ce Se Be  F F F F  (4.10) 

em que FCe é o vetor de força nodal equivalente ao vetor de força concentrada; FSe é o vetor 

de força nodal equivalente ao vetor de força de superfície do elemento dado por: 

T

Se S

Se

dSe F N f  (4.11) 

FBe é o vetor de força nodal equivalente ao vetor de força de corpo do elemento dado por: 

T

Be B

Ve

dVe F N f  (4.12) 

em que B = N  é uma matriz que contém as derivadas das funções de interpolação Ni. 

Medidas de respostas dinâmicas reais de estruturas mostram que parte da energia é 

dissipada durante a propagação da onda. Na análise de vibrações, tal fato é levado em conta 

pela introdução de forças de amortecimento dependentes da velocidade (Bathe, 1996). Desta 
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forma, ao introduzir as forças de amortecimento, a equação de equilíbrio dinâmico (Equação 

4.7) pode ser reescrita como: 

e e e e
ˆ ˆ ˆ +   M u C u K u F  (4.13) 

onde û  é o vetor de velocidades nos pontos nodais; e, Ce representa a matriz de 

amortecimento do elemento dada por: 

e T

e

Ve

dVe C N N  (4.14) 

em que 
e  representa o parâmetro de amortecimento do elemento. Na prática, obter esse 

parâmetro torna-se complexo. Por essa razão, a matriz de amortecimento (Ce), em geral, é 

obtida a partir das matrizes de massa e de rigidez juntamente com dados experimentais de 

medidas de amortecimento (Bathe, 1996). 

Fazendo o arranjo global de todas as matrizes é possível obter a equação de equilíbrio 

global definida como: 

ˆ ˆ ˆ +   MU CU KU F  (4.15) 

em que M, C e K são as matrizes de massa, amortecimento e rigidez globais, 

respectivamente; F, o vetor de carregamentos externos global; e 
ˆ
U , 

ˆ
U  e Û , os respectivos 

vetores globais de acelerações, velocidades e deslocamentos nodais. 

4.2.1 Considerações sobre a matriz de massa 

A matriz de massa global M, constituída pelo arranjo das matrizes de massa de todos 

os elementos da malha, consiste na representação discreta da massa em um meio contínuo. 

Quando definida conforme a Equação (4.9) a matriz de massa é simétrica e positiva-definida. 

Neste caso, ela é denominada matriz de massa consistente.  

Uma alternativa à matriz de massa consistente é a matriz de massa concentrada ou 

diagonal. A matriz de massa diagonal apresenta a massa concentrada nos pontos nodais e 

pode ser obtida a partir de procedimentos como as técnicas Row Sum, HRZ (Hilton et al, 

1977) e Quadratura Nodal.  
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A definição do tipo de matriz a utilizar dependerá do tipo de análise que será realizada 

(se de dinâmica estrutural ou de propagação de ondas) e da discretização utilizada. Martins 

(2004) afirma que quando elementos de ordem elevada são utilizados, a utilização de matrizes 

de massa consistentes é mais indicada, enquanto, no caso de elementos de baixa ordem, 

indicam-se matrizes de massa diagonais. 

4.2.2 Considerações sobre a matriz de amortecimento 

Todo material, quando submetido a carregamentos dinâmicos, apresenta algum grau 

de amortecimento, caso contrário, oscilariam indefinidamente. O amortecimento mecânico 

origina-se a partir da dissipação de energia em virtude de atrito interno ou por processos de 

deformação irreversível como plasticidade ou viscosidade (López Bendezú, 2015). 

Na prática, a determinação da matriz de amortecimento geral a partir da Equação 

(4.14) é muito complicada ou, até mesmo, inviável uma vez que o coeficiente 
e  é de difícil 

determinação. Em virtude disso, frequentemente, o amortecimento proporcional proposto por 

Rayleigh tem sido utilizado. A matriz de amortecimento proporcional é obtida fazendo-se: 

R R  C M K  (4.16) 

em que αR e βR são os coeficientes de proporcionalidade de Rayleigh. Segundo Cook et al. 

(2001), quanto maior o valor de αR, maior o amortecimento de baixas frequências de vibração, 

enquanto, quanto maior for βR, maior o amortecimento de altas frequências de vibração. Os 

mesmos autores afirmam ainda que o termo βR tem a capacidade de amortecer também as 

altas frequências de vibrações não-físicas, isto é, os ruídos resultantes da simulação numérica. 

Os valores dos coeficientes de proporcionalidade podem ser determinados a partir do 

sistema de equações algébrico (Chopra, 2012; Clough e Penzien, 2003): 

i i iR

j j jR

11

12

      
    

      
 (4.17) 

em que ξi e ξj são as razões de amortecimento (ou fatores de amortecimento); e, ωi e ωj são as 

frequências naturais referentes ao i-ésimo e j-ésimo modos de vibração, respectivamente. Os 

valores de razão de amortecimento em função das frequências naturais podem ser 

determinados a partir de dados experimentais. 
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Em função da falta de informações acerca da variação do fator de amortecimento em 

função das diferentes frequências naturais, usualmente assume-se que o mesmo valor de ξ se 

aplica a ambas as frequências, isto é (Chopra, 2012; Clough e Penzien, 2003): 

i j      (4.18) 

Nesse caso, a Equação (4.17) pode ser reescrita como: 

R i j

R i j

2

1

    
   

     
 (4.19) 

de forma que os coeficientes de proporcionalidade de Rayleigh passam a ser definidos como: 

i j

R

i j

2
  

 
 (4.20) 

e  

R

i j

2
  

 
 (4.21) 

Clough e Penzien (2003) recomendam que a escolha das frequências naturais para o 

cálculo dos coeficientes de proporcionalidade de Rayleigh seja feita de forma que ωi seja a 

frequência fundamental do sistema e ωj seja uma frequência que esteja entre a fundamental e a 

frequência mais alta e cujo modo de vibração contribua significativamente para a resposta 

dinâmica. Nesse caso, deve-se garantir que as frequências naturais escolhidas apresentem o 

mesmo fator de amortecimento, conforme a Equação (4.18). 

4.3 Resolução das equações de equilíbrio dinâmico 

As acelerações desenvolvidas em corpos, que estão submetidos a forças externas 

resultantes de baixas frequências de excitação em relação às frequências naturais do corpo, 

são pequenas o suficiente para que possam ser desprezadas. Dessa forma, o sistema matricial 

pode ser resolvido desconsiderando os efeitos da inércia e das forças de amortecimento por 

meio de uma análise estática ou quasi-estática. Por outro lado, quando as frequências de 

excitação são elevadas, sendo as forças aplicadas rapidamente, as forças de inércia e de 
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amortecimento precisam ser consideradas, caracterizando assim o comportamento dinâmico 

(Bathe, 1996; Mendonça, 2006; Martins, 2004).  

Mendonça (2006) define que existem dois grandes tipos de problemas de análise 

dinâmica: os problemas de propagação de onda e os de dinâmica estrutural. Os problemas de 

dinâmica estrutural são caracterizados por frequências de carregamento da mesma ordem, ou 

apenas algumas vezes maiores, que a frequência natural do sistema. Já os problemas de 

propagação de ondas ocorrem em situações de impacto ou de explosões, caracterizando os 

carregamentos e suas respostas como de alta frequência. Para esse tipo de problema, o tempo 

de análise é normalmente curto, se restringindo ao tempo que a onda leva para percorrer o 

corpo (Bathe, 1996; Cook et al., 2001). 

Para o problema mecânico de propagação das ondas sísmicas geradas por detonações, 

a análise deve ser conduzida como um problema de propagação de ondas em que as forças 

aplicadas variam com o tempo. Isso significa que os deslocamentos e, consequentemente, as 

velocidades e acelerações do elemento, também variam em função do tempo, caracterizando o 

comportamento do corpo como dinâmico. Assim, o sistema de equações de equilíbrio para o 

comportamento dinâmico global da estrutura pode ser representado como: 

ˆ ˆ ˆ(t) + (t)  (t) (t) MU CU KU F  (4.22) 

onde 

C S B(t) (t) (t) (t)  F F F F  (4.23) 

As soluções para o sistema de equações apresentado pela Equação (4.22) podem ser 

obtidas de duas formas: método de integração direta e método de superposição modal (Bathe, 

1996). O método de integração direta caracteriza-se por não requerer transformações das 

equações de equilíbrio. Dessa maneira, o problema continua a ser caracterizado como tempo-

dependente, e as equações de equilíbrio são integradas no tempo usando um método de 

discretização. Já o método de superposição modal propõe que, previamente à integração no 

tempo, seja feita uma mudança de base das coordenadas do elemento finito para a base dos 

vetores característicos do problema característico generalizado. O objetivo dessa mudança é 

obter matrizes de rigidez, de amortecimento e de massa que tenham menor largura de banda, 

de forma a diminuir o custo da solução computacional.  
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Segundo Bathe (1996), a escolha do método leva em conta apenas sua efetividade 

numérica. As soluções obtidas usando qualquer um dos procedimentos serão idênticas, 

considerando os erros de arredondamentos no programa computacional e os erros numéricos 

dos esquemas de integração empregados. No entanto, Cook et al. (2001) afirma que a análise 

modal não é adequada para problemas de propagação de onda uma vez que o grande número 

de modos de frequência a serem determinados fariam com que o método apresentasse, ao 

contrário do esperado, um alto custo computacional. Diante disso, optou-se, nesse trabalho, 

por aplicar o método de integração direta. 

Pelo método de integração direta, a Equação (4.22) é discretizada no tempo e as 

condições de equilíbrio são determinadas apenas em intervalos de tempo discretos Δt. Além 

disso, assume-se que, dentro de cada intervalo de tempo, ocorra uma variação dos 

deslocamentos, das velocidades e acelerações. Assim, considerando um período de tempo Tf 

de análise, o incremento de tempo será definido como: 

ft T n   (4.24) 

onde n é o número de passos ou de incrementos de tempo adotados na análise. 

Dentre os métodos de integração direta ainda pode-se definir o tipo de marcha a ser 

adotada: implícita e explícita. Independente do tipo de marcha (explícito ou implícito), no 

entanto, a condição inicial que define os vetores de deslocamento, velocidade e aceleração no 

tempo 0 ( 0 0 0ˆ ˆˆ ,   e U U U ) é conhecida. A escolha do esquema de marcha adotada na integração 

direta influencia na convergência e na qualidade das respostas. Martins (2004) afirma que, 

geralmente, para a solução de problemas de propagação de ondas, os esquemas explícitos se 

mostram mais eficientes quando comparados aos implícitos. 

4.3.1 Método de integração direta – esquema explícito 

Nos métodos explícitos, as variáveis no intervalo de tempo t+Δt são determinadas 

apenas em função das variáveis no tempo t e, assim, não há necessidade de processos 

iterativos em cada passo incremental. Caso sejam utilizadas matrizes de massa e de 

amortecimento diagonais (ortogonais), o problema é desacoplado e, assim, a memória 

computacional necessária é menor do que com a utilização de matrizes de massa consistentes. 

Por outro lado, os métodos de integração explícita são condicionalmente estáveis, requerendo 
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intervalos de tempos menores que um valor crítico (tcr) para garantirem a estabilidade 

numérica. Esse valor de incremento de tempo crítico está associado ao tempo necessário para 

que as informações não se propaguem através de mais de um elemento por passo de tempo. 

Dessa forma, o tamanho do incremento requerido para que haja estabilidade é tão pequeno 

que se torna suficiente para garantir a precisão da resposta numérica (Galvão, 2004).  

4.3.1.1  Método da diferença central  

O método da diferença central é um esquema explícito de integração direta. 

Considerando as relações de equilíbrio dadas pela Equação (4.22) como um sistema de 

equações diferenciais ordinárias com coeficientes constantes, expressões em diferenças finitas 

podem ser utilizadas para aproximar as acelerações e velocidades para o problema dinâmico 

de propagação de ondas. Diante disso, pelo método de diferença central, assume-se que as 

seguintes expressões em diferenças finitas, com erros da ordem de (Δt)2, podem ser utilizadas: 

 t t-Δt t t+Δt

2

1ˆ ˆ ˆ ˆ = 2
t

 


U U U U  (4.25a) 

 t t-Δt t+Δt1ˆ ˆ ˆ = - 
2 t




U U U  (4.25b) 

Substituindo as relações dadas pelas Equações (4.25) na Equação (4.22), obtém-se a 

seguinte equação em termos do vetor de deslocamento nodal no instante de tempo t+t 

( t tˆ 
U ): 

t+Δt t t t-Δt

2 2 2

1 1 2 1 1ˆ ˆ ˆ=
t 2 t t t 2 t

     
         

         
M C U F K M U M C U  (4.26) 

Observa-se, portanto, que para encontrar a solução para 
t tˆ 

U é necessário conhecer, 

não só t
Û , como também t tˆ 

U , tornando necessária a aplicação de procedimentos especiais 

de inicialização. Este cálculo é feito considerando-se o tempo t igual a 0 e calculando-se os 

deslocamentos no tempo –Δt ( tˆ 
U ) a partir dos deslocamentos, velocidades e acelerações 

conhecidos para t=0 e das relações dadas nas Equações (4.25), de forma que: 

2
t 0 0 0tˆ ˆˆ ˆ = t 

2

 
 U U U U  (4.27) 



 

43 

 

 

Para garantir a estabilidade e convergência do método, o incremento de tempo a ser 

adotado deverá ser menor que o incremento de tempo crítico dado por:  

cr nt t = 2     (4.28) 

onde ωn é a maior frequência natural do sistema.  

Os métodos explícitos se mostram ideais para aplicação em problemas de propagação 

de onda. Em tais situações é interessante observar a propagação da onda através dos 

elementos, sendo que, em função disso, em geral, a análise de interesse, é de curta duração. 

Assim como os demais métodos explícitos, o método da diferença central, embora seja de 

fácil implementação e apresentar baixo custo de armazenamento de informações, apresenta a 

desvantagem adicional de ser um algoritmo que não possui dissipação numérica. A partir da 

dissipação numérica é possível reduzir as respostas espúrias, ou seja, as oscilações numéricas, 

também conhecidas como ruídos, provocadas por erros associados à utilização de um método 

numérico (Silveira, 2001). 

Para a aplicação do método da Diferença Central, Bathe (1996) sugere a seguinte 

sequência de comandos iniciais: 

 Montar as matrizes de rigidez K, de massa M e de amortecimento C. 

 Inicializar 0 0 0ˆ ˆˆ ,   e U U U , sendo 0ˆ
U  calculado por: 

 0 1 0 0 0ˆ ˆˆ  U M F KU CU   (4. 29) 

 Selecionar o incremento de tempo Δt, tal que crt t   .  

 Calcular as constantes de integração: 

0 2

1
a

t



 (4.30a) 

1

1
a

2 t



 (4.30b) 

2 0a 2a  (4.30c) 
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3

2

1
a

a
  (4.30d) 

 

 Calcular tˆ 
U  a partir da Equação (4.27), fazendo: 

t 0 0 0

3

ˆ ˆˆ ˆ = t a  U U U U  (4.31) 

 Montar a matriz efetiva de massa ( M̂ ): 

0 1
ˆ a a M M C  (4.32) 

Em seguida, para cada passo, os seguintes comandos são repetidos: 

 Calcular o carregamento efetivo ( t
F̂ ) no tempo t, tal que: 

 t t t t t

2 0 1
ˆ ˆ ˆ( a ) a a     F F K M U M C U  (4.33) 

 Obter os deslocamentos no tempo t+Δt por meio de:   

t t 1 tˆ ˆ ˆ U M F  (4.34) 

 Avaliar as acelerações e velocidades no tempo t, com base nas Equações (4.25), 

fazendo: 

 t t t+Δt t

1

ˆ ˆ ˆ = 2a U U U  (4.35a) 

   t t t+Δt t

1

ˆ ˆ ˆ
 = 2a U U U  (4.35b) 

4.3.2 Método de integração direta – esquema implícito 

Nos métodos implícitos, as equações de equilíbrio para o tempo t envolvem não só as 

variáveis deste mesmo intervalo de tempo, como também as variáveis do intervalo futuro e de 

intervalos passados. Essa característica implica em soluções iterativas dentro de cada 

intervalo de tempo, aumentando o custo computacional destes métodos. No entanto, por outro 

lado, são métodos incondicionalmente estáveis. Os esquemas implícitos que serão 

apresentados a seguir são os métodos de Houbolt, θ-Wilson e de Newmark. 
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4.3.2.1  Método de Houbolt 

O esquema de Houbolt aplica expressões em diferenças finitas para o cálculo das 

velocidades e acelerações assim como o método das diferenças centrais. No entanto, as 

expressões utilizadas no método de Houbolt se diferenciam daquelas utilizadas no método 

explícito uma vez que são calculadas, com erros da ordem de (Δt)2, pelas seguintes fórmulas 

em diferença-retrógrada:  

 t t t+Δt t t-Δt t-2Δt

2

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ = 2 5 +4
t

  


U U U U U  (4.36a) 

 t t t+Δt t t-Δt t-2Δt1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ = 11 18 +9 2
6 t

  


U U U U U  (4.36b) 

Aplicando-se as aproximações indicadas nas Equações (4.36) na Equação (4.22), 

chega-se a: 

t+Δt t t t t-Δt t-2Δt

2 2 2 2

2 11 5 3 4 3 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ= -
t 6 t t t t 2 t t 3 t

       
            

              
M C U F M C U M C U M C U  (4.37) 

Para a obtenção da solução no instante de tempo t+t utilizam-se informações nos 

instantes de tempo t, t-t e t-2t. Neste caso, é necessário que se adote um procedimento 

especial de inicialização de modo que não apenas os valores iniciais para os deslocamentos, 

velocidades e acelerações sejam conhecidos. Um procedimento seria a aplicação do esquema 

de diferença central, utilizando 0 0 0ˆ ˆˆ ,   e U U U , para encontrar as soluções para ÛΔt e Û2Δt e dar 

prosseguimento a integração com o Método de Houbolt. 

4.3.2.2  Método θ-Wilson 

O Método θ-Wilson pode ser entendido como uma extensão do método da aceleração, 

em que a aceleração é assumida como linear dentro do tempo t ao tempo t+θΔt. Para que a 

estabilidade incondicional do método seja garantida, Bathe (1996) afirma que é necessária a 

utilização de um valor de θ igual ou superior a 1.37. Usualmente, o valor de θ adotado é 1.40. 

Fazendo com que τ denote o incremento de tempo, de forma que 0 t    (Figura 

4.4) então é possível assumir que, para o intervalo de tempo t a t+θΔt, tem-se que: 
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 t t t+ Δt tˆ ˆ ˆ ˆ
 = 

t

 
 


U U U U  (4.38) 

 
Figura 4.4: Aceleração linear assumida pelo método θ-Wilson (Fonte: Bathe, 1996). 

Integrando a Equação (4.38), obtém-se: 

 
2

t t t t+ Δt tˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
 = 

2 t

 
  


U U U U U  (4.39a) 

 
3

t t t t 2 t+ Δt t1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ = 
2 6 t

 
    


U U U U U U  (4.39b) 

que para o tempo t+θΔt, tornam-se: 

 t t t t+ Δt ttˆ ˆ ˆ ˆ
 = +

2

 
U U U U  (4.40a) 

 
2 2

t t t t t+ Δt ttˆ ˆ ˆˆ ˆ = t +2
6

  
 U U U U U  (4.40b) 

A partir das Equações (4.40), 
t tˆ 

U  e 
t tˆ 

U  podem ser solucionados em função de 
t t

U : 

 t t t+ Δt t t t

2 2

6 6ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
 = - 2

t t

   
  

U U U U U   (4.41a) 

 t t t+ Δt t t t3 tˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
 = - 2

t 2

  
 


U U U U U  (4.41b) 

A fim de encontrar a solução no tempo t+θΔt, considera-se a equação de equilíbrio 

dinâmico em t+θΔt em que: 

t t t t t t t tˆ ˆ ˆ +      MU CU KU F  (4.42) 
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onde, uma vez que assume-se que as acelerações variam linearmente, o vetor de 

carregamentos deve ser extrapolado linearmente para 
t t

F , tal que: 

 t t t t t t   F F F F  (4.43) 

Aplicando as Equações (4.41) na Equação (4.42), obtém-se a equação a partir da qual 

Ût+θΔt pode ser solucionado. Em seguida, é possível obter 
ˆ t t 
U , substituindo Ût+θΔt na 

Equação (4.41a), e usá-lo nas Equações (4.38) e (4.39), todas avaliadas para τ=Δt com o 

intuito de calcular t t t t t tˆ ˆˆ ,   e   
U U U .  

Observa-se que para esse esquema de integração não é requerido nenhum esquema 

especial para a partida. 

4.3.2.3  Método de Newmark 

O método de Newmark, da mesma forma que o Método θ-Wilson, pode ser entendido 

como uma extensão do método de acelerações lineares, onde as seguintes expressões são 

propostas: 

t t t t t+Δtˆ ˆ ˆ ˆ
 = (1- ) + t     

  
U U U U  (4.44a) 

t t t t t t+Δt 21ˆ ˆ ˆˆ ˆ = t + t
2

   
       

  
U U U U U  (4.44b) 

com α e δ representando parâmetros que podem ser determinados para obter acuracidade e 

estabilidade. Para garantir o método como incondicionalmente estável, Bathe (1996) afirma 

que, originalmente, propõe-se que δ e α assumam valores tais que: 

0.5   (4.45a) 

20.25(0.5 )    (4.45b) 

As Equações (4.44) juntamente com a equação de equilíbrio dinâmico, Equação 

(4.22), para o tempo t+Δt possibilitam encontrar as soluções para deslocamentos, velocidades 

e acelerações. Assim, resolvendo a Equação (4.44b) para 
t tˆ 

U em termos de 
t tˆ 

U  e 

substituindo na Equação (4.44a), obtém-se as equações tanto de 
t tˆ 

U como de
t tˆ

 
U  em 
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função somente de 
t tˆ 

U . Essas equações são, portanto, substituídas no sistema de equações 

do equilíbrio para o instante t+Δt, para encontrar t tˆ 
U , a partir da qual, em seguida, as 

velocidades e acelerações podem ser quantificadas usando as equações determinadas para 

t tˆ 
U e 

t tˆ 
U . 

Para a aplicação do método de Newmark, Bathe (1996) sugere a seguinte sequência de 

comandos iniciais: 

 Montar as matrizes de rigidez K, de massa M e de amortecimento C. 

 Inicializar 0 0 0ˆ ˆˆ ,   e U U U , sendo 0ˆ
U  calculado pela Equação (4.29). 

 Selecionar o incremento de tempo Δt e os parâmetros δ e α, de acordo com as 

Equações (4.45). 

 Calcular as constantes de integração: 

0 2

1
a

t



 (4.46a) 

1a
t





 (4.46b) 

2

1
a

t



 (4.46c) 

3

1
a 1

2
 


 (4.46d) 

4a 1


 


 (4.46e) 

5

t
a 2

2

  
  

 
 (4.46f) 

 6a t 1    (4.46g) 

7a t   (4.46h) 
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 Montar a matriz efetiva de rigidez ( K̂ ): 

0 1
ˆ a a  K K M C  (4.47) 

Em seguida, para cada passo, os seguintes comandos são repetidos: 

 Calcular o carregamento efetivo no tempo t+Δt ( t tˆ 
F ), tal que: 

   t t t t t t t t

0 2 3 1 4 5

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆa a a a a a       F F M U U K U C U U K U  (4.48) 

 Resolver para os deslocamentos no tempo t+Δt:   

t t 1 t tˆ ˆ ˆ  U M F  (4.49) 

 Avaliar as acelerações e velocidades no tempo t+Δt com base nas Equações (4.43), 

fazendo: 

 t t t t t t

0 2 3

tˆ ˆ ˆˆ ˆ = a a a    U U U U U  (4.50a) 

  
t t t t t t

6 7

ˆ ˆ ˆ ˆ
 = a a  U U U U  (4.50b) 
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Capítulo 5 

Implementações computacionais no 

ANLOG 

O programa computacional ANLOG é a base das implementações necessárias para a 

solução do problema elastodinâmico tempo-dependente de propagação de vibrações sísmicas 

geradas a partir de detonações. Neste capítulo, apresenta-se a estrutura do programa ANLOG, 

assim como, os detalhes das alterações e inclusões necessárias. 

5.1. O programa ANLOG 

O programa computacional ANLOG – Análise Não-Linear de Obras Geotécnicas 

(Nogueira, 2010) é um programa com código aberto, escrito em linguagem de programação 

FORTRAN 90, que vem sendo desenvolvido sob a orientação da Profa. Dra. Christianne 

Nogueira desde a conclusão de sua tese de doutorado em 1998. Esse programa contou com a 

colaboração de vários alunos de mestrado e doutorado e pode ser utilizado para análise, via 

MEF, de: 

 Problemas mecânicos de equilíbrio estático em condições de tensão plana e 

deformação plana, axissimétrica e tridimensional;  

 Problemas de fluxo em meio poroso saturado e não saturado;  

 Problemas com acoplamento hidro-mecânico em condições de deformação e fluxo 

planos.  
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O programa opera em uma plataforma Windows e o programa MTOOL, desenvolvido 

pelo grupo de tecnologia em computação gráfica da PUC-Rio (TecGraf®), é usado como pré 

e pós processadores gráficos. A estrutura do programa é organizada em macro comandos, o 

que permite a simulação de processos construtivos. O macro comando é uma palavra chave 

utilizada para controlar a execução de blocos de rotinas que devem ser acionadas para 

realização de uma tarefa específica (Nogueira, 2010). É necessário que o usuário forneça a 

sequência de macro comandos juntamente com seus respectivos dados de entrada. Para cada 

macro comando tem-se uma sequência de dados correspondente. O fluxo de informação que 

será usado na resolução de um dado problema será definido por esta sequência de macro 

comandos. 

A troca de informação com o programa ANLOG é feita a partir de arquivos de texto. 

Um arquivo de texto com extensão “.D”, contendo a sequência de macro comandos e seus 

respectivos conjuntos de dados, deve ser editado pelo usuário. Quando a malha de elementos 

finitos é gerada pelo pré-processador gráfico MTOOL, um arquivo de texto com extensão 

“.NF” é gerado. Os resultados são registrados em arquivos de texto com extensões “.OUT” e 

“.POS”. O arquivo com extensão “.POS” é compatível com o pós-processador gráfico através 

do programa MTOOL. 

Para a solução de um problema mecânico clássico de equilíbrio estático adotam-se, de 

uma forma geral, os seguintes macros comandos:  

 DADOS: este macro comando ativa um bloco de rotinas responsáveis pela leitura 

dos dados geométricos (coordenadas e conectividades), materiais (modelos 

constitutivos e parâmetros) e condições de contorno (essencial);  

 CPOINT e/ou CEDGE e/ou CGRAV: estes macros comando são responsáveis 

pela obtenção dos vetores de carregamentos nodais equivalentes às forças 

pontuais, de superfície e de volume (ou corpo), respectivamente; 

 SOLVE: define as matrizes características globais; resolve o sistema de equação 

algébrico característico do problema; e, obtêm-se as variáveis secundárias 

(deformação, tensão, aceleração, velocidade, etc.); 

 FEXEC: finaliza o programa. 
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5.2. Implementações computacionais para o módulo de análise dinâmica  

Mantendo a mesma filosofia de programação do ANLOG um novo macro comando 

denominado CDYNAM, contendo o módulo de carregamento externo que simula o pulso de 

pressão de detonação, foi introduzido na estrutura original (Figura 5.1). O macro comando 

DADOS foi devidamente alterado/adaptado para incluir informações/dados específicos da 

análise dinâmica. Além disso, um novo módulo de solução foi desenvolvido e adicionado ao 

macro comando SOLVE.  

 
Figura 5.1: Sequência de macro comandos para a resolução de um problema mecânico de equilíbrio dinâmico. 

A Tabela 5.1 apresenta algumas variáveis de controle usadas no fluxo de informação 

do programa ANLOG, enquanto o Quadro 5.1 apresenta um exemplo de um arquivo de dados 

utilizado para a uma análise dinâmica tensão deformação em estado plano de deformação 

considerando o meio (discretizado com um único elemento quadrilateral quadrático Q8) como 

um material linear elástico.  

Do ponto de vista de propriedades matérias, a análise dinâmica requer informaçãos 

sobre a densidade (ρ) e os parâmetros de amortecimento (
e para o amortecimento geral ou αR 

e βR para o amortecimento proporcional). A subrotina DATNPROP, que compõe o macro 

comando DADOS, foi alterada tal como ilustrado no Quadro 5.2. 



 

53 

 

 

Tabela 5.1: Variáveis de controle usadas no ANLOG. 

VARIÁVEL DEFINIÇÃO DESCRIÇÃO 

LLACOP Identifica o tipo de análise 

LLACOP=0: análise estática tensão deformação  

LLACOP=1: análise tensão deformação com acoplamento 

de fluxo em meio saturado 

LLACOP=2: análise tensão deformação com acoplamento 

de fluxo em meio não saturado 

LLACOP=3: análise de fluxo em meio saturado 

LLACOP=4: análise de fluxo em meio não saturado 

LLACOP=5: análise tensão deformação com acoplamento 

de fluxo em meio saturado (variando a posição do nível de 

água) 

LLACOP=6: análise tensão deformação com acoplamento 

de fluxo em meio saturado (incluindo compressibilidade 

dos grãos) 

LLACOP=7: análise dinâmica tensão deformação 

LLTYPE 
Identifica o estado de tensão e 

deformação 

LLTYPE=1: estado plano de deformação 

LLTYPE=2: estado axissimétrico de deformação e tensão 

LLTYPE=3: estado plano de tensão 

LLTYPE=4: estado tridimensional de tensão e deformação 

LLANAL 
Identifica o tipo de análise 

geométrica 

LLANAL=0: análise linear geométrica 

LLANAL=1: análise não linear geométrica 

LLMINTD 
Define o método de solução do 

problema dinâmico 

LLMINTD=1: método de diferença central  

LLMINTD=2: método de Newmark, 

LLMATM 
Define o tipo de matriz de 

massa 

LLMATM=1: matriz de massa consistente  

LLMATM=2: matriz de massa diagonal 

LLMATC 
Define o tipo de matriz de 

amortecimento 

LLMATC=1: matriz de amortecimento local  

LLMATC=2: matriz de amortecimento de Rayleigh. 

LLPULSE 
Define o tipo de carregamento 

dinâmico 

LLPULSE=1: pulso harmônico 

LLPULSE=2: pulso degrau unitário (Heaviside) 

LLPULSE=3: pulso de detonação 

LLMETH 

Define o tipo de carregamento 

aplicado na parede do furo de 

detonação 

LLMETH=1: equações de estado 

LLMETH=2: funções de decaimento de pressão  

LLMETH=3: pulso de pressão otimizado (Saharan e Mitri, 

2008) 

No macro comando CDYNAM, composto pela subrotina CDYNAM (Quadro 5.3), o 

tipo de carregamento dinâmico aplicado ao problema em análise é descrito. A variável 

LLPULSE define o tipo de carregamento dinâmico. Caso seja adotado o carregamento 

harmônico (LLPULSE=1), o usuário deverá fornecer a frequência de vibração (a qual deverá 

estar na mesma unidade do tempo a ser adotada na integração temporal). No caso da 

simulação da detonação (LLPULSE=3), o usuário deverá definir o método para modelar o 

carregamento aplicado na parede do furo a partir da detonação de explosivos. No ANLOG, foi 

implementado o pulso de pressão otimizado proposto por Saharan e Mitri (2008) 

(LLMETH=3). Tal escolha baseou-se na facilidade de implementação do pulso de pressão 

otimizado, assim como nos resultados positivos da sua aplicação em estudos que avaliam as 
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vibrações originadas a partir de detonações (Gui et al. 2017). As variáveis adicionais 

relacionadas a cada método são descritas no Capítulo 2.  

Quadro 5.1: Exemplo de arquivo de dados. 
'DADOS'  
'TESTE1 – LINEAR ELASTICO'              ...IDENT  

8  1  1  2                                                        ...NPOIN,NELEM,NMATS,NDIM 

7  1  0                                                            ...LLACOP,LLTYPE,LLGERA 
1  1  3                                                            ...LLGLOB(0-SKYLINE),LGAUS(1-PT GAUSS),LLSIM(3-SIM) 

1                                                                    ...NGELM 
1   1   1   1   1   0                                          ...KEL1,KEL2,INCR,LMAT,LCODE,LCODEK 

1   1   9   1   1   11                                        ...LTIPEL,LINTG,NGAUSS,KATIV,KLINT,LLINT 

26.0   10.0                                                    ...GAMA(kN/m3),GAMAW(t/m3) 
0.0      2.6                                                     ...DAMP,DENS(t/m3) 

1  0.0   0.0  
2  0.5   0.0  

3  1.0   0.0  

4  1.0   0.5 
5  1.0   1.0 

6  0.5   1.0  
7  0.0   1.0  

8  0.0   0.5                                                   ...no, x, y 

1  1  2  3  4  5  6  7  8                                  ...conectividade 
1000.    0.0   101.325                                  ...E(kPa),NI,PA(kPa=1 atm) 

0  0                                                              ...ncbrg,ncbgi  
 

'CPOINT' 

3                                                                ...npload 
6  0.0  0.66666666666667 

7  0.0  2.66666666666667 
8  0.0  0.66666666666667                     …no,Fx(kN),Fy(kN) 

 

'CDYNAM' 
1                                                                ...LLPULSE 

150                                                            ...W (rad/s) 
 

'SOLVE' 

1                                                               … nblock 
0.02                                                          ...TIME_F (s) 

0.02    2000                                              …T(s),n 
2                                                               ...LLMINTD 

0.5                                                            ...teta 

1                                                               ...LLMATM 
1                                                              ...LLMATC 

5   0                                                         ...LLALGR, LLANANL 
1                                                              ...FIMP 

1                                                              ...LLOUT1 

 
'FEXEC' 
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Quadro 5.2: Implementações na subrotina DATNPROP. 
SUBROUTINE DATNPROP (KELEM,PROPG,THICK) 
 

Use Global_variables 

Use Local_variables 
Implicit None 

      

IF(LTIPEL==1.OR.LTIPEL==2.OR.LTIPEL==3.OR.LTIPEL==4.OR.LTIPEL==18.OR.LTIPEL==13.OR.LTIPEL==14.OR.LTIPEL==17)TH
EN           

         

       IF(LLACOP==7)THEN ! dynamic analysis 

             READ(1,*)DAMP,DENS    ! IMPORTANTE 

             PROPG(3,LMAT)=DAMP 

             PROPG(4,LMAT)=DENS 

             IF(LLOUT==1)THEN 

                   WRITE(2,22)DAMP,DENS 

  22 FORMAT(/,5X,"DAMPING PARAMETER (DAMP): ",G18.6,/,5X,"MASS DENSITY      (DENS): ",G18.6) 

             END IF 

       END IF 

          

END IF 
IF(LTIPEL==5.OR.LTIPEL==6.OR.LTIPEL==9.OR.LTIPEL==10)THEN 

          

       IF(LLACOP==7)THEN !  

              READ(1,*)DAMP,DENS 

              PROPG(3,LMAT)=DAMP 

              PROPG(4,LMAT)=DENS 

              IF(LLOUT==1)WRITE(2,22)DAMP,DENS 

       END IF 

END IF 

  

RETURN 

END  

Quadro 5.3: Passos básicos da subrotina CDYNAM. 

1. Define o tipo de pulso (LLPULSE). 

2. Define a frequência de vibração (ω), quando LLPULSE=1. 

3. Define o tipo de carregamento aplicado na parede do furo de detonação (LLMETH), quando LLPULSE=3. 

4. Define os instantes de tempos com valores de pressão normalizados definidos para o pulso de pressão 

otimizado (T0, T1, T2, T3 e T4), quando LLMETH=3. 

5. Volta para MANAGER. 

O módulo de solução dinâmico é executado pela subrotina SOLVE7, a qual é acionada 

na subrotina MANAGER quando a variável LLACOP=7. A subrotina SOLVE7 é responsável 

pela resolução do sistema de equação característico tomando como base os algoritmos 

propostos por Bathe (1996) para o método explícito da diferença central e para o método 

implícito de Newmark apresentados no Capítulo 4. As seguintes variáveis devem ser 

fornecidas pelo usuário: NBLOK, que é a variável que define o número de blocos de tempo (i) 

com diferentes incrementos de tempo; TIME_F (Tf), que é a variável que define o tempo final 

da análise (o qual deve estar compatível com a unidade de tempo adotada na frequência de 
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vibração); 
i

bT  que é a variável que define o tempo final de cada bloco de tempo i e Ni que 

define o número de incremento de tempo de cada bloco tempo i. O incremento de tempo (t) 

de cada bloco de tempo é definido fazendo (Nogueira, 1998): 

t ft  T    (5.1) 

onde Δλt é o fator de incremento de tempo definido como: 

 i i 1 i

t t t= N    (5.2) 

em que 
i

t  e 
i 1

t

  são, respectivamente, os fatores de tempo no bloco de tempo em análise (i) e 

o bloco de tempo anterior (i-1). O fator de tempo de cada bloco de tempo é definido fazendo: 

 i i i 1

t b b f= T T T   (5.3) 

A cada passo bloco de tempo o fator de tempo é zerado e novamente atualizado a cada passo 

de tempo fazendo: 

t t t=     (5.4) 

O loop de incrementos de tempo, em cada bloco de tempo i, é interrompido quando: 

i

t t=    (5.5) 

Os Quadro 5.4 e Quadro 5.5 apresentam os passos básicos adotados, respectivamente, 

nas subrotinas SOLVE7 e INCREMENT_7, que resolve o problema dinâmico 

incrementalmente. Já o Quadro 5.6 apresenta as implementações realizadas na subrotina 

DSOL_7 que lê os parâmetros de solução do arquivo de dados. 

A subrotina STIFF_7 (Quadro 5.7) monta as matrizes globais de massa (M) de rigidez 

(K) e de amortecimento (C) e as matrizes efetivas de massa ( M̂ ) e de rigidez ( K̂ ). Para isso, 

primeiramente, é necessário o cálculo das matrizes elementares de rigidez (Ke), Equação 

(4.8), de massa (Me), Equação (4.9), e de amortecimento (Ce), Equação (4.14), realizado na 

Subrotina MLOC7. As intervenções realizadas em MLOC7 são apresentadas no Quadro 5.8. 
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Quadro 5.4: Passos básicos da Subrotina SOLVE7 

1. Define a dimensão das matrizes das variáveis locais ( t
Û , t tˆ 

U . tˆ
U , t tˆ 

U , tˆ
U  e t tˆ 

U ). 

2. Aloca e inicializa as variáveis locais ( t
Û , t tˆ 

U . tˆ
U , t tˆ 

U , tˆ
U  e t tˆ 

U ). 

3. Define o número de blocos de tempo (NBLOK). 

4. Inicializa o fator de tempo (λt=0.0). 

5. Loop de número de blocos de tempo. 

5.1. Inicializa o contador de número de incrementos de tempo por bloco (iincs=0) e o fator de 

incremento de tempo (Δλt=0). 

5.2. Determina o fator de incremento de tempo (Δλt), Equação 5.2. 

5.3. Leitura dos parâmetros para a resolução do problema dinâmico (LLMINTD, LLMATM e 

LLMATC) - Subrotina DSOL_7. 

5.4. Loop de incrementos de tempo para problemas mecânicos dinâmicos (LLACOP=7) enquanto λt < 

λt
i. 

5.4.1. Incremente o contador de número de incrementos: iincs=iincs+1. 

5.4.2. Atualiza o fator de tempo, Equação (5.3). 

5.4.3. Determina o incremento de tempo Δt, Equação (5.1). 

5.4.4. Atualiza a contagem do tempo, t=t+Δt. 

5.4.5. Resolve o problema incrementalmente - Subrotina INCREMENT_7. 

6. Volta para MANAGER. 

Quadro 5.5: Passos básicos da subrotina INCREMENT_7. 

1. Aloca e inicializa as variáveis locais (M, C e K).  

2. Calcula as matrizes globais de massa (M) de rigidez (K) e de amortecimento (C) e as matrizes efetivas de 

massa ( M̂ ) e de rigidez ( K̂ ) – Subrotina STIFF_7. 

3. Calcula as frequências naturais do sistema para iincs=1 – Subrotina FREQ_NAT. 

4. Calcula as acelerações nodais iniciais ( 0ˆ
U ), Equação (4.29), para iincs=1 – Subrotina ACEL_0. 

5. Calcula os deslocamentos nodais no tempo – Δt ( tˆ 
U ), Equação (4.31), quando LLMINTD=1 – Subrotina 

DYN_INITIAL. 

6. Calcula os carregamentos efetivos ( F̂ ), Equação (4.33) para MDC e Equação (4.48) para método de 

Newmark - Subrotina FLOAD_7. 

7. Obtém a solução para o problema dinâmico: 1ˆ ˆ ˆU M F - Subrotina EQUATION_SOLVER. 

8. Calcula as variáveis secundárias velocidade ( t tˆ 
U ) e aceleração ( t tˆ 

U ), Equações (4.35) para MDC e 

Equações (4.50) para método de Newmark – Subrotina RESTEN_7. 

9. Imprime os resultados – Subrotina OUTPT7. 

10. Volta para SOLVE7. 
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Quadro 5.6: Implementações na subrotina DSOL_7. 
SUBROUTINE DSOL_7  (DLAMB_LIM,STEP,KELEM)  
 

Use Solve_variables  

Use Global_variables 
Use Local_variables 

Use Solve_variables_dyn 

Implicit None 
Integer :: I,KELEM(40,NELEM) 

Real(8) :: DLAMB_LIM(2),STEP(KLINTM,4)       

 

READ (1,*)LLMINTD   

IF (LLMINTD==1) WRITE(2,45) 

IF (LLMINTD==2) THEN 

    READ (1,*) DELTA1 

    ALFA1=0.25*((0.5+DELTA1)**2) 

    WRITE(2,47)DELTA1,ALFA1 

END IF 

45 FORMAT(/10X,'LLMINTD = 1 => USING CENTRAL DIFFERENCE METHOD') 

47 FORMAT(/10X,'LLMINTD = 2 => USING NEWMARK SCHEME',//,13X,'DELTA:',G18.6,5X,'ALFA:',G18.6) 

 

READ (1,*)LLMATM 

IF (LLMATM==1) WRITE(2,41) 

IF (LLMATM==2) WRITE(2,42) 

41 FORMAT(/10X,'LLMATM = 1 => USING CONSISTENT MATRIX') 

42 FORMAT(/10X,'LLMATM = 2 => USING DIAGONAL MATRIX') 

 

READ (1,*)LLMATC 

IF (LLMATC==1) WRITE(2,43) 

IF (LLMATC==2)THEN 

    READ(1,*)A,B 

    WRITE(2,44)A,B 

END IF 

43 FORMAT(/10X,'LLMATC = 1 => USING LOCAL DAMPING MATRIX') 

44 FORMAT(/10X,'LLMATC = 2 => USING PROPORTIONAL DAMPING MATRIX',//,& 

           13X,'ALFA:',G18.6,5X,'BETA:',G18.6) 

  

RETURN 

END   

Quadro 5.7: Passos básicos da subrotina STIFF_7. 

1. Define a dimensão das matrizes das variáveis locais (Me, Ce e Ke). 

2. Inicializa as matrizes globais (M=0.0 , C=0.0 e K=0.0).  

3. Loop de elementos. 

3.1. Aloca e inicializa as variáveis locais (Me=0.0 , Ce=0.0 e Ke=0.0). 

3.2. Calcula a matriz de coordenadas locais – Subrotina COORD. 

3.3. Calcula o vetor de graus de liberdade – Subrotina DOFEL. 

3.4. Calcula as matrizes elementares de rigidez (Ke), Equação (4.8), de massa (Me), Equação (4.9), e de 

amortecimento (Ce), Equação (4.14) – Subrotina MLOC7. 

3.5. Armazena as matrizes elementares (Me, Ce e Ke) nas matrizes globais (M, C e K) – Subrotina 

STFULL. 

4. Calcula a matriz efetiva de massa ( M̂ ), Equação (4.32), para LLMINTD=1. 

5. Calcula a matriz efetiva de rigidez ( K̂ ), Equação (4.47), para LLMINTD=2. 

6. Volta para INCREMENT_7. 
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Os Quadro 5.9 e Quadro 5.10 apresentam, respectivamente, as sequências de 

comandos das subrotinas ACEL_0 e DYN_INITIAL. Tais rotinas permitem calcular variáveis 

importantes para dar início à solução do problema de equilíbrio dinâmico. A partir de 

ACEL_0, obtém-se o vetor de acelerações nodais iniciais ( 0ˆ
U ), Equação (4.29). Para a 

solução pelo método da diferença central, é necessário, ainda, calcular o vetor de 

deslocamentos nodais no tempo – Δt ( tˆ 
U ), Equação (4.31), por meio da subrotina 

DYN_INITIAL. 

A subrotina FLOAD_7 (Quadro 5.11) é responsável por executar o cálculo dos 

carregamentos efetivos. Sabendo que, para obter a solução pelo MDC (LLMINTD=1), é 

necessário conhecer o carregamento efetivo no tempo t (
t

F̂ ), enquanto para obter a solução 

pelo método de Newmark (LLMINTD=2), é necessário calcular o carregamento efetivo no 

tempo t+Δt (
t tˆ 

F ), torna-se necessária a variável auxiliar tt. Para LLMINTD=1, tt assume o 

valor do instante de tempo em análise (t), e, para LLMINTD=2, tt assume o valor do instante 

de tempo seguinte (t+Δt). Para o cálculo dos carregamentos efetivos, Equação (4.33) para 

MDC e Equação (4.48) para método de Newmark, é necessário calcular os carregamentos no 

instante tt (
tt

F ). O cálculo de 
tt

F , por sua vez, é baseado na matriz de cargas externas (Xload) 

conforme demonstrado no Quadro 5.11. No caso da simulação da detonação (LLPULSE=3), 

os carregamentos externos, baseados no pulso de pressão otimizado (Saharan e Mitri, 2008), 

são calculados pela subrotina PULSO_SM. A cada passo, os carregamentos externos 

resultantes da detonação (Pblast) são calculados a partir de Xload conforme detalhado no  

Quadro 5.12. 
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Quadro 5.8: Implementações na subrotina MLOC_7. 
SUBROUTINE MLOC_7 (RE,ME,CE,KELEM,XLOC,PROPS,PROPG,IELEM,NDOFRE,THICK,SUP,TENSAO,DEF) 
 

Use Solve_variables 

Use Global_variables 
Use Local_variables 

Implicit None 

  

Real (8):: DENS,DAMP,DETJAC,DVOLU,RGAUS 

 

Real(8), dimension (:,:), ALLOCATABLE :: XG,WG,B,BTDB,RE_LOC,ME_LOC,CE_LOC 
Real(8), dimension (:,:), ALLOCATABLE :: MATN,MATT,NTN1,NTN2,DE,DT 

  

ALLOCATE(MATN(NDIMEL,NDOFREL)) 

ALLOCATE(MATT(NDOFREL,NDOFRE)) 

ALLOCATE(NTN1(NDOFREL,NDOFREL)) 

ALLOCATE(NTN2(NDOFREL,NDOFREL)) 

ALLOCATE(RE_LOC(NDOFRE,NDOFRE)) 

ALLOCATE(ME_LOC(NDOFRE,NDOFRE)) 

ALLOCATE(CE_LOC(NDOFRE,NDOFRE)) 
 

DAMP=PROPG(3) 

DENS=PROPG(4) 

 

RE=0.0D0  

CE=0.0D0  

ME=0.0D0  

  

DO IGAUS=1,NGAUSS 
 

   BTDB=0.0D0   ; RE_LOC=0.0D0 ; MATT=0.0D0 ; B=0.0D0;   DE=0.0D0 

   ME_LOC=0.0D0 ; CE_LOC=0.0D0 ; MATN=0.0D0 ; NTN1=0.0D0 ; NTN2=0.0D0 ; DT=0.0D0 

     

   ! ------ obtaining the MATRIX N  

   CALL NCALC_ALL (XG(1,IGAUS),MATN,IELEM,NDOFREL) 

 

   ! ------  [N]t*[N]       

   NTN1 = MATMUL(TRANSPOSE(MATN),MATN) 

   NTN2=NTN1 

   NTN1=DVOLU*DENS*NTN1 

   NTN2=DVOLU*DAMP*NTN2 

       
   ! ------ Executa a transformação 

   IF(LTIPEL==1.OR.LTIPEL==2.OR.LTIPEL==3.OR.LTIPEL==4.OR.LTIPEL==13.OR.LTIPEL==14.OR.LTIPEL==17.OR.& 
        LTIPEL==18) THEN 

        RE_LOC=BTDB  

        ME_LOC=NTN1 

        CE_LOC=NTN2 

   ELSE  

        CALL TRANSFORM_ALL (XLOC,XG(1,IGAUS),IELEM,NDOFRE,NDOFREL,MATT) 
        RE_LOC= MATMUL(MATMUL(TRANSPOSE(MATT),BTDB),MATT) 

        ME_LOC= MATMUL(MATMUL(TRANSPOSE(MATT),NTN1),MATT)  

        CE_LOC= MATMUL(MATMUL(TRANSPOSE(MATT),NTN2),MATT)  

   END IF 

 

    RE=RE+RE_LOC  

     ME=ME+ME_LOC 

     CE=CE+CE_LOC 

END DO   
 

DEALLOCATE(XG,WG,B,BTDB,RE_LOC,ME_LOC,CE_LOC,MATN,MATT,NTN1,NTN2,DE,DT) 

 
RETURN 

END 
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Quadro 5.9: Passos básicos para a subrotina ACEL_0. 

1. Inicializa as variáveis locais ( 0
F , 0ˆ

U , 0ˆ
U e 0

Û ).  

2. Define o vetor de deslocamentos nodais iniciais ( 0
Û ) e velocidades nodais iniciais ( 0ˆ

U ). 

3. Calcula o vetor de carregamentos externos iniciais ( 0
F ). 

4. Calcula o vetor de acelerações nodais iniciais ( 0ˆ
U ), Equação (4.29). 

5. Volta para SOLVE7. 

Quadro 5.10: Passos básicos para a subrotina DYN_INITIAL. 

1.  Inicializa as variáveis locais ( 0ˆ
U , 0ˆ

U , 0
Û e tˆ 

U ). 

2.  Calcula o vetor de deslocamentos nodais no tempo –Δt ( tˆ 
U ), Equação (4.31). 

3.  Volta para SOLVE7. 

Quadro 5.11: Passos básicos para a subrotina FLOAD_7. 

1. Declara as variáveis locais ( tˆ
U , tˆ

U , t
Û e t tˆ 

U , 
blastP , tt

F ). 

2. Declara as constantes de integração (a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6 e a7).    

3. Define a variável auxiliar tt = t, para MDC, e tt= t+Δt, para método de Newmark.  

4. Calcula os carregamentos externos resultantes do pulso de pressão de detonação otimizado para tt (Pblast), 

para LLPULSE=3 e LLMETH=3 – Subrotina PULSO_SM. 

5. Define o vetor de carregamentos nodais externos ( tt
F ), de forma que: 

5.1. tt

load sin( tt) F X , para LLPULSE=1 

5.2. tt

loadF X , para LLPULSE=2 

5.3. tt

blastF P , para LLPULSE=3 

6. Calcula o vetor de carregamentos nodais externos ( tt
F ), Equação (4.33) para MDC e Equação (4.48) para 

método de Newmark. 

7. Volta para SOLVE7. 
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 Quadro 5.12: Passos básicos para a subrotina PULSO_SM. 

1. Declara as variáveis (Pblast e Xload). 

2. Calcula Pblast, de forma que: 

2.1. 
blast 0.0P , para tt = T0 

2.2. load
blast

1

tt

T


X
P , para T0 < tt < T1  

2.3. 
blast loadP X , para tt = T1 

2.4.  load 2

blast load

2 1

0.9 T tt
0.1

T T


 



X
P X , para T1 < tt < T2  

2.5. 
blast load0.1P X , para tt = T2  

2.6.  load 3

blast load

3 2

0.09 T tt
0.01

T T


 



X
P X , para T2 < tt < T3  

2.7. 
blast load0.01P X , para tt = T3  

2.8.  load 4

blast load

4 3

0.009 T tt
0.001

T T


 



X
P X , para T3 < tt < T4  

2.9. 
blast load0.001P X , para tt = T4  

2.10. 
blast 0.0P , para tt > T4  

3. Volta para FLOAD_7 

 

No Quadro 5.13 são destacadas em negrito as implementações realizadas na subrotina 

RESTEN_7. Tais alterações têm o objetivo de acrescentar o cálculo das variáveis secundárias 

aceleração ( t tˆ 
U ) e velocidade ( t tˆ 

U ), Equações (4.35) para o MDC e Equações (4.50) para 

o método de Newmark. Para que as variáveis secundárias sejam impressas no arquivo de 

saída, foram, também, realizadas implementações na subrotina OUTPT7, demonstradas em 

negrito no Quadro 5.14. 

A subrotina FREQ_NAT (Quadro 5.15) foi incluída no ANLOG com o intuito de 

calcular as frequências e modos de frequências naturais das estruturas analisadas. A sequência 

de comandos implementadas no ANLOG foram baseados nas subrotinas FREQ_NAT e EIGG 

de Galvão (2004). 
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Quadro 5.13: Implementações na subrotina RESTEN_7. 
SUBROUTINE RESTEN_7(NEQ,KELEM,ID,XGL,PROPS,DELTA,DESL,DESL_OLD,TENSAO,DEF,SUP,ENDUC,SUP2,ENDUC2, & 
     STEP,THICK,SPEED_OLD,ACEL_OLD,DESL_OLD_0,ACEL,SPEED) 

Use Global_variables 

Use Local_variables 
Use Solve_variables 

Use Solve_variables_dyn 

Implicit None 

  

Real (8):: DESL_OLD_0(NPOIN,NDIM),SPEED_OLD(NPOIN,NDIM),ACEL_OLD(NPOIN,NDIM) 

  

Real (8)::ACEL(NPOIN,NDIM),SPEED(NPOIN,NDIM),A0,A1,A2,A3,A4,A5,A6,A7 

  

IF (LLMINTD==1) THEN 

  A0=1.0D0/(DELTAT**2) 

  A1=1.0D0/(2.0D0*DELTAT) 

  DO IPOIN=1,NPOIN 

    DO I=1,NDIM 

      SPEED(IPOIN,I)=2.0D0*A1*( DESL (IPOIN,I) - DESL_OLD (IPOIN,I)  ) 

      ACEL (IPOIN,I)=2.0D0*A1*( SPEED(IPOIN,I) - SPEED_OLD(IPOIN,I) ) 

      SPEED_OLD(IPOIN,I)=A1*(DESL(IPOIN,I) - DESL_OLD_0(IPOIN,I))  

      ACEL_OLD (IPOIN,I)=A0*(DESL(IPOIN,I) - 2.0D0*DESL_OLD(IPOIN,I) + DESL_OLD_0(IPOIN,I)) 

    END DO 

  END DO 

ELSE IF (LLMINTD==2) THEN 

  A0 = 1.0D0/(ALFA1*(DELTAT**2.0D0)) 

  A1 = DELTA1/(ALFA1*DELTAT) 

  A2 = 1.0D0/(ALFA1*DELTAT) 

  A3 = (1.0D0/(ALFA1*2.0D0))-1.0D0  

  A4 = (DELTA1/ALFA1)-1.0D0 

  A5 = (DELTAT/2.0D0)*((DELTA1/ALFA1)-2.0D0) 

  A6 = DELTAT*(1-DELTA1) 

  A7 = DELTA1*DELTAT 

  DO IPOIN=1,NPOIN  

    DO I=1,NDIM 

      ACEL (IPOIN,I) = A0 * (DESL(IPOIN,I) - DESL_OLD(IPOIN,I)) - A2 * SPEED_OLD(IPOIN,I) - A3 * ACEL_OLD(IPOIN,I)  

      SPEED (IPOIN,I) = SPEED_OLD(IPOIN,I) + A6 * ACEL_OLD(IPOIN,I) + A7 * ACEL(IPOIN,I) 

    END DO 

  END DO 

END IF 

  

RETURN 
END 

Quadro 5.14: Implementações na subrotina OUTPT7. 
SUBROUTINE OUTPT7 (XGL,KELEM,DEF,TENSAO,DESL,SPEED,SPEED_OLD,ACEL_OLD 

Use Global_variables 

Use Local_variables 
Use Solve_variables 

Use Solve_variables_dyn 

Implicit None 

  

REAL(8)  SPEED_OLD(NPOIN,NDIM),ACEL_OLD(NPOIN,NDIM),SPEED(NPOIN,NDIM) 

  

IF (LLOUT1==1.OR.LLOUT1==2.OR.LLOUT1==3.OR.LLOUT1==8)THEN 

  

   WRITE (2,1001) 

   1001 FORMAT (//1X,'**  SPEED COMPONENTS (T+DELTAT):'// '       IPOIN      VEL_X           VEL_Y',/)     

   CALL IMPMTR(SPEED,NPOIN,NDIM,2)  

   WRITE (2,1003) 

   1003 FORMAT (//1X,'**  ACEL_OLD COMPONENTS (T):'// '       IPOIN      ACEL_X           ACEL_Y',/)     

   CALL IMPMTR(ACEL,NPOIN,NDIM,2) 

END IF 

      

RETURN   

END 
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Quadro 5.15: Implementações na subrotina FREQ_NAT. 
SUBROUTINE FREQ_NAT(KG,MG,NEQ) 

 
Implicit None 

Integer :: NEQ,INX,J,LLOUT1,LLOUT2,I,II,I1 

Real (8):: KG(NEQ,NEQ),MG(NEQ,NEQ),ERR,D,W01,W02 

Real (8), dimension (:,:),ALLOCATABLE  :: MATA,MATB 

Real (8), dimension (:),ALLOCATABLE    :: W0 

Real (8), dimension (:,:),ALLOCATABLE  :: H 

Real (8), dimension (:),ALLOCATABLE    :: V 

  

MATA=KG 

MATB=MG 

INX=3 

ERR=1.0E-12 

  

! EQUAÇAO DO TIPO KG * X = LÂMBDA * MG * X            

CALL EIGG (MATA,MATB,H,V,ERR,NEQ,NEQ,W0,D,INX) 

IF(LLOUT1==1)THEN 

      

   ELSE IF(INX==3)THEN 

        DO J=1,NEQ 

     WRITE(2,*)'AUTOVALOR',MATA(J,J) 

     WRITE(2,*) 

     WRITE(2,*)'AUTOVETOR' 

         CALL IMPVTR(MATB(1,J),NEQ,22) 

      END DO 

   END IF 

END IF 

 

! CALCULA A FREQUENCIA NATURAL 

IF(INX==1.OR.INX==2)D=DSQRT(D) 

IF(INX==3)THEN 

    DO I=1,NEQ 

      DO J=1,NEQ 

          IF(I==J)W0(I)=DSQRT(MATA(I,I)) 

      END DO 

    END DO  

END IF 

 
! CLASSIFICA A FREQUENCIA NATURAL 

DO I=1,NEQ-1 

   I1=I+1 

   DO II=I1,NEQ 

      W01=W0(I) 

      W02=W0(II) 

      IF(W01>W02)THEN 

         W0(I)=W02 

         W0(II)=W01 

      ELSE IF(W01==W02)THEN 

         W0(II)=W0(I1) 

         W0(I1)=W02 

      END IF  

   END DO  

END DO 

 

IF(LLOUT2==1)THEN 

   WRITE(22,*)'FREQUENCIAS NATURAIS' 

   CALL IMPVTR(W0,NEQ,22) 

END IF 

1 FORMAT (G13.6) 

 

DEALLOCATE(W0,MATA,MATB,H,V) 
 

RETURN 

END 
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Capítulo 6 

Exemplos 

Neste capítulo são apresentados dois exemplos de verificação e um exemplo de 

aplicação cujos resultados numéricos foram obtidos a partir do módulo de análise dinâmica 

implementado no ANLOG. Os resultados numéricos dos exemplos de verificação são 

comparados com as respostas analíticas e numéricas disponíveis na literatura relacionadas ao 

problema de propagação de onda em meio elástico. O exemplo de aplicação trata da análise 

da velocidade de pico de partículas (PPV) proveniente do desmonte de uma rocha calcária por 

explosivos. Os resultados numéricos obtidos pelo ANLOG são comparados com os resultados 

apresentados Toraño et al. (2006) que consistem na lei te atenuação definida a partir de 

medições de campo e nos resultados numéricos obtidos pelo software comercial Algor 

(Toraño et al., 2006). 

6.1. Exemplos de verificação 

Dois problemas de verificação são apresentados neste item. O primeiro problema 

refere-se ao problema de propagação de onda em meio homogêneo e elástico quando 

submetido a uma excitação do tipo degrau unitário. A solução numérica é comparada com a 

solução analítica apresentada por Clough e Penzien (2003). Um estudo paramétrico sobre a 

influência da discretização especial e do método de solução é apresentado. O segundo 

exemplo refere-se ao problema de propagação de onda em meio elástico estratificado quando 

sujeito a ação de uma força harmônica. Os resultados são comparados com os resultados 

apresentados por Bathe (1996). 
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6.1.1 Propagação de onda em meio homogêneo e elástico  

O problema proposto neste item avalia a variação no tempo e no espaço dos 

deslocamentos e velocidades experimentados por uma viga de comprimento L; seção 

transversal retangular (com altura h e largura e); com uma extremidade engastada e a outra 

livre; e, submetida a um carregamento p(t) do tipo degrau unitário, ou de Heaviside, tal como 

ilustrado na Figura 6.1.  

L

x

p(t)

h P h

e

Seção
 

Figura 6.1: Viga engastada sob ação de força do tipo Heaviside. 

O carregamento Heaviside aplicado pode ser definido como: 

0p(t) P H(t)  (6.1) 

em que  

0   para   t 0
H(t)

1   para   t 0


 


 (6.2) 

onde P0 é a magnitude do carregamento. 

Por se tratar de um problema com condições de contorno simplificadas, as soluções 

analíticas de deslocamento e velocidade para este tipo de problema podem ser calculadas, 

respectivamente, a partir das equações (Clough e Penzien, 2003): 

 

 

n 1

0

22
n 1

18P L 2n 1 x 2n 1
u(x, t) sen 1 cos ct

EA 2 L 2L2n 1






         
       
        

  (6.3) 

e 

 

 

n 1

0

22
n 1

18P L 2n 1 x 2n 1 2n 1
v(x, t) sen c sen ct

EA 2 L 2L 2L2n 1






            
         
          

  (6.4) 

em que c é a velocidade de propagação da onda.  
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Este problema foi analisado considerando uma viga de 1 m de comprimento, 0.1 m de 

altura e 0.1 m de largura; constituída por um material linear elástico com módulo de 

elasticidade de 56.4 GPa e densidade de 2.7 t/m3; e, submetida a uma força tipo de Heaviside 

de magnitude (P0) igual a -100 kN. A velocidade propagação é definida como 4570.44 m/s de 

acordo coma Equação (7.7) e o amortecimento característico do material foi negligenciado. 

Este problema foi resolvido numericamente com o programa ANLOG, adotando o 

elemento finito quadrilateral quadrático Q8. Um estudo paramétrico variando a discretização 

espacial foi realizado utilizando três malhas diferentes identificadas como malha A, malha B e 

malha C contendo, respectivamente, 10, 50 e 100 elementos com 53, 253 e 503 pontos nodais 

tal como ilustrado na Figura 6.2.  

 
Figura 6.2: Exemplo de verificação 1: malhas de elementos finitos. 

Inicialmente, o método explícito da diferença central (MDC) foi adotado para a 

resolução do problema dinâmico apresentado. Tratando-se de um método condicionalmente 

estável, optou-se por um incremento de tempo no valor de 0.5x10-3 ms para que a estabilidade 

do algoritmo fosse garantida para todas as malhas em estudo.  

A Figura 6.3 e a Figura 6.4 apresentam, respectivamente, os resultados numéricos 

obtidos pelo ANLOG em termos do deslocamento e da velocidade no ponto P situado no 

centro da viga (tal como ilustrado na Figura 6.1). 
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Figura 6.3: Variação temporal do deslocamento do ponto P: influência da discretização espacial. 

 
Figura 6.4: Variação temporal da velocidade do ponto P: influência da discretização espacial. 
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De uma forma geral os resultados numéricos em termos dos deslocamentos apresentam 

uma boa concordância com a solução analítica. No entanto, observa-se uma discreta oscilação 

da resposta numérica, obtida com a malha menos discretizada (malha A), como pode ser 

observado no detalhe da Figura 6.3.  

Em termos da velocidade, os resultados numéricos variam intensamente em torno da 

solução analítica tal como pode ser observado na Figura 6.4. Essa oscilação é característica do 

MDC, uma vez que esse algoritmo não possui dissipação numérica. Tais ruídos são gerados 

pelos algoritmos de integração durante a passagem da onda através dos elementos e podem 

ser caracterizados como movimentos de altas frequências que não são resolvidos com 

precisão (Silveira, 2001). 

Como a Malha B apresentou resultados bastante coincidentes com os resultados obtidos 

com a Malha C, optou-se por usar a malha B para dar prosseguimento às análises para 

definição da discretização temporal que retorne os melhores resultados com o menor custo 

computacional associado. 

Para garantir a estabilidade numérica do algoritmo o intervalo de tempo (Δt) adotado 

deve ser inferior a um intervalo de tempo crítico (Δtcr.). Para o problema em questão o 

intervalo de tempo crítico (Δtcr) é obtido como 1.1x10-3 ms de acordo com a Equação (4.28). 

Dessa forma, considerou-se para a análise os seguintes valores de intervalo de tempo (Δt): 

1.0x10-3 ms; 0.5x10-3 ms e 0.4x10-3 ms.  

A Figura 6.5 e a Figura 6.6 apresentam, respectivamente, os resultados numéricos de 

deslocamentos e velocidades no ponto P, obtidos com a malha B, adotando o MDC e os três 

intervalos de tempo citados acima. 

Os resultados numéricos em termos do deslocamento apresentam uma ótima 

concordância com os resultados analíticos para todos os incrementos de tempo. No entanto, 

mais uma vez, os resultados em termos da velocidade apresentam uma intensa oscilação em 

torno da solução analítica não sendo sensível à discretização temporal. Isso está de acordo 

com o esperado uma vez que este comportamento não tem relação com a discretização e sim 

com o algoritmo de integração temporal adotado (MDC).  
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Figura 6.5: Variação temporal do deslocamento do ponto P: influência da discretização temporal (MDC). 

 
Figura 6.6: Variação temporal da velocidade do ponto P: influência da discretização temporal (MDC). 
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Uma vez que o MDC é condicionalmente estável, o tamanho do incremento de tempo 

de análise é definido com base na condição de estabilidade e não na precisão do algoritmo. 

Sendo assim, Bathe (1996) afirma que o passo de tempo necessário se torna tão pequeno que é 

suficiente para garantir a precisão da solução, mesmo que seja apenas levemente inferior ao 

Δtcrit. Isso explica o fato de inclusive o menor intervalo de tempo analisado ter apresentado 

resultados concordantes com a solução analítica. 

O mesmo problema foi analisado utilizando o método implícito de Newmark. As 

análises foram realizadas utilizando a malha B e o incremento de tempo de 1.0x10-3 ms. 

Inicialmente, os parâmetros δ (Equações 4.38a) e α (Equação 4.38b) assumiram os valores 

propostos originalmente para o método, 0.5 e 0.25, respectivamente.  

A Figura 6.7 compara os resultados de deslocamentos no ponto P ao longo do tempo 

obtidos com os métodos MDC e de Newmark. Percebe-se que os valores de deslocamentos 

obtidos com o algoritmo de Newmark são concordantes tanto com os valores obtidos pelo 

MDC, como com a solução analítica. Já os resultados de velocidade (Figura 6.8) obtidos pelo 

método de Newmark, apresentam intensa variação em torno da resposta analítica, assim como 

foi observado para as velocidades obtidas pelo MDC (Figura 6.6). 

A partir da utilização de valores alternativos para δ e α, selecionados de acordo com as 

Equações (4.44a) (3.44b), a acuracidade e estabilidade dos resultados com o método de 

Newmark variam. Os valores avaliados para esses parâmetros são apresentados na Tabela 6.1. 

Na medida em que o valor de δ aumenta, a estabilidade das soluções de deslocamento e 

velocidade aumenta, enquanto a acuracidade diminui, conforme é possível observar na Figura 

6.9 e na Figura 6.10. Percebe-se que, utilizando o Método de Newmark com os parâmetros δ e 

α adequados, os ruídos gerados durante a passagem da onda são eliminados e os resultados se 

mostram mais estáveis que àqueles obtidos com MDC. 

Tabela 6.1: Valores para os parâmetros δ e α. 

δ α 

0.625 0.3164 

1.000 0.5625 

2.000 1.5625 
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Figura 6.7: Variação temporal do deslocamento do ponto P: influência do algoritmo de integração no tempo. 

 
Figura 6.8: Variação temporal da velocidade do ponto P: influência do algoritmo de integração no tempo. 
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Figura 6.9: Variação temporal do deslocamento do ponto P: influência do parâmetro δ do algoritmo de 

Newmark. 

 
Figura 6.10: Variação temporal da velocidade do ponto P: influência do parâmetro δ do algoritmo de Newmark. 
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Por fim, vale destacar que os resultados obtidos para a variável primária 

(deslocamento) se mostraram satisfatórios tanto ao se utilizar o MDC quanto ao se adotar o 

método de Newmark. Já para a variável secundária (velocidade), os resultados satisfatórios 

somente foram obtidos a partir da utilização do valor de δ de 0.625 no método de Newmark. 

Portanto, para o exemplo analisado, o algoritmo de Newmark se mostra superior ao MDC 

uma vez que permite eliminar os ruídos gerados durante a passagem da onda e apresenta 

resultados satisfatórios tanto para a variável primária quanto para a variável secundária. 

A partir do exemplo analisado, conclui-se que a implementação computacional para 

análise de problemas dinâmicos no ANLOG utilizando o método da diferença central (MDC), 

assim como o Método de Newmark, foi bem-sucedida, fornecendo soluções que concordam 

satisfatoriamente com às soluções obtidas analiticamente. 

6.1.2 Propagação de onda em meio elástico estratificado 

Ainda com o intuito de validar as implementações do módulo dinâmico no ANLOG, o 

problema de propagação de uma onda num meio elástico estratificado é apresentado neste 

item. Este problema foi proposto por Bathe (1996) e consiste na análise de uma coluna de 

comprimento L, engastada na base e livre no topo, constituída por dois materiais diferentes e 

sujeita a ação de uma força harmônica aplicada no topo da coluna. Neste exemplo a força de 

peso próprio não é levada em consideração.  

A coluna tem um comprimento total (L) de 1.0 m; área transversal (A) de 4.0x10-4 m2, 

tal como ilustrado na Figura 6.11. O topo da coluna é representado por um capitel com 5 cm 

de comprimento e constituído por um material identificado como “material 1” o qual 

apresenta: módulo de elasticidade (E) de 2.0x105MPa e densidade (ρ) de 7.8t/m3. O corpo da 

coluna tem 95cm e é constituída por um material identificado como “material 2” o qual 

apresenta: módulo de elasticidade (E) de 4432kPa e densidade (ρ) de 1.56t/m3. 

O carregamento harmônico aplicado pode ser definido como: 

0p(t) P sen( t)    (6.5) 

onde P0 e ω são, respectivamente, a magnitude e a frequência do carregamento, adotados 

como 4 N e 150 rad/s. 
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0.95 m

1

2

 
Figura 6.11: Coluna engastada sob ação de força do tipo Heaviside. 

Apesar de o problema real apresentar uma complexidade maior, Bathe (1996) optou 

por utilizar elementos unidimensionais de 2 nós, assim como desconsiderar o amortecimento 

dos materiais, para a simplificação da análise. Da mesma forma, nesse estudo, o problema é 

analisado utilizando o programa ANLOG, adotando, elementos unidimensionais lineares de 

dois nós (elemento B2) de iguais dimensões, assim como desconsiderando o amortecimento. 

Vale ressaltar que em todas as análises realizadas neste item foi considerada a matriz de 

massa consistente. 

A Tabela 6.2 mostra os resultados de frequência naturais calculados a partir do 

ANLOG para malhas com 20 e 40 elementos B2 utilizando a matriz de massa consistente. 

Como pode ser visto, os resultados do ANLOG coincidem com os resultados apresentados por 

Bathe (1996).  

Para garantir a estabilidade numérica do algoritmo explícito de integração temporal, 

método da diferença central (MDC), é necessário definir-se o incremento de tempo crítico 

(Δtcr) o qual limitará o tamanho do passo no tempo. Assim sendo, usando-se a Equação (4.28) 

e considerando as frequências máximas para cada malha (ω20 para a malha de 20 elementos 

B2 e ω40 para a malha de 40 elementos) obtém-se, 6.1499x10-6 s e 2.95606x10-6 s, 
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respectivamente, para as malhas com 20 e 40 elementos. Sendo assim, os seguintes valores de 

incremento de tempo (Δt) foram adotados, respectivamente para as malhas com 20 e 40 

elementos: 5.0x10-6 e 2.0x10-6 s.  

A variação dos deslocamentos longitudinais ao longo da coluna é apresentada na 

Figura 6.12 para o instante de tempo de 0.01 s. Os resultados numéricos fornecidos pelo 

ANLOG coincidem com os resultados obtidos por Bathe (1996) para ambas as discretizações 

analisadas. 

Tabela 6.2: Frequências naturais (ωn): ANLOG versus Bathe (1996) 

  20 elementos 40 elementos 

ωn (rad/s) Bathe (1996) ANLOG Bathe (1996) ANLOG 

ω1 7.02770x10+01 7.02770x10+01 7.02712x10+01 7.02712x10+01 

ω2 2.19812x10+02 2.19812x10+02 2.19587x10+02 2.19587x10+02 

ω3 3.82932x10+02 3.82932x10+02 3.81591x10+02 3.81591x10+02 

ω4 5.55239x10+02 5.55239x10+02 5.50977x10+02 5.50977x10+02 

ω5 7.34395x10+02 7.34395x10+02 7.24482x10+02 7.24482x10+02 

ω6 9.20054x10+02 9.20054x10+02 9.00834x10+02 9.00834x10+02 

     

ω19 3.65556x10+03 3.65556x10+03 3.47009x10+03 3.47009x10+03 

ω20 3.25207x10+05 3.25207x10+05 3.69646x10+03 3.69646x10+03 

 
  

  

ω38 

  

7.36679x10+03 7.36679x10+03 

ω39 

  

3.36596x10+05 3.36596x10+05 

ω40     6.76577x10+05 6.76577x10+05 

Para analisar o desempenho do método de Newmark para a solução do problema, 

optou-se por utilizar a malha de 40 elementos e um incremento de tempo de 5.0x10-5 s, 

superior aquele adotado no MDC, por se tratar de um algoritmo incondicionalmente estável. 

A escolha do parâmetro δ, do método de Newmark, foi feita com base no problema analisado 

no item anterior. Visto que, em termos da variável primária deslocamento, os resultados são 

satisfatórios para todos os valores de δ utilizados, optou-se por utilizar o valor de 0.5 para δ, 

conforme proposto originalmente para o método. A Figura 6.13 mostra que, da mesma forma 

que o MDC, o método de Newmark apresenta boa concordância com os resultados 

apresentados por Bathe (1996). 
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Figura 6.12: Variação do deslocamento longitudinal ao longo da coluna (instante de tempo de 0.01s): Influência 

da discretização. 

 
Figura 6.13: Variação do deslocamento longitudinal ao longo da coluna num instante de tempo 0.01s: Influência 

do algoritmo de integração temporal. 
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O tempo de análise, para a malha de 40 elementos B2, utilizando o MDC foi de 

40.69s, enquanto que, ao utilizar o algoritmo de Newmark, foi de 1.67s. É notório que o 

método de Newmark exige um menor custo computacional, já que é necessário um menor 

número de incrementos de tempo para garantir a estabilidade e a acuracidade da solução. Em 

virtude disso, para as demais análises, apenas o algoritmo de solução de Newmark é 

empregado.  

A fim de avaliar o desempenho dos diferentes tipos de elementos finitos, duas malhas 

foram adotadas tal como ilustrado na Figura 6.14: com 40 elementos bidimensionais 

quadráticos de quatro nós (elemento Q4) e de 20 elementos bidimensionais de oito nós 

(elemento Q8). Conforme pode ser observado na Figura 6.15, novamente os resultados 

obtidos tanto com a malha de elementos Q4 quanto de elementos Q8 foram concordantes com 

aqueles obtidos por Bathe (1996).  

 
Figura 6.14: Malhas de 40 elementos Q4 e de 20 elementos Q8. 
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Figura 6.15: Variação do deslocamento longitudinal ao longo da coluna num instante de tempo 0.01s: Influência 

do elemento finito. 

A Figura 6.16 ilustra a evolução no tempo da variação do deslocamento longitudinal 

ao longo da coluna obtidos com a malha de 20 elementos Q8. O resultado observado é 

diretamente relacionado ao fato de a barra ser constituída de dois materiais de propriedades 

bem distintas. O material 2, de módulo de elasticidade de 4.435 MPa, se constitui de uma 

seção flexível da barra, fazendo com que esta sofra flexão e oscile intensamente em torno da 

sua posição inicial. Já o material 1, de módulo de elasticidade de 200 GPa, é a parte rígida da 

barra que se desloca em relação a sua posição inicial, principalmente, em função da seção 

flexível da barra. 
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Figura 6.16: Evolução temporal da variação do deslocamento longitudinal ao longo da coluna. 

6.2. Exemplo de aplicação 

Toraño et al. (2006) analisaram as vibrações provenientes de detonações em uma 

pedreira de calcário localizada na Espanha próxima a uma área urbanizada (Figura 6.17). A 

partir de dados de medições de velocidade de partícula in situ, os autores determinaram a lei 

de atenuação da região (ilustrada na Figura 6.18), dada pela equação: 

0.757 1.651PPV 3085 Q R  (6.6) 

em que PPV é estimado em mm/s a partir da carga máxima por espera Q (Kg) e da distância 

entre o ponto de detonação e o ponto de monitoramento R (m). 
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Figura 6.17: Pedreira de calcário próxima a áreas habitadas – Espanha (Fonte: Toraño et al., 2006). 

 
Figura 6.18: Lei de atenuação de pedreira de calcário (Adaptado de Toraño et al., 2006). 

A fim de validar a aplicação do ANLOG para a estimativa de vibrações provenientes 

de desmonte de rochas por explosivos e verificar a implementação do pulso de pressão de 

detonação proposto por Saharan e Mitri (2008), será realizada a análise numérica de um 

desmonte de rochas na área estudada por Toraño et al. (2006).  Os valores de PPV obtidos a 
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partir da análise dos resultados do ANLOG serão comparados à lei de atenuação da área e aos 

resultados numéricos obtidos com o software comercial Algor (Toraño et al., 2006).  

O maciço rochoso constituído de rocha calcária em estudo apresenta densidade (ρ) de 

2.6 t/m³, módulo de elasticidade (E) de 12 GPa e coeficiente de Poisson (ν) de 0.2. 

Considerando que somente na vizinhança próxima ao furo de detonação, a rocha apresenta 

comportamento plástico e que em poucos metros a energia gerada não é suficiente para 

romper a rocha, o comportamento da onda de detonação assemelha-se a uma onda elástica. 

Dessa forma, o modelo constitutivo escolhido para representar o comportamento do maciço 

rochoso foi o modelo linear elástico, em que E e ν permanecem constantes ao longo da 

análise.  

O furo de detonação de 20m de profundidade, que corresponde à altura da bancada 

(HB), foi carregado com 100kg de explosivos. A detonação da carga gera na parede do furo 

uma pressão de detonação (PB) estimada por Toraño et al. (2006) em 28 MPa. Apesar de os 

autores não explicitarem o tipo de explosivo utilizado, a análise foi conduzida utilizando o 

pulso de pressão otimizado para detonação não-ideal, uma vez que a partir de dados da 

literatura é possível verificar que esse tipo de explosivo é comumente aplicado em operações 

de detonação em pedreiras (Cardoso, 2011; Munaretti, 2002; Koppe e Costa, 2012). 

O problema é analisado em estado plano de deformação e a malha de elementos finitos 

juntamente com as condições de contorno em deslocamento é apresentada na Figura 6.19. A 

área em estudo tem uma dimensão de 600 m de comprimento (L) por 150 m de profundidade 

(H). Estes valores foram arbitrados a fim de evitar a formação de reflexões espúrias de ondas 

nos contornos do modelo. A malha de elementos finitos é constituída por 396 elementos 

quadrilaterais quadráticos de oito nós (elemento Q8) e 1289 nós. Os tamanhos dos elementos 

variam de (5 x 5) m nas proximidades do ponto de aplicação da carga de detonação até (50 x 

50) m nos pontos mais distantes. Os pontos superficiais P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10, 

P11, P12, P13 e P14, respectivamente, a 30 m, 50 m, 75 m, 100 m, 125 m, 150 m, 175 m, 200 m, 

250 m, 300 m, 350 m, 400 m, 450 m e 500 m distantes da frente de detonação (Figura 6.19) 

foram definidos como pontos de controle das velocidades para definição da curva de 

atenuação numérica. Vale ressaltar que, para cada um desses pontos, o ANLOG fornece os 

valores das componentes verticais e horizontais da velocidade de partícula ao longo do tempo 

de análise. Para a definição da curva de atenuação, é necessário que o usuário selecione o 
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valor de pico de velocidade de partícula (PPV), conforme a definição apresentada no Capítulo 

1. 

L

H

HB

P2P1 P3 P4 P5 P7P6 P9 P10P8p(t) P11 P12 P13 P14

 
Figura 6.19: Malha e condições de contorno para a detonação em uma pedreira de calcário. 

Baseado nos resultados satisfatórios para velocidade obtidos a partir da utilização do 

algoritmo de Newmark com o valor de δ de 0.625 no exemplo apresentado no item 5, optou-

se por utilizar esse mesmo método de solução nesta análise. O tempo total avaliado foi de 0.3 

s, o qual se mostrou tempo suficiente para que a onda sísmica gerada pela detonação 

alcançasse 500 m de distância do furo de detonação. A evolução temporal foi feita em dois 

blocos. O primeiro bloco consiste em 40 incrementos de tempo iguais de 5.0x10-5 s até o 

instante de tempo de 2x10-3 s. O segundo bloco consiste em 2980 incrementos de tempo iguais 

de 10-4 s até o instante de tempo de 0.3 s.  

Para simular o efeito do amortecimento físico foi adotado o método do amortecimento 

de Rayleigh, Equação (4.16), visto que é prática comum no contexto da análise elástica em 

aplicações geomecânicas. Assim, os valores de αR e βR utilizados na análise devem ser 

estimados a partir das Equações (4.20) e (4.21). As frequências naturais (ωi e ωj) adotadas 

foram 135.57 e 147.28 rad/s que correspondem as menores frequências naturais para a malha 

de elementos finitos e propriedades materiais adotadas neste problema. A razão (ou fator) de 

amortecimento (ξ) para materiais geológicos varia entre 2 e 5% tal como sugerido por vários 

autores (Biggs, 1964; Babanouri et al., 2013; Azizabadi et al., 2014; Gui et al., 2017). Assim, 

variando-se a razão de amortecimento, foram obtidos diferentes valores para os coeficientes 

de Rayleigh os quais são apresentados na Tabela 6.3. 
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Tabela 6.3: Valores αR e βR calculados a partir do fator de amortecimento e das frequências naturais. 

 (%) 
ωi 

(rad/s) 
ωj 

(rad/s) 
αR βR 

0.020 135.57 147.28 2.82 1.4x10-4 

0.025 135.57 147.28 3.53 1.8x10-4 

0.030 135.57 147.28 4.24 2.1x10-4 

0.035 135.57 147.28 4.94 2.5x10-4 

0.040 135.57 147.28 5.65 2.8x10-4 

0.045 135.57 147.28 6.35 3.2x10-4 

0.050 135.57 147.28 7.06 3.5x10-4 

As Figuras 6.20 ilustram a evolução no tempo das componentes, vertical e horizontal, 

de velocidade nos pontos de observação indicados na Figura (6.19) considerando os 

coeficientes de Rayleigh indicados na Tabela 6.3 para a razão de amortecimento de 2%. 

Nessas figuras é possível identificar os pontos de velocidade de pico de partícula (PPV) 

conforme definido pela norma NBR 9653:2018: “(...) máximo valor instantâneo da velocidade 

de vibração de uma partícula em um ponto, durante um determinado intervalo de tempo, 

considerado como sendo o maior valor dentre os valores de pico das três componentes de 

velocidade de vibração de partícula para o mesmo intervalo de tempo”.  

  
          (a) P1 (30m)            (b) P2 (50m) 

Figura 6.20: Evolução no tempo da velocidade num ponto de observação (R=2.82 e R=0.00014) 
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          (c) P3 (75m)            (d) P4 (100m) 

  
          (e) P5 (125m)            (f) P6 (150m) 

  
          (g) P7 (175m)            (h) P8 (200m) 

Figura 6.20: Evolução no tempo da velocidade num ponto de observação (R=2.82 e R=0.00014) (continuação) 
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          (i) P9 (250m)            (j) P10 (300m) 

  
          (k) P11 (350m)            (l) P12 (400m) 

  
          (m) P13 (450m)            (n) P14 (500m) 

Figura 6.20: Evolução no tempo da velocidade num ponto de observação (R=2.82 e R=0.00014) (continuação) 
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Alguns estudos científicos internacionais (Leconte, 1967 apud Lopez Jimeno et al., 

2003; Ainalis et al., 2017) sugerem que a curva de atenuação seja obtida a partir do maior 

valor da soma vetorial das componentes de vibração de partícula que, de acordo com a norma 

NBR 9653:2018, se refere ao conceito de velocidade de vibração resultante de pico da 

partícula (VR). A Tabela 6.4 apresenta os resultados obtidos pelo ANLOG (considerando 

R=2.82 e R=1.4x10-4) para PPV e VR, em cada ponto de observação, tal como proposto pela 

NBR 9653:2018. Como pode ser observado, para a situação em análise (estado plano de 

deformação) não existe uma diferença significante entres as duas medidas. Logo, a medida de 

PPV é a dotada neste trabalho uma vez que é a medida com menor custo de computacional de 

obtenção. 

Tabela 6.4: Valores de velocidade de pico (PPV e VR) para ξ = 2%. 

Distância (m) PPV (mm/s) 
VR 

(mm/s) 

30 221.42 227.40 

50 132.50 137.90 

75 80.50 81.97 

100 53.03 54.22 

125 39.76 40.65 

150 29.56 30.30 

175 25.23 25.79 

200 21.84 22.43 

250 16.33 14.21 

300 10.84 11.36 

350 11.79 11.80 

400 6.69 7.41 

450 5.69 5.83 

500 5.29 5.43 

Com os resultados das velocidades de pico (PPV) estimados tal como ilustrado nas 

Figuras 6.20, a curva de atenuação numérica é obtida utilizando a, correspondente, distância 

escalonada definida na Equação (1.2). A Figura 6.21 apresenta as curvas de atenuação obtidas 

em função da razão de amortecimento (ξ) indicadas na Tabela 6.3. Conforme esperado, à 

medida que a razão de amortecimento aumenta, há uma redução nos níveis de PPV. Nota-se 

que, a curva de atenuação que mais se aproxima da curva de atenuação de campo (Toraño et 

al., 2006) é aquela em que o fator de amortecimento é 2.5%.  
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Figura 6.21: Curvas de atenuação em função da razão de amortecimento (ξ). 

 

A fim de avaliar a influência dos coeficientes de proporcionalidade de Rayleigh sobre 

a lei de atenuação obtida numericamente, os valores de 3.53, para αR, e 1.8x10-4, para βR, 

obtidos a partir do fator de amortecimento de 2.5%, foram tomados como referência. A Figura 

6.22a mostra que, mantendo-se o valor de αR constante, à medida que βR aumenta, os níveis 

de VPP diminuem. Observa-se ainda que, para os menores valores de βR (0.5x10-4 e 1.0x10-4), 

há a presença de picos característicos de ruídos da simulação numérica. À medida que os 

valores de βR aumentam, esses ruídos são amortecidos. Confirma, portanto, que βR tem a 

capacidade de amortecer as altas frequências de vibrações não-físicas, isto é, os ruídos 

resultantes da simulação numérica, conforme indicado por Cook et al. (2001). A Figura 6.22b 

mostra que o valor de αR tem influência sobre a atenuação das vibrações à medida que a onda 

sísmica se afasta do ponto de origem. Observa-se que, mantendo-se βR constante, à medida 

que o valor de αR aumenta, a atenuação das vibrações nos pontos mais distantes é mais 

intensa. 

Conhecendo a influência dos coeficientes de proporcionalidade sobre os resultados 

obtidos, verifica-se que com os valores de R=10.0 e R=1.1x10-4 a curva de atenuação 
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numérica converge para a lei de atenuação de campo (Toraño et al., 2006). A Figura 6.23 

apresenta a curva de atenuação de campo e os resultados obtidos pelo programa Algor, 

apresentados por Toraño et al. (2006), assim como os resultados obtidos pelo ANLOG. De 

maneira geral, é possível afirmar que os resultados obtidos numericamente são similares 

àqueles previstos pela lei de atenuação. 

  
          (a) Influência do βR na curva de atenuação.            (b) Influência do αR na curva de atenuação. 

Figura 6.22: Curvas de atenuação em função dos coeficientes de amortecimento de Rayleigh. 

 

 
Figura 6.23: Curva de atenuação:  ANLOG versus Algor. 
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Capítulo 7 

Conclusões e futuros trabalhos 

Este trabalho apresentou uma formulação numérica, com base em uma formulação em 

deslocamento do método dos elementos finitos, para o desenvolvimento de um módulo de 

análise dinâmica tensão-deformação (não acoplada) para a análise do problema de 

elastodinâmico tempo-dependente da propagação de vibrações sísmicas.  

O modelo numérico desenvolvido foi implementado no programa ANLOG – Análise 

Não-Linear de Obras Geotécnicas no âmbito desta dissertação de mestrado. Assim nesta nova 

versão (ANLOG v2019): 

 Os problemas de propagação em uma dimensão podem ser resolvidos adotando-

se elementos finitos unidimensionais, lineares (B2) e quadráticos (B3). Problemas em estado 

plano de tensão e de deformação podem ser resolvidos adotando-se elementos quadrilaterais, 

lineares (Q4) e quadráticos (Q8);  

 A matriz de massa consistente deve ser integrada numericamente sem o recurso 

da integração reduzida. Desta forma, para os elementos finitos quadráticos (B3 e Q8) deve-se 

usar, respectivamente, 3 e 9 pontos de integração de Gauss;  

 O amortecimento é uma parcela fundamental da análise do comportamento 

dinâmico de um problema mecânico uma vez que sua ausência implicaria num 

comportamento oscilatório infinito. A matriz de amortecimento proporcional introduzido por 

Rayleigh é adotada neste trabalho. Os coeficientes de amortecimento de Rayleigh são 

definidos a partir das duas menores frequências naturais do sistema e uma razão de 

amortecimento variando entre 2 a 5% para materiais geológicos; 

 O método de integração direta é adotado para a obtenção da solução do sistema 

de equação ao longo do tempo. O algoritmo explícito de diferença central e o algoritmo 
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implícito de Newmark foram implementados e testados. A integração temporal tem um papel 

muito importante na obtenção de uma resposta estável ao longo do tempo. O método da 

diferença central é altamente dependente do tamanho do passo o que implica numa marcha no 

tempo muito lenta. Em contrapartida, o método de Newmark oferece precisão e acurácia com 

um menor custo computacional; 

 O pulso de pressão de detonação otimizado demonstrou facilidade de 

implementação e utilização, permitindo a livre definição dos instantes de tempo em que as 

pressões normalizadas serão aplicadas. Modelos alternativos para a simulação do pulso de 

detonação podem ser facilmente implementados através do macro comando CDYNAM.  

Os exemplos de verificação apresentados mostram uma boa concordância dos 

resultados obtidos com o ANLOG e as respostas analíticas e numéricas encontradas na 

literatura especializada.  

O exemplo de aplicação apresentado mostra a importância da análise numérica na 

definição da velocidade de uma partícula que por sua vez difere na velocidade de propagação 

da onda no meio elástico. A norma NBR 9653:2018, que é a norma vigente no Brasil para 

regular as vibrações sísmicas causadas por detonações próximas a áreas urbanas, define duas 

grandezas para a quantificação e avaliação da potencialidade de danos das vibrações sísmicas: 

a velocidade de vibração de pico de partícula (PPV) e a velocidade de vibração resultante de 

pico da partícula (VR). Os resultados apresentados neste trabalham confirmam que ambas 

grandezas conduzem a uma mesma lei de atenuação e podem ser utilizadas indistintamente. 

No entanto, o custo computacional envolvido na obtenção do PPV é menor que na obtenção 

da VR. 

Os resultados apresentados demonstram o potencial do programa ANLOG para 

realizar análises individualizadas da resposta de maciços rochosos aos esforços dinâmicos 

induzidos por desmonte de rochas por explosivos, considerando tanto os parâmetros 

geológicos e geomecânicos específicos de cada meio, como os parâmetros de 

dimensionamento do desmonte de rocha, de forma relativamente ágil e de baixo custo. 

Dando prosseguimento a este trabalho sugerem-se as seguintes intervenções: 

 Implementar as matrizes de massa e a amortecimento para problemas 

tridimensionais; 
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 Analisar outros modelos de simulação de pulsos explosivos; 

 Modelagem numérica considerando a não linearidade constitutiva do material; 

 Ampliar a análise numérica para o acoplamento fluxo-deformação; 

 Comparar resultados de medições in situ de vibrações sísmicas induzidas por 

desmonte de rochas por explosivos com os resultados numéricos obtidos pelo ANLOG;  

 Desenvolver um módulo de análise da frequência de vibração;  

 Avaliar o impacto das vibrações provenientes de desmonte de rochas por 

explosivos sobre cavidades naturais subterrâneas. 
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Apêndice A 

Neste Apêndice são apresentadas algumas matrizes e vetores usados nesta dissertação. 

A.1 – Tipos de Elementos 

A Figura A.1 apresenta os elementos finitos que foram usados nas análises realizadas 

nesta dissertação de mestrado. Para problemas unidimensionais podem ser usados os 

elementos lineares com dois pontos nodais (B2) e quadráticos com 3 pontos nodais (B3). Para 

problemas bidimensionais podem ser usados os elementos quadrangulares lineares com 4 

pontos nodais (Q4) e quadráticos com 8 pontos nodais (Q8). Os elementos finitos são 

definidos no sistema de coordenada natural (,). 
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Figura A.1 – Elementos finitos adotados 

Usando o conceito de elementos isoparamétricos, as seguintes funções de 

forma/interpolação são usadas para o elemento B2: 

   1N  ξ,η 0.5 1   (A.1a) 
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   2N  ξ,η 0.5 1   (A.1b) 

Para o elemento B3:  

   2

1 N ξ,η 0.5     (A.2a) 

   2

2N  ξ,η  1   (A.2b) 

   2

3 N ξ,η 0.5     (A.2c) 

Para o elemento Q4:  

1N ( , ) 0.25(1 )(1 )      (A.3a) 

2N ( , ) 0.25(1 )(1 )      (A.3b) 

3N ( , ) 0.25(1 )(1 )      (A.3c) 

4N ( , ) 0.25(1 )(1 )      (A.3d) 

Para o elemento Q8:  

1N ( , ) 0.25(1 )(1 )( 1)       (A.4a) 

2

2N ( , ) 0.5(1 )(1 )      (A.4b) 

3N ( , ) 0.25(1 )(1 )( 1)       (A.4c) 

2

4N ( , ) 0.5(1 )(1 )      (A.4d) 

5N ( , ) 0.25(1 )(1 )( 1)       (A.4e) 

2

6N ( , ) 0.5(1 )(1 )      (A.4f) 

7N ( , ) 0.25(1 )(1 )( 1)       (A.4g) 

2

8N ( , ) 0.5(1 )(1 )      (A.4h) 
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A.2.4 – Aproximação da Geometria 

A Figura A.2 apresenta os três sistemas de coordenadas de referências usado pelo 

ANLOG: sistema coordenada global (X,Y), sistema de coordenada local (x,y) e sistema de 

coordenada natural (,).  

 
Figure A.2 – Definição dos sistemas de coordenadas (Nogueira, 2010) 

O vetor posição no sistema de coordenada global (X) definido como:  

X

Y

 
  
 

X  (A.5) 

se relaciona com o vetor posição no sistema de coordenada local (x) definido como: 

x

y

 
  
 

x  (A.6) 

através da através da matriz de transformação M* como segue:  

*X M x  (A.7) 

em que 

X / x X / y
*

Y / x Y / y

    
  

    
M  (A.8) 

* 
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Quando o sistema de coordenada local (x,y) coincide com o sistema de coordenada global 

(X,Y) a matriz de transformação M* torna-se na matriz identidade I.  

As coordenadas de um determinado ponto são escritas em função das coordenadas dos 

pontos nodais tal como apresentado na Equação (4.1). Nesta equação, o vetor de posição 

nodal ( x̂ ) e a matriz das funções de interpolação são definidos como: 

1

1

nnoel

nnoel

x

y

ˆ

x

y

 
 
 
 

  
 
 
  

x  (A.9) 

nnoel1

nnoel1

N 0N 0

0 N0 N

 
  
 

N  (A.10) 

em que nnoel é o número de pontos nodais do elemento e Ni são as funções de forma indicada 

nas Equações (A.1) a (A.4). A partir da Equação (A.7) é possível se escrever a equação: 

ˆx NΤX  (A.11) 

em que  

1

1

nnoel

nnoel

X

Y

ˆ

X

Y

 
 
 
 

  
 
 
  

X  (A.12) 

é o vetor das coordenadas dos pontos nodais em relação ao sistema de coordenada global e  

cos sen 0 0

0 0 cos sen

  
 


 
   

T  (A.13) 

para os elementos B2 e B3 e 
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1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

T  (A.14) 

Para os elementos Q4 e Q8. 

A matriz Jacobiana J é a matriz de transformação do sistema de coordenada natural 

para o sistema de coordenada local. A matriz Jacobiana indica como um elemento no sistema 

de coordenada local difere da sua imagem (ou forma padrão) no sistema de coordenada 

natural. Através desta transformação é possível escrever: 

ξJx d=d  (A.15) 

em que  

dx
d

dy

 
  
 

x  (A.16) 

d
d

d

 
  

 
ξ  (A.17) 

e 

x / x /

y / y /

    
  

    
J  (A.18) 

Os coeficientes da matriz Jacobiana J são obtidos em função das derivadas das 

funções de forma, indicadas nas Equações (A.1) a (A.4). fazendo: 

i

nnoel

1=i

i
x

d

dN
=

d

dx ∑


 (A.20a) 

i

nnoel

1=i

i
y

d

dN
=

d

dy ∑


 (A.20b) 

i

nnoel

1=i

i
x

d

dN
=

d

dx ∑


 (A.20c) 
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i

nnoel

1=i

i
y

d

dN
=

d

dy ∑


 (A.20d) 

Para os elementos B2 e B3, o volume infinitesimal dVe em nível elementar pode ser 

definido no sistema de coordenada local como sendo: 

edV Adx  (A.21) 

e em relação ao sistema de coordenada natural, este elemento infinitesimal pode ser escrito 

como: 

edV Adet d J  (A.22) 

em que A é a área da seção transversal considerada constante e  

2 2

dx dy
det

d d

   
    

    
J  (A.23) 

Para os elementos Q4 e Q8, o volume infinitesimal dVe em nível elementar pode ser 

definido no sistema de coordenada local como sendo: 

edV kdxdy  (A.24) 

e em relação ao sistema de coordenada natural, este elemento infinitesimal pode ser escrito 

como: 

edV k det d d  J  (A.25) 

em que k é uma constate que depende do tipo de problema (k=1: para o estado plano de 

deformação; k=2r para problemas axi-simétrico; e, k=espessura para problemas planos em 

tensão); e  

x y x y
det

    
  

    
J  (A.26) 
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A.2 – Aproximação dos Deslocamentos 

O vetor de deslocamento em qualquer ponto do domínio do elemento (u) pode ser 

escrito em função dos deslocamentos nodais ( û ) tal como apresentado na Equação (4.2). 

Nesta equação, estes vetores são definidos como: 

u

v

 
  
 

u  (A.27) 

1

1

nnoel

nnoel

u

v

ˆ

u

v

 
 
 
 

  
 
 
  

u  (A.27) 

em que u e v são as componentes do vetor de deslocamento nas direções x e y, 

respectivamente. 

A.3 – Operadores Diferenciais 

O operador diferencial  é um operador tal que quando aplicados às funções de 

interpolação Ni dão origem à matriz B que contém as derivadas das funções de interpolação. 

A matriz, B, relaciona as deformações aos deslocamentos nodais. Assim sendo: 

ˆ ε Bu  (A.29) 

onde 

 i nnoel
ˆB N N u   (A.30) 

em que, para problemas planos de deformação: 

x 0

0 y

0 0

x x

  
 

 
 
 
 
    

  (A.31a) 

Para problemas planos de tensão 
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x 0

0 y

0 0

x x

  
 

 
 
 
 
    

  (A.31b) 

Para problemas axissimétricos 

x 0

0 y

1 x 0

x x

  
 

 
 
 
 
    

  (A.31c) 

A.4 – Matriz constitutiva 

A matriz D relaciona as componentes de tensão () com as componentes de 

deformação () de acordo com a equação: 

σ Dε  (A.32) 

onde, para elementos B2 e B3: 

 x σ  (A.33a) 

 x ε  (A.33b) 

 ED  (A.33c) 

E para os elementos Q4 e Q8: 

x

y

z

xy

 
 
 

  
 

  

σ  (A.34a) 

x

y

z

xy

 
 
 

  
 

  

ε  (A.34b) 
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2G 0

2G 0

2G 0

0 0 0 2G

    
 

   
 
    
 
 

D  (A.34c) 

Em que: 

E

(1 )(1 2 )


 

  
 (A.34c) 

E
G

2(1 )



 (A.34c) 
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