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Uma resposta aproximada para a pergunta
certa € muito mais valiosa que uma resposta

exata para a pergunta errada

John Tukey



RESUMO

As abordagens frequestista e Bayesiana para estimagao intervalar usualmente produzem estima-
tivas diferentes entre si. O debate acerca da superioridade de uma dessas escolas sobre a outra é
controverso, ¢ ndo hd consenso sobre os ganhos praticos em se utilizar apenas uma das aborda-
gens em detrimento da outra. Alids, a visdo de que essas linhas tedricas sdo concorrentes também
ndo € fato pacificado na literatura. A esse respeito, surge uma questdo fundamental: os métodos
frequentistas e Bayesianos poderiam, de algum modo, ser usados simultaneamente para estimagio
intervalar? O objetivo deste trabalho é mostrar que a resposta a essa questdo ¢ afirmativa. Para
tanto, este trabalho introduz uma forma pioneira e simples de equalizar métodos convencionais para
construcdo de um estimador intervalar sob coeficientes de confianca e de credibilidade arbitrérios,
o que aqui € chamado de ‘intervalo de confianga-credibilidade’. O método ¢ valido para o caso ge-
ral de qualquer distribuicdo amostral e para qualquer distribui¢@o a priori. Exemplos de aplicacdo
sao oferecidos para problemas cldssicos, como os que envolvem as distribui¢des normal e ¢-student.
Adicionalmente, intervalos de confianca-credibilidade sdo construidos para os parametros de ruido
em modelos de espagos de estados no contexto de modelagem econométrica.

Palavras-chave: Estatistica Suficiente, teste de hipétese, familia exponencial, modelos de espaco

de estado.



ABSTRACT

Frequentist and Bayesian approaches for interval estimation usually drive to dissimilar estima-
tes. The debate concerning superiority from one of these schools is controversial, and consensus is
lacking about the practical gains if one is inclined to use only one of the approaches in detriment
of the other. But, could frequentist and Bayesian methods be somehow reconciled for interval esti-
mation? This work presents an affirmative response for this question. It is shown how to equalize
conventional methods for interval estimation under arbitrary confidence and credible coefficients,
called ‘confidence-credible intervals’. The method works for the general case of any data and prior
distributions. Examples for classical problems such as involving the normal and the t-Student dis-
tributions are offered. In addition, confidence-credible intervals are built for nuisance parameters in
space state models, which then remark the holes of the proposed method for econometric problems.

Keywords: Sufficient Statistic, hypothesis testing, exponential family, space state models.
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1. INTRODUCAO

As divergéncias entre as teorias estatisticas frequentista e Bayesiana sdo evidentes ndo somente pela
abordagem metodoldgica que empregam, mas também pelas interpretacdes que oferecem aos resultados
das andlises de dados reais. Essa discordancia tem como consequéncia o fato de que, para o mesmo
conjunto de dados, resultados contraditérios podem ser obtidos se as metodologias Bayesiana e frequen-
tista sdo aplicadas simultaneamente. Apesar do confronto histérico entre essas escolas ter gerado um
volumoso acervo para debater e comparar os méritos de cada abordagem, ainda ndo € seguro afirmar que
exista uma resposta consensual a respeito de quando usar uma abordagem em detrimento da outra. Mas
uma teoria unificada parece possivel. Por exemplo, para demonstrar que uma abordagem unificada para
testes de hipdteses pode ser formulada, Silva (2017) demonstra uma correspondéncia univoca entre os
testes de hipdteses Bayesiano e frequentista. Outro exemplo € o trabalho de Berger et al. (1997), o qual
forneceu uma abordagem unificada para testar hipdteses precisas.

Nota-se, portanto, que uma unificacio voltada a testes de hipéteses ja se faz proeminente. Mas nao
se pode dizer o mesmo sobre os métodos de estimagao intervalar atuais, os quais podem ser claramente
identificados como pertencentes a apenas umas das duas escolas, frequentista ou Bayesiana, chamados
de ‘intervalos de confianca’ e ‘intervalos de credibilidade’, respectivamente. No entanto, apesar de abor-
dagens unificadas para estimacao intervalar ainda ndo serem usuais, um grande nimero de autores tem
se dedicado a discutir e comparar a performance entre essas duas abordagens. Por exemplo, o trabalho
de Franco, Gamerman e Santos (2009) compara os intervalos de confianga com os intervalos de credibi-
lidade analisando os resultados obtidos a partir de simula¢des sobre o0 Modelo de Espaco de Estados, e
posteriormente, aplicando ambos os métodos a dados empiricos. Ao final de sua andlise, Franco, Gamer-
man e Santos (2009) concluem que os intervalos de credibilidade parecem apresentar, em geral, a melhor
combinagdo de resultados comparando a probabilidade de cobertura e de menor amplitude. Morey et
al. (2016), por sua vez, afirmam ser um equivoco usar o termo ‘confianca’ para designar a estimagdo
por intervalos de confianca. Eles argumentam que os intervalos de confianca produzem um indice de
precisdo, e que os valores contidos na estimativa intervalar ndo sdo plausiveis, o que torna o intervalo
de confianca falacioso. Com isso, Morey et al. (2016) adotam a inferéncia Bayesiana, o que, segundo
os autores, favorece declaracdes que correspondem aos principios da precisdo e da plausibilidade, sendo
assim uma escolha mais adequada.

Pelo lado frequentista, Roazzi, O’Brien e Graga (2003) criticam a variedade de atalhos, nao nor-
mativos, e inadequados, que informalmente sdo usados na tomada de decisdo Bayesiana, o que o autor

denomina por problema dos ’vieses e da heuristica’. Esta critica € principalmente dirigida a arbitrarie-
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dade, e portanto a conveniéncia, por trds da escolha da distribuic@o a priori. Deste modo, os interesses
de analistas maliciosos poderiam guiar a escolha da priori de modo a garantir que os resultados possam
corroborar tais interesses.

Assim sendo, Roazzi, O’Brien e Graga (2003) afirmam que tais heuristicas sdo procedimentos nao
sistemdticos informais, aproximacdes praticas, ou entdo apenas estratégias gerais, mas nao algoritmos
exatos fornecidos pelas teorias normativas. Portanto, Roazzi, O’Brien e Graca (2003) destacam que a
subjetividade pode produzir resultados diferentes daqueles que foram obtidos através de uma aplicagdo
das regras probabilisticas normativas. Outra forte critica a abordagem Bayesiana é oferecida por Berger
(2003). Ele compara as abordagens de Fisher, Newman e Jeffreys a fim de obter uma unificacdo dos
testes frequentistas condicionais. Isto, segundo o autor, favoreceria a reconciliagdo entre os principios
fundamentais de cada uma destas escolas. Berger (2003) também explica que cada uma destas metodo-
logias retrata aspectos filos6ficos diferentes. Consequentemente, partindo do mesmo conjunto de dados,
podem levar a conclusdes diferentes. Berger (2003) defende que a unificagdo metodoldgica da estatistica
deveria ser motivada pela crenga de que a melhor metologia estatistica deveria favorecer a interpretagcdo
simultinea dos diferentes angulos filoséficos e dos principais paradigmas estatisticos.

A falta de consenso entre as escolas frequentista e Bayesiana é discutida em uma diversidade de
trabalhos, dos quais podemos citar Franco, Gamerman e Santos (2009) e Berger (2003). Portanto, tendo
em vista o evidente impasse para se escolher entre intervalos de confianca e intervalos de credibilidade,
a presente dissertacdo defende que a formalizacdo de uma reconciliagdo pode ser mais Util para a conso-
lidacdo dos fundamentos estatisticos do que discutir suas divergéncias metodoldgicas atuais. Ademais,
a definicdo e a interpretacdo de intervalo de confianga (abordagem frequentista) ndo competem com a
defini¢do e interpretacdo do intervalo de credibilidade (abordagem Bayesiana). Na realidade, elas coexis-
tem sem quaisquer falhas l6gicas. Previamente a observag¢do dos dados, cada intervalo de credibilidade
é de uma certa confianca, e, posteriormente a observacdo dos dados, cada intervalo de confianga € de
uma certa credibilidade. Esse fato é abordado em detalhes na se¢do 4. Com isso, os autores do pre-
sente trabalho sustentam que uma abordagem unificada deveria combinar as preocupagdes de ambas
escolas. Da parte frequentista, o objetivo seria assegurar uma verdadeira gestdo da medida de perfor-
mance pré-experimental, a probabilidade de cobertura. Da parte Bayesiana, o objetivo seria favorecer
uma interpretacao pos-experimental dos resultados como uma atualizacdo da incerteza do analista sobre
o fendmeno estudado.

Visando contribuir para uma futura teoria unificada, as discrepéncias entre as visdes filosdficas fre-
quentista e Bayesiana nfo sdo exaltadas neste trabalho. Em vez disso, o objetivo principal dessa disser-

tacdo € propor uma metodologia unificada para estimacao intervalar, o que serd chamado de ‘intervalo
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de confianca-credibilidade’.

Adicionalmente, o presente trabalho também visa exemplificar a utilizacdo do intervalo de confianca-
credibilidade em modelos de espaco de estados (HARVEY, 1989; HARRISON; WEST, 1999). Os
modelos de espaco de estados sdo muito utilizados em varios ramos da ciéncia, mas em especial em
econometria. Vale destacar, por exemplo, o estudo de Orair e Silva (2012) que apresentam um arca-
bouco metodoldgico tanto para estimacdo de séries em altas frequéncias (mensais) quanto para andlise
do desenvolvimento das séries das finangas publicas subnacionais (estados/municipios), o qual oferece
um instrumental Util para monitoramento da politica fiscal. De modo andlogo, Franco, Gamerman e
Santos (2009) utilizam de ajuste em séries temporais através do modelo de espago de estados para abor-
dagens frequentista e Bayesiana com o objetivo de inferir sobre os pardmetros do modelo e comparar os
resultados de cada abordagem.

Os resultados dessa dissertacdo foram obtidos sob argumentos analiticos, e os exemplos numéricos
foram implementados usando o software de programacao estatistica R (TEAM et al., 2014).

O conteudo dessa dissertagao estd distribuido da seguinte forma: o proximo capitulo apresentard um
breve embate tedrico pelos defensores de cada uma das escolas frequentista e Bayesiana. O capitulo 3
oferece uma visdo geral das principais definicdes de estimagdo intervalar de ambas escolas. O capitulo
4 serd apresentado um exemplo de credibilidade dos intervalos de confianca observados e confianca do
estimador do intervalo de credibilidade. Em seguida, o capitulo 5 ird explicitar o principal resultado
a que se destina essa dissertacdo que é a formulacdo de uma abordagem unificada para estimagdo in-
tervalar, a qual chamamos de "intervalo de confianga-credibilidade". Para priores arbitrarias, o método
proposto é, simultaneamente, um intervalo de confianga com coeficiente de confianca ~ e um intervalo
de credibilidade com coeficiente de credibilidade também igual a «y, com v € (0, 1) arbitrario. O ca-
pitulo 6 serd destinado a exemplo de aplicagdo com dados reais para problemas cldssicos de estimagdo
intervalar, sendo utilizado o modelo de espaco de estados de nivel local. Por fim, o capitulo 7 é dedicado

as principais conclusoes.

2. VISAO GERAL DO EMBATE BAYESIANO VERSUS FREQUEN-
TISTA

Como j4 destacado, a presente dissertacdo pretende ser isenta de defender que uma das escolas, Bayesi-
ana ou frequentista, seja superior a outra. Mas € util destacar também que o embate tedrico promovido
pelos defensores de cada uma destas abordagens estd ligado com a contraposicao de idéias supostamente

contraditérias. Com base neste contexto, esta se¢@o serd util para apresentar algumas discussdes ao longo
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da histéria em torno de qual metodologia deveria ser utilizada em detrimento da outra.

A intencdo de abranger as discussdes histdricas tem como intuito apontar as possiveis falhas de
interpretacdes tedricas, de ambas as partes, que possam ter levado ao embate, e evidenciar que uma
abordagem unificada € verossimil caso tais falhas de interpreta¢des sejam resolvidas.

Para iniciar o estudo entre as diferentes abordagens, Lindley (1957) propde discutir as diferentes
interpretacdes entre as escolas frequentista e Bayesiana. Para tanto, o autor utilizou exemplos os quais
possuem como principal caracteristica mostrar o paradoxo sobre a caracterizacdo nos testes baseados
no teorema de Bayes. Sendo assim, o autor promove um embate tedrico sobre a discordancias entre as
abordagens frequentista e Bayesiana. Um dos exemplos que Lindley (1957) aborda € a possibilidade de
interpretacdo equivocada sobre a decisdo em rejeitar ou aceitar a hipétese nula, Hy. Seja o resultado do
experimento. O autor descreve que podem acontecer 2 eventos simultaneamente que sdo contraditérios,
o que ele define como um paradoxo estatistico, sendo eles: o primeiro caso o teste de significAncia para
H mostra que x ¢é significativo ao nivel, por exemplo, de 5%; o segundo caso é que a probabilidade a
posteriori de H dado x seja elevado de tal forma que seja de 95%, para probabilidades a priori muito
pequenas de H . Neste exemplo, onde os eventos acontecem simultaneamente, Lindley (1957) afirma que
as interpretacdes para o primeiro e segundo casos sdo diretamente conflituosas. Este exemplo € bastante
geral com os testes de significancia, porém o autor descreve que duividas sdo passiveis de encontrar sobre
o significado de um nivel de significancia em determinadas circunstincias.

O embate tedrico entre as metodologias frequentista e Bayesiana é promovido por vérios pesqui-
sadores e de diferentes dreas. Um desses trabalhos que contribui para o debate teérico € o artigo de
Solo (1984), onde o autor pretende retratar contradi¢des dentro da abordagem frequentista por meio de
uma comparagdo entre os testes de significancia prética e os de significancia estatistica. Para tanto, Solo
(1984) retrata que o principal uso do PST, Pure Significance Test, é a capacidade de reducdo dos dados a
evidenciar uma hipétese em um tnico nimero, o valor P. Portanto, em seu trabalho, Solo (1984) defende
uma alternativa ao PST. Solo (1984) descreve que a principal critica em relagdo ao PST decorre sobre
dois pontos: i) tamanho da amostra; e ii) incapacidade de mensuragdo quantitativa da discrepancia ao
analisar a hipdtese nula.

Tendo em vista a discuss@o sobre a unificacdo das abordagens, os autores Bayarri e Berger (2004)
apontam cendrios mais comuns para a utilizacdo das escolas frequentistas e Bayesiana de modo que a
unificacio fosse possivel. Assim sendo, os autores Bayarri e Berger (2004) defendem a inexisténcia de
informacdes externas introduzidas na andlise, a ndo ser o proprio modelo e os dados. Segundo os autores,
a escola Bayesiana utiliza ‘distribui¢des a priori objetivas’ para sua andlise, de tal modo que estes ndo

se interessam pelas estimacdes frequentistas e fazem uso da subjetividade, o que os autores chamam de
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priori altamente informativas, enquanto que os adeptos da escola frequentista ndo estdo interessados no
subjetivo, o que eles chamam de priori informativa.

Bayarri e Berger (2004) concluem que a unificacdo filoséfica das escolas Bayesianas e frequentistas
ndo € possivel, uma vez que cada abordagem retrata um aspecto diferente da inferéncia estatistica. No
entanto, os autores acreditam ser possivel obter uma unificagdo metodoldgica geral, no qual tanto os
frequentistas e Bayesianos concordem com um conjunto de procedimentos estatisticos para uso geral.

Steinhardt (2012) discorre sobre os debates entre frequentistas e Bayesianos, apontando como os
embates filoséficos de cada abordagem influenciam no comportamento da anélise e tratamento dos da-
dos. Com isso, Steinhardt (2012) reitera que a discuss@o entre ambas escolas deve se concentrar no
emprego praitico dos dois métodos, ou caso a teoria for discutida, deve ser claramente separada das de-
cisdes praticas. O autor afirma que quando as hipdteses do Teorema de Bayes sdo validos e quando
a atualizac@o Bayesiana pode ser realizada computacionalmente de forma mais eficiente, entdo é real-
mente tautolégico que,segundo o autor, Bayes € a abordagem 6tima, mesmo quando se tem pressupostos
falhos. Pérem, Steinhardt (2012), ao trabalhar com pressupostos mais fracos, retrata que a abordagem
frequentista pode representar modelos complicados, dado que, realizando suposi¢des mais fracas desde
o principio € necessdrio fazer menos trabalho para garantir que essas premissas sejam atendidas.

Por outro lado, quando os pressupostos de uma abordagem sao realizados erroneamente isso € capaz
de caracterizar solucdes viesadas em detrimento da outra abordagem. E o caso onde os autores Biller
e Oser (2015) retratam sobre unifica¢do dos intervalos de confianga e credibilidade. De fato, os autores
definem intervalos de confianca e probabilidade de cobertura de forma equivocada, com isso os proble-
mas para unificacio da teoria estdo baseados em raciocinios corretos derivados de fundamentagao errada.
Enquanto isso, os autores nio mencionam sobre a medida de perfomance do intervalo de confianca ser
pré-experimental, enquanto que a performance de interesse Bayesiano é pds-experimental.

Considerando as discussdes sobre qual abordagem deve ser utilizada em detrimento da outra, tra-
balhos que promovem a discussdo tedrica para uma possivel unificacdo da abordagem frequentista e
Bayesiana ja sdo proeminentes. Podemos, por exemplo, citar o artigo de Silva (2017) que sugere uma
unificacdo das abordagens Bayesiana e frequentista para testes de hipéteses. Para tanto, Silva (2017)
prova que para cada teste Bayesiano sempre exite um teste frequentista equivalente. Reciprocamente,
para cada teste frequentista, sempre existe um teste Bayesiano equivalente. Assim, o autor conclui que
existe equivaléncia dos testes de hipéteses frequentista e Bayesiano do ponto de vista matemadtico. Para
Silva (2017), ndo cabe discutir superioridade entre estes métodos, pois eles sempre podem ser calibrados
de modo a apresentarem as mesmas conclusoes.

Na mesma linha do trabalho de Silva (2017), que visou a unificac¢do das escolas frequentista e Bayesi-
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ana para os testes de hipdteses, o presente trabalho tem como proposta a unificagdo de ambas abordagens
para estimacao intervalar.

Para tanto, ¢ fundamental explicar que os conceitos principais de ambas escolas ndo sdo contraditd-
rios. Mais especificamente, € crucial destacar que intervalos de credibilidade possuem alguma confianga
e, analogamente, intervalos de confianca possuem alguma credibilidade. Portanto, tal discussdo serd
ilustrada no capitulo 4 e via exemplo, no sentido de demonstrar que existe credibilidade dos intervalos
de confianga observados e confianca do estimador do intervalo de credibilidade. Contudo, o capitulo a
seguir oferece uma visdo geral das principais defini¢cdes de estimacao intervalar das abordagens frequen-

tista e Bayesiana.

3. DESENVOLVIMENTO

Seja Xy, -+, X, uma sequéncia de varidveis aleatérias com uma distribui¢cdo de probabilidade co-
mum, Fx (x|@), onde 8, desconhecido, é o pardmetro populacional, onde & € © e © é o espago
paramétrico. Considere construir um estimador intervalar para 8. Uma estimagfo intervalar ¢ um par
de fungdes de valores reais do vetor X = (X1,--- , Xp), digamos L(X) e U(X), de modo que
L(X) < U(X), tais que, dada uma amostra observada X = &y, o intervalo [ L(&o), U (Zo) ] possa

conter 6, onde L(Zo) e U (&o) sdo chamados de limites inferior e superior, respectivamente.

3.1. Intervalo de Confianca

O par de varidveis aleatérias, L(X) e U (X), ¢ dito formar um intervalo de confianga para 6, com um
coeficiente de confianga v¢ € (0, 1), se a probabilidade de cobertura, denotada por 3(8) for maior ou

igual a ¢ para cada @ € ©, onde (3(0) ¢ definida por:
B(6) = Pr(L(X) < 6 <U(X)|6].
Formalmente, temos um intervalo de confianca ¢ se:

inf 3(0*) = inf Pr[L(X) < 6* < U(X)|0 = 0*] > ~¢.
e‘*%eﬁ( ) Jof r[L(X) < 0" < U(X)| 12>y

Um método bastante conhecido para construir intervalos de confianca é o ‘método da quantidade pi-
votal’, que é apenas um caso particular do ‘método da inversdo dos testes de hipdteses’ (LEHMANN;
ROMANO, 2006). Com a ultima abordagem, T’ ()2 ) denota uma estatistica de teste, e para uma obser-

vagio &g, T(Zo) = to é dito ser um valor realizado de T'(X). Assim, seja Fr(t|0) a distribuicdo
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de probabilidade de T'(X). Sem perda de generalidade, suporemos que Frp(£|0) é ndo-crescente em @
para t fixo. Ndo obstante, o raciocinio é semelhante para o caso em que Frr(t|0) é ndo decrescente em

6. Desta forma, um intervalo de confianca exato para € € obtido resolvendo:

Ly(Zo) = sup{6* € ©: Fr(to|0 = 6%) > (1 — oy)}e

Us(Zo) = inf{0* € © : Fr (to|0 = 6*) < o, 1)

onde oy e oy, sdo tais que (1 — a; — o) = 7¢, e v € o coeficiente de confianca desejado. Essa é a

abordagem frequentista para estimag@o intervalar, aqui denotada por I F,(0) = [Lf (&), Uys(Z)].
Para ilustrar, assuma que X segue uma distribui¢do exponencial com parametro 0, i.e. a fungdo

densidade de probabilidade de X é fx (x) = 8e~%%I(x > 0), onde I(.) é a fungio indicadora. Para

T(X) = X, e pela equagdo (1), o intervalo de confianga é calculado como:
[—In(1 — ay)/xo, — In /o)

onde xg denota uma realizagdo de X . Por exemplo, considere um intervalo de confianga simétrico de

95% de confianga, isto €, oy = o, = 0.025. Se x¢9 = 10, a estimativa intervalar é
IFp.95(0) = [0.0025, 0.3689]. 2)

Depois de ter uma realizagio, &g, apenas um dos dois eventos possiveis ocorreu: o intervalo realizado
[L#(Z0),Ug(&o)] contém @, ou ele ndo contém 6. Assim, a probabilidade de 6 estar contido em
[L¢(Zo0), Ug(Zo)] €0ou 1, endo~s. Vejaque a probabilidade de cobertura, por construgio, ¢ limitada
pela constante arbitrdria ¢, ou seja, cobertura ¢ uma medida de performance pré-experimental.

Indmeros trabalhos, de grande importancia, foram dedicados a discutir o uso da palavra ‘confianca’
para nomear este método (BLAKER; SPJGJTVOLL, 2000; KRUSCHKE, 2010; CUMMING; FIDLER,
2009; CUMMING; FINCH, 2005; YOUNG; LEWIS, 1997). Mas a presente dissertacdo ndo pretende
discutir se o termo ‘confianga’ € adequado ou nao para designar a abordagem frequentista para a estima-
¢do intervalar. O termo confianga é consolidado e amplamente utilizado, e esse € o motivo pelo qual sera
adotado adiante.

Observe que, pela equagao (1), infinitas solucdes podem ser obtidas dependendo da escolha de o e
vy, para um dado v¢. Portanto, condi¢des adicionais, além da confian¢a podem ser consideradas para
a construcdo do intervalo. Critérios comuns sdo: (i) intervalos simétricos (i.e. a; = ), (i1) limites

equidistantes em relagdo ao ponto central, ou (iii) minimizagao do comprimento esperado E[U ¢ ()_f ) —
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Ly(X)|6].

3.1.1. Intervalo de Confianca para a Média da Normal: varidncia conhecida

Esta se¢do € dedicada a ilustrar a utiliza¢do do intervalo de confianga para o problema de se construir um
estimador intervalar para a média da distribuicdo normal.

Seja X = (X1, X2,++-,X,) um vetor contendo observa¢des de uma amostra aleatéria tomada
de uma distribui¢do normal com média desconhecida e varidncia conhecida, ou seja, X; ~ IN (p, 0'2),
i = 1,---,n. E fato bem conhecido que o estimador de maxima verossimilhanca de p é a média
amostral, X.

O intervalo de confianga serd construido pela técnica da quantidade pivotal. Para tanto, é necessario
encontrar uma quantidade pivotal, denotada aqui por Q(X: ,0), e definida como qualquer fungdo da
amostra que dependa do parametro de interesse, 6, mas cuja distribuicdo de probabilidade, por sua vez,
ndo dependa de 6. Para o caso da média da normal com variancia conhecida, uma quantidade pivotal

muito utilizada é a padronizacio de X, ou seja:

X —

. p
Q(X,u) = N

~ N(0,1).
Agora, para um coeficiente de confian¢a v = (1 — «), selecione um zZ(1-2) € R tal que:
P (—2(1—%) <QX,p) < Z(1—%)) =1-a. 3)

Substituindo a expressao de Q(X , |4) na expressdo acima, obtemos:

X —p
P(—-Z3_2)< N <Za-gy|=1-oa )
Assim, isolando-se u, encontra-se:
_ o _ o
P|X — Z((l—a/Z)ﬁ Spul X+ Z(l—a/Z)ﬁ =1-a. (5)

Logo, o intervalo de confianga v100% para u é dado por:

— o — o
IC,(p) = <X - Z(1—a/2)ﬁ , X+ Z(l—a/2)\/ﬁ) . (6)
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3.1.2. Intervalo de Confianca para a Média da Normal: variidncia desconhecida

Novamente, ilustrar-se-4 a construcio do intervalo de confianga para a média da normal, porém, agora
o2 seré tida como desconhecida. Novamente, a técnica da quantidade pivotal sera utilizada, porém, a

quantidade usada, visto que o2 é desconhecido, é da forma:

_X-u
—S/vn’

Q(X,n)

onde:

1

n—1

S? = Zn:(Xi - X)%
=1

Note que Q(X, 1), neste caso, segue uma distribuico ¢-Student com (n — 1) graus de liberdade.

Com isso, tome uma constante tn_l;% tal que:

P(~ta 153 <Q <ty 1) =1-a )
ou seja,
< |X-m) o -
P - n—1;9 = S/\/ﬁ >~ tn—l;% =1-oa. 3
Apds algum algebrismo, obtém-se:
P(X S <p<X 5\ =
- tn—l;%ﬁ Spu s X +tyog;e )= 1—oa. ©)
Portanto, o intervalo de confianca para p, sob um coeficiente de confiancade v = 1 — «, € da
forma:

S . S

IC([J,,]_ —0’) = (X —tn_l;%ﬁ 9 X+tn_1;%ﬁ). (10)
3.1.3. Intervalo de Confianca para a Média da Poisson
Seja X1, X2, -+ , X, uma amostra aleatéria tomada de uma populacdo Poisson de pardmetro A. Tome
a estatistica Y = ) - | X;. Sabe-se que Y ¢ uma estatistica suficiente para E[X;] = X, i =
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1---,n,equeY ~ Poisson(nA), ou seja:

Yo _—nA k
e " (nA)
Fy(yold) = P(Y <yol) = Y "2
k!
k=0
Dada uma observa¢do Y = yo, e usando o fato de Fy (yo|\) ser monotonamente decrescente em

X para cada yo € R*, um intervalo de (1 — «) de confianga para A, denotado por [A;, Ay], pode ser

construido pelo método da inversdo dos testes de hipéteses resolvendo-se A; e A\, das equacdes:

>, e N (nX)k o

2w Ty an
k=yo :

Yo e " (nAy, )k o

2 Ty a2
k=0 )

Considerando-se a relacdo existente entre as distribui¢des qui-quadrado e Poisson, temos que:

X e~ nN (n)\l)k

Z — = P(ngo < 2nX\;), e (13)
k=yo
Yo —n\ k
e “(nAy) 5
kz—:()k:! = P(Xao+1) > 21Au), (14

em que ngo segue uma distribuicio qui-quadrado com 2yg graus de liberdade. Assim, combinando-se

(11) com (13), temos:
1

A = 2nm2y0,1—a/2’

em que mgyo,l_a /2 Tepresenta o quantil (1 — a/2) x 100 da distribui¢do de ngo. De modo anélogo,
como X% (yo+1) ¢ uma varidvel qui-quadrado com 2(yo + 1) graus de liberdade, o limite superior do

intervalo € obtido combinando-se (12) com (14), do que se obtém:

1

_ 2
Au = o Tayot1),a/2)

onde :cg( yo-+1),a/2 TEPIESENL O quantil /2 x 100 da distribuicdo de X%( Yo+1)° Com isso, obtém-se

o seguinte intervalo de (1 — o) X 100% de confianca para A:

1 1
. 2 2
{)‘ : 2nX2y0,1—a/2 <AL 2nx2(yo+1),a/2} . (15)
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3.2. Intervalo de Credibilidade

Sob a abordagem bayesiana, o analista anseia desenhar decisdes com base em seu ganho pds-experimental
de informagdes sobre 6. Antes da observagdo dos dados, o analista pode ter uma idéia dos valores plausi-
veis para 6. Esta incerteza pré-experimental pode ser descrita subjetivamente através de uma medida de
probabilidade, a chamada ‘distribui¢@o a priori’, aqui denotado por g (y), onde y € R. De modo que,
para uma constante arbitrdria y1, se g (y1) é um valor muito préximo de zero, significa que o analista
estd muito certo de que y; ndo deve ser o valor de 6. Por outro lado, se para uma segunda constante
Y2, Te(y2) é proximo de 1, entdo, sob a Stica do analista, @ deve ser um valor muito préximo de ys.
Daqui em diante, serd adotado por simplicidade que 7g(y) é uma fungdo continua em y. Mas todos
os resultados podem ser facilmente generalizados substituindo a integra¢do de Riemann-Stieltjes pela
integragdo de Lebesgue-Stieltjes, nos casos em que g (y) for discreto.

Seja T(X: ) uma estatistica suficiente para @ com base na amostra aleatéria n-dimensional X,e seja
N 0 espaco amostral de T'(X). T'(X) é uma funcio da amostra (ndo envolvendo ) de R™ para R™,
com m < mn. Com base nos dados observados, &g, a incerteza a priori sobre 8 pode ser atualizado
através da regra de Bayes. Este raciocinio conduz a uma medida de probabilidade condicional chamada

‘distribui¢do a posteriori’, aqui denotado por mg (y|T(Zo)), e calculado como se segue:

7o (y|T (Zo)) = fr(T(Zo)|y)me(y)/m(T(Zo)), (16)

onde fr(T(Zo)|y) é a fungdo de verossimilhanca com relagdo a distribuicdo de T'(X) e avaliado em
0 = y,e m(T(&0)) = [, fr(T(Fo)ly)mo(y)dy.

Convencionalmente, a amostra inteira é adotada para compor a parte empirica da distribui¢do a pos-
teriori, que é T(X ) = X. Mas qualquer outra estatistica suficiente pode ser usada. Por exemplo,
Johnson (2005) discute o uso de estatisticas de teste de valor real para testes de hipéteses Bayesianos.
O estimador de maxima verossimilhanca de @ é outra boa opg¢do para T' ()_f ). Deste modo, dada a in-
formagdo observada, T'(Zp), a distribui¢do a posteriori fornece um meio para construgio do estimador

intervalar, que é dado por qualquer par de constantes, digamos que Ly(Zo) < Up(Zp), tais que:

U (Zo)
/ o (y|T(Z0))dy > v, (17)
L (%o)

com v, € (0, 1) arbitrdrio. Um intervalo construido através deste raciocinio Bayesiano, denotado aqui
por I.B., (0) = [Ly(Z), Up(Z)], é sugestivamente chamado "intervalo de credibilidade", e -y, € entdo

chamado "coeficiente de credibilidade".
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A probabilidade de credibilidade, ou simplesmente credibilidade, denotada por B[L(X), U (X)], é

definida por
Uy (Zo)
BlLy(@), Un(@)] = [ " ma(y|T(@o))dy.
Ly (o)
Voltando ao problema da distribui¢do exponencial com observagio tnica, considere T'(X) = X no-

vamente. Suponha que um analista esteja convencido de que 0 pode ser apenas um valor no intervalo
(0, cJ, e suponha também que sob sua Stica todos os valores nesse intervalo da reta sdo igualmente pro-
véveis para . Isto conduz 2 uma priori uniforme, isto é, we(y) = ¢ 1I(0 < y < ¢), onde I(.)

denota uma fung¢do indicadora. Conforme a equagdo (16), a densidade a posteriori tem a forma

—Yxo

7o (ylzo)) = xI(0 <y <c) (18)

o

e a distribui¢do de probabilidade a posteriori avaliada em um ponto y arbitrério, € calculada com

—[(1/z0 + y)e V] zy ! + zy
dy,

Fo(ylzo) = (19)

onde dp, = —[(1/xo + c)e™ 0]z, 1y Ty 2, Para um intervalo de credibilidade simétrico Vb, i.€.,

L(xo) oo
/ mo(ylzo))dy = / ro(ylzo))dy = (1 — 1)/2 =
0

Zo

os limites de credibilidade séo dados por Ly(xg) = Fe_l(a|wo) e Up(xo) = Fe_l(l — alxp).
Hipoteticamente, assuma b = 5 e, como antes, g = 10. Entlo, para um coeficiente credibilidade de

0.95, a estimativa intervalar Bayesiana é:
I.Bg.95(0) = [0.0242,0.5572] (20)

Pelo fato da equacdo (17) possuir infinitas solucdes, algumas das seguintes condi¢cdes podem ser
utilizadas: (i) escolha do menor intervalo de densidade posteriori, (ii) intervalos simétricos, ou (iii)

intervalos onde a média a posteriori seja o ponto central.

3.2.1. Intervalo de Credibilidade para a Média da Normal: variancia conhecida

Assim como foi realizado um exemplo para constru¢ido do intervalo de confianga na se¢do 3.1.1, de
modo andlogo, nesta sec¢do serd ilustrado a construcdo do intervalo de credibilidade aplicado ao exemplo

de distribuicdo normal com variincia conhecida. Para tal exemplo, serd usada a nomenclatura que os
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autores Casella e Berger (2002) utilizam, por ser compativel com a notacio geral deste trabalho.
Segundo Casella e Berger (2002), seja X1, X2, -+ , X, uma amostra aleatéria onde X tem dis-

2 ouseja X ~ N(0,02), e que 0 tenha a funcio

tribuicdo normal com média, @, e variancia, o
de probabilidade a priori N (po, 72), onde pg, o e T sdo todos conhecidos. Assim, a distribuigio a

posteriori de @ também apresenta distribuicio normal, com média e varidncia dados por:

7.2 0.2
E(0|.'I,') = 7_2 + a_zw + 7_2 + 0_2I~‘l‘0?
0.27.2

Com isso, Casella e Berger (2002) destacam que a familia normal é sua prépria familia conjugada, ou
seja, para qualquer distribuicdo amostral existe uma familia natural de distribuicdes a priori, o qual é
denominada como familia conjugada. Logo, temos que o estimador de Bayes de 8 é E(0|X).

Assim, fazendo uso da equagdo (21), dado que X = &, temos que:

7(8]2) ~ n(65(@), Var(6])),

onde
nt2 o2
6B(z) = z
(%) nt2 4 o2 4_n72%—02u0
o272
Var(0|lz) = —
o) = 5

Logo, de acordo com a distribui¢@o a posteriori, se obtém:

0 — 6B(z)

VvV Var(6|z)

e um coeficiente de credibilidade 1 — a para 0 é dado por:

~ n(0,1)

68(&) — zaj2/Var(0lz) <0< 6°%() + za/2v/Var(0|z) (22)

Portanto (63 (Z) — 2zq/2v/Var(0|z) |, 0B(z) + Zaj2V/ Va'r(0|a_3)) ¢ o intervalo de credibili-

dade, 100(1 — &) % de méxima densidade a posteriori (MDP) para 6.
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3.2.2. Intervalo de Credibilidade para a Média da Normal: variincia desconhecida

De modo andlogo a secdo anterior (3.1.2), nesta se¢do serd construido um exemplo do intervalo de
credibilidade aplicado a distribui¢do normal e variincia desconhecida. Para tal exemplo, serd feita com
base na nomenclatura que o autor Ehlers (2011) utiliza em seu trabalho.

Assim, suponhamos uma amostra aleatéria X1, Xa, - - - , X, com distribuicio N (6, 02) com va-
ridncia desconhecida. Tomamos também a notagio da variincia desconhecida seja ¢ = o 2. Conside-
rando que a distribuigdo a priori para ¢ seja uma distribuicio Gamma com pardmetros ng /2 e ngag /2.

Pode-se verificar que a densidade conjunta seja

2

x prot/2=1ey {_i’(noag + co(6 — Ho)z)}

Como pode-se escrever que

p(0, ) = p(0|d)p(¢)

logo podemos obter via integracdo de 8 a distribui¢do marginal, que é dada por

p(6) = / p(616)p(d)dd

- /oo ¢(n0+1)/2—lexp {_f[nOU(Q) + 00(0 _ u0)2]} d(b
0

N + 1
[noog + co(0 — uo)z] T2
2
Mo =+ 1
(6 — po)? ] T2
x |14 — Y
[ no(og/co)

De modo analogo, podemos encontrar a distribuicdo condicional de ¢ dado 6. O ntcleo desta distribui-

¢do é um t-student com ng graus de liberdade. Assim podemos escrever a seguinte distribui¢ao

1 2 0 — 2
16 ~ Gama (no2+ ,noao-l-Cc;( Ko) )

Obtida pela densidade conjunta pode-se encontrar a distribui¢@o a posteriori de 8 dado ¢, ou seja

0|, x ~ N(u1,(c19)™").
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e utilizando a distribuicéo a priori de ¢, temos

2
ny nioy
o|lx ~ Gama | —
| (2’ 2 >

onde que

Ccopo + nie

H1 =

co+n
ci = co+n
ny = ng-+n, e

con(po — ¥)?

nio? = ngol + Z(zcZ —z)2 + (co+ 1)

Deste modo, a distribuicdo a posteriori de ¢ pode ser escrita como uma distribui¢do qui-quadrada, tal
como n12¢ ~ x2,. Considerando tq /2 »,, 0 percentil 100(1 — a/2)% da distribui¢do ¢y, (0,1)

podemos obter este percentil tal qual segue

0 — p1
P (_ta/2,n1 <Va o < ta/2,n1> =1—-a«
1

e apds o uso de dlgebra se tem

o1 g1
P </"'1 - ta/Z,nlﬁ <0< p+ ta/Z,nl \/ﬁ)

Portanto, o intervalo de credibilidade para 8, sob um coeficiente de credibilidadede yg = 1 — o, € da

forma:
o1

(u ¢ L At )
1~ la/2ng—— > 1 a/2,n1” —
\/E \/a

3.2.3. Intervalo de Credibilidade para a Média da Poisson

Seja X1, Xa,- - , X, uma amostra aleatéria de uma populagdo Poisson com pardmetro A. Suponha
que a distribuigéo a priori adotada para A seja uma Gama de pardmetros a e b. Assim, a posteriori para

A também € uma Gama, ou seja:

" 2\ 1
A A2(E eta)—1}/2 {_ ( )} 3
p( |i:1xz> fo's exp 5 n + 5 (23)
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Denote a amostra aleatéria observada por &. E importante notar que:

Para um intervalo de caudas iguais a a /2, temos que o intervalo de (1 —a) X 100% de credibilidade

para A é da forma:
b 2 < < b 2
A 2(nb + 1) X2( z+a),l—a/2 A< 2(nb 1)X2(§j z+a),a/2

4. CREDIBILIDADE DO INTERVALO DE CONFIANCA E CONFI-
ANCA DO INTERVALO DE CREDIBILIDADE

Note que, para o exemplo exponencial, a estimativa do intervalo de credibilidade, [0.0242,0.5572],
obtido com &g = 10, difere do intervalo de confiang¢a realizado da Seg¢do 3.1, que foi [0.0025, 0.3689].
Tendo como base a distribui¢do a posteriori obtida na Secdo 3.2, para o intervalo de confianga estimado
[0.0025,0.3689] o coeficiente de credibilidade associado é de 0.8829. O raciocinio inverso também é
factivel, i.e., podemos calcular o infimo da probabilidade de cobertura associada ao intervalo Bayesiano.
Lembrando que a probabilidade de cobertura é uma medida pré-experimental, antes de observarmos os
dados, o intervalo de credibilidade é um vetor aleatério. Note que, para o exemplo exponencial, Ly ()

e Up() sdo fungdes decrescentes de x. Deste modo, para cada 8* fixo, pode-se resolver

x1 = sup{z € R: Ly(x) > 0%} e

2 = inf{x € R:Up(x) < 0}
e entdo a probabilidade de cobertura pode ser calculada da seguinte forma:
1 —{Pr[Ly(X) > Lp(21)|0 = 0*] + Pr[Us(X) < Up(x2)|0 = 67]}.
A probabilidade de cobertura pode ser reescrita como:

1—{Pr[X < x1|0 = 0*] + Pr[X > z2|0 = 0%]}
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Por exemplo, para 8* = 0.6, a probabilidade de cobertura € igual a:

= 1—{Pr[X < 0.197|6 = 0.6] + Pr[X > 9.287|0 = 0.6]}

— 1 {1 — e 019706 | ,—9.287x0.6}

1—0.1114817 — 0.003802107

Q

0.8847162

Q

Agora, se tomarmos 8* maior que 5, entdo a probabilidade de cobertura associada € igual a zero uma
vez que a priori coloca a densidade zero no intervalo (5, 00). Portanto, ndo é necessdrio executar este
cdlculo para outros valores de 8* para concluir que a confianga deste estimador Bayesiano é igual a zero.

No ensaio acima, apesar de cada abordagem estar em conformidade com os seus respectivos co-
eficientes de 0,95, eles ndo apresentam um bom desempenho em relacio ao coeficiente alvo de cada
um. O intervalo de confianga realizado ndo é de credibilidade 0.95, na realidade € de credibilidade
0.8829, e, embora o intervalo de credibilidade seja de credibilidade 0.95, € de confianga zero. Mas am-
bos, pré-experimental (confianga) e pds-experimental (credibilidade), sio medidas importantes. Assim,
a questao que se coloca neste trabalho é: seria possivel construir um método que atinja um coeficiente

de confianca-credibilidade comum? A resposta € sim, e este € o assunto do préximo capitulo.

5. INTERVALO DE CONFIANCA-CREDIBILIDADE

Uma classe abrangente para estimacdo intervalar, a classe de intervalo de confianca-credibilidade, é
definida como se segue.

Definicéio 5.1. (Intervalos de Confianca-Credibilidade) Um estimador intervalar [L(X), U(X)] é
um intervalo de confianga-credibilidade, com coeficientes arbitrdrios de confianga 5 e credibilidade
Yo, se:

inf 3(6*) > 24
Aot B(6%) 2 vy, (24)

e, para cada observacdo X = &y, vale que:

U (Zo) .
/ o (y|T(Zo))dy > V- 25)
L(%Zo)

O intervalo de confianga-credibilidade €, por defini¢do, um intervalo de (¢ X 100)% de confianca
e, simultaneamente, é um intervalo de (v, X 100)% de credibilidade. Portanto, pode-se usar o termo

(vf X 100)% de confianga para indicar que ele garante o controle da probabilidade pré-experimental,
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pois refere-se a variabilidade da amostra, e o termo (v, X 100)% de credibilidade pode ser usado para

se referir & medida pds-experimental, a distribuicdo a posteriori, dada uma observacdo X = Zy.

5.1. Intervalo de Confianca-credibilidade do Tipo Uniao

Comecamos por introduzir a classe de intervalo de confianca-credibilidade do tipo unido. Esta é uma
solugdo trivial, pois consiste, basicamente, da unido do intervalo de confianga com o intervalo de credi-
bilidade como especificado na definicao a seguir.

Definicao 5.2 (Intervalo de confianga-credibilidade do tipo unido) Para um dado intervalo de confianga
[Lf()z), Uf(f)], e um intervalo de credibilidade [Ly(X), Uy(X)], o intervalo de confianga-
credibilidade do tipo unido, denotado por [Le(X), Ue(X)], é obtido como se segue:

L.(X) = min{Ls(X), Ly(X)},

Ue(X) = max{Us(X), Up(X)}. (26)

Note que a Defini¢io 5.2 exige a existéncia de um intervalo de confianga, que por sua vez depende da
monotonicidade de Frr(t|0) em relagdo a @ para cada t fixo. Para problemas em que a monotonicidade
de Fr(t|0) ndo é vilida, os intervalos de confianca ndo podem ser obtidos. Diferentemente, intervalos
de credibilidade sempre podem ser construidos independentemente da condi¢do de monotonicidade.

Nos casos em que a monotonicidade de Frr(t|@), em 6, ndo é vilida, a solucdo alternativa é a
construg@o de conjuntos de confianga-credibilidade em vez de intervalos. Nessa direcdo, a Definicao
5.2 pode ser estendida para conjuntos de confianga do tipo unido. Para isto, sejam S f()_f )e Sb(f ) 0s
conjuntos de confianca e de credibilidade, respectivamente. O conjunto confianca-credibilidade, Sc()_f ),
é dada por:

Se(X) = S¢(X) U Sp(X). (27)

Apesar da classe do tipo unido ser uma abordagem ingénua, ela define uma metodologia abrangente, pois
estd bem definida para qualquer problema estatistico. Esta propriedade leva ao fato importante de que os

conjuntos de confianga-credibilidade podem sempre ser construidos.

Teorema 5.1 (Existéncia dos Conjuntos de Confianca-Credibilidade). Para qualquer problema es-
tatistico onde os conjuntos de confianga e credibilidade podem ser calculados separadamente, sempre

pode-se construir um conjunto de confianca-credibilidade.

Demonstracdo. Trivial: Um conjunto de confianga-credibilidade pode sempre ser construido por meio

da classe do tipo unido de acordo com a expressao (27). O
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Como demonstrado anteriormente nos exemplos 3.1.1 e no 3.2.1, o exemplo a seguir trata da constru-
¢80 de um estimador intervalar para a média da distribui¢do normal com variancia conhecida via método

de confianga-credibilidade.

5.1.1. Intervalo de Confianca-credibilidade do Tipo Unido para a Média da Normal: varidncia

conhecida

Sejam X1, X, - - - , X;, observacdes tomadas de uma populagio N (u, 02), o? conhecido. Considere
a construcdo do intervalo de confianga-credibilidade do Tipo Unido em um cendrio em que n = 10 ¢
02 = 1. Suponha também que os hiperpardmetros da distribuicio a priori conjugada (ver secio 3.2.1)

para p sejam fug € 0'(2) =1.

S -{ — Intervalo de Confianca—credibilidade
- - Intervalo de Confianca ;
Intervalo de Credibilidade 7
LO —]

Estimativa Intervalar
0
I

-10
l

|

Figura 1: Estimativas intervalares para a média da normal com o2 = 1 via intervalo de confianca-

credibilidade do tipo unido para valores de & variando entre -10 a 10, de 0,1 em 0,1. Cada estimativa
foi obtida para vy = v = 0, 95 usando hiperpardmetros pg = 5, Ug = 1, e tamanho de amostra
n = 10.
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A Figura 1 apresenta uma sequéncia de estimativas intervalares em que cada termo desta sequéncia
foi obtido com base em valor diferente de &, com & = (-—10,-9,9,---,—0,1,0,---,9,9,10).
Todas as estimativas foram calculadas para vy = v = 0, 95. Esta figura ilustra o fato de que, apesar
do intervalo de confianga-credibilidade do tipo unido ser ingénuo, apresenta uma estimativa intervalar
informativa. Tal como esperado, mas importante destacar, que a menor amplitude ocorre, neste exemplo,

para & = 5, que é o valor da média a priori.
5.1.2. Intervalo de Confianca-credibilidade do Tipo Unido para a Média da Normal: varidncia
desconhecida

Aqui, o problema de se construir um estimador intervalar para a média da normal com variincia desco-

nhecida, j4 tratado na sec@o 3.2.2, € revisitado. Para tanto, usaremos n = 10e vy = v = 0,95.

—— Intervalo de Confianga—credibilidade Z
9 - - - |Intervalo de Confianca z
Intervalo de Credibilidade z

Estimativa Intervalar
0
|

-10

T T T T T
-10 -5 0 5 10

X
Figura 2: Estimativas intervalares para a média da normal com o2 desconhecida via intervalo de
confianca-credibilidade do tipo unido para valores de & variando entre -10 a 10, de 0,1 em 0,1. Cada
estimativa foi obtida para vy = g = 0,95 usando hiperpardmetros ng = 10,co = 1,0'(2) =
4, 1o = 5, e tamanho de amostra n = 10.

Para a distribuicao a priori de p, usou-se:

m(p) = ¢/ %exp {—C‘f(u - M0)2} (28)
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e, para ¢ = (02)~1, a priori utilizada foi:

2
nodod)} . (29)

m(p) = "/ *exp {— 5

A Figura 2 apresenta o intervalo de confianca-credibilidade para valores de & variando de —10 a

2 ¢ conhecido,

10eng = 10,cg = 1, 0'(2) = 4, uo = 5. Novamente, tal como no caso em que o
as amplitudes s3o menores do que aquelas que seriam observadas caso a simples unido de intervalos
fosse aplicada, porém a menor amplitude ndo ocorreu para T = p, e isso se deve a variabilidade extra
introduzida com a estimacéo de o-2.

Pode-se notar que em ambos 0s casos, varidncia conhecida e desconhecida, a classe do tipo unido
produz intervalos muito conservadores, ou seja, parecem produzir amplitudes maiores do que o neces-

sério. Uma classe mais informativa de intervalos de confianga-credibilidade € introduzida na proxima

se¢ao.

5.2. Intervalo de Confianca-Credibilidade de Minima Amplitude

Usualmente, os limites inferiores e superiores dos estimadores por intervalos sao derivados de alguma
nog¢do de simetria, como os intervalos de caudas simétricas, por exemplo. Alternativamente, o intervalo
pode ser construido de forma a produzir a minima amplitude para cada amostra fixada.

Definicao 5.3. (Intervalo de Confianga-credibilidade de Minima Amplitude) Assuma que Fr(t|0) seja
decrescente com 0 para cadat € R. Para uma realizacdo X = Zo, e para dados coeficientes de con-
fianga e credibilidade ~y ¢ e ~yp, respectivamente, a estimativa do intervalo de confianga-credibilidade de
minima amplitude para 0, denotada por Ly, (Zo), Um/(Zo)], € dado por Ly, (Zo) = a e Up,(Zo) =

b, onde o par ordenado (a, b) é obtido como se segue:

ICC‘YJ% 'YB(O) = [a, b] = CL""gi'n'f{(a*, b*)e?RL’}(b* —a’), (30)

restrito a:
1 — Fr(to|0 = a*) + Fr (to|0 =b*) < 1 -1y, (31)
1 — mo(b*|Zo) + me(a™|Zo) < 1 — . (32)

Para os casos em que Fr(t|0) é crescente em 0, a inequacdo 31 € substituida por:

1 — Fr(to|® = b*) + Fr (to|0 = a*) < 1 — ;. (33)
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Embora o método proposto exiga o emprego de métodos de otimizacio ndo-linear restrita, uma solucao
numérica simplificada é sempre possivel. Assim, uma busca numérica pode ser aplicada assumindo
Fr(t|@) decrescente em 6, mas para os casos em que Frp(t|@) for crescente em 8, o raciocinio é
andlogo.

Para coeficientes arbitrarios de confianga «¢ e de credibilidade s, defina:

0*
a, = max {0* ER:1— Fr(tp|0 =0%) <1—~¢e / o (y|Zo)dy < 1 — 'yb} ,
0*

a; = max<{0*cR:1— Fr(tg|ld =0") <1—e€ec / o (y|Zo)dy <1 —€p,

oo
b, = min {0* ER: Fr(to|l0 =0") <1 —~re / o (y|Zo)dy <1 — 'yb} ,

0*
b, = min {0* ER: Fr(to|l0 =0%) <1—e€c / o (y|Zo)dy < 1 — e} ,

0*

D = b}, —aj. (34)

Para uma precisdo decimal desejada € > 0, os quatro passos a seguir podem ser executados para

calcular o intervalo de confianca-credibilidade de minima amplitude:

e Passo (i)- Definida a sequéncia a; = a; + €, az = a] + 2¢,---, ax, = aj + ki€, ¢
by = b +¢€ bz =0b + 2¢€,---, b, = b + k2e€, onde k1 € o menor inteiro positivo tal

que b, > ay,, e ka2 € o menor inteiro positivo tal que by, > b7.
e Passo (ii)- Facat = 5 = 1.

e Passo (iii)- Se

1 — Fr(to|0 = a;) + Fr(to|0 = b;) < 1 — vy, (35)

/ o (y|Fo)dy + / ro(y|Zo)dy < 1 — s, (36)
b;

— 00
entdo fagcai = 7 + le, se bj; — a; < D, atualize aj = a;, b, = bj,e D = b; — a;. Caso

contrdrio, se (35) ou (36) falhar, e se j < ko, entdofacaj = 5 + 1, masfacas = ¢ + 1 se
j = ka.

e Passo (iv)- Se ¢ < ki, volte para o Passo (iii). Caso contrario, o intervalo de confianca-credibilidade

de minima amplitude para 0 é dado por:

ICC,;, 45(0) = [a;, by].
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5.2.1. Intervalo de Confianca-credibilidade de Minima Amplitude para a Média da Normal: va-

riancia conhecida

Agora serd ilustrado o comportamento do intervalo de confianga-credibilidade de minima amplitude
aplicado novamente ao problema emblematico de inferir sobre a média, u, da distribuicdo normal com

2, conhecida. Neste caso, o intervalo de 100 X (1 — 2a )% de confianga, simétrico, para

variancia, o
1 € dado por:

IF 20,(p) = [X - zafa/\/ﬁ, X + zafa/\/ﬁ] , 37

onde X é a média amostral, e 2z, s € o percentil ay X 100 da distribui¢do normal padronizada.

o _| — Intervalo de Confianga—credibilidade
o - - Intervalo de Confianca
T d
Intervalo de Credibilidade
o _]
N
3 o
T N 7]
s
i)
= Ln
g -
IS
E
=] o _]
n i
w
LO —]
o —]

I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

X

Figura 3: Intervalos de confianga, credibilidade e confianca-credibilidade para a média normal com
variancia igual a 5 e tamanho da amostra de 10. Os intervalos de confianca e credibilidade foram obtidos
separadamente sob uma abordagem simétrica baseada nos coeficientes vy = v = 1 — 2 X 0.025 =
0.95. O intervalo de confianga-credibilidade foram calculados para vy = v, = 0.95.

Para a abordagem Bayesiana, este exemplo utiliza novamente uma distribui¢cdo a priori normal para

¢ com média pp € varidncia 0'3. Assim sendo, o intervalo de 100 X (1 — 2ay)% de credibilidade,
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simétrico, € dado por:

IB1_2q,(1) = [#1 — 20,01, B1 + Z0,01] - (38)

A Figura 3 mostra estes intervalos calculados para uma grade de valores &, de 0 a 30 por 0.1, assu-

2 — 5. Os cialculos

mindo amostras de tamanho n = 10 assumindo uma distribuicdo normal com o
foram baseados em ay = ayp = 0.025, po = 20, 03 = 2, e calculados seguindo os passos (i) a (iv)
da Secdo 5.2. Os intervalos de confianga sdo mostrados com a linha preta pontilhada, os intervalos de
credibilidade com a linha cinza pontilhada, e o intervalo de confianca-credibilidade é representado pela

linha preta sélida.

5.2.2. Intervalo de Confianca-credibilidade de Minima Amplitude para a Média da Normal: va-

riancia desconhecida

Seja X3, Xa,-:+ , X, uma amostra aleatdria para uma distribuicdo normal com média p e varidncia

o2, ambos desconhecidos. O intervalo simétrico de 100 X (1 — 2a¢)% de confianga para p é dado

IF1—2ozf(/Jf) - |:X — Tn—1,ap\/ Sz/nv X + Tn—1,a5/ Sz/n:| ’ (39)

onde X é a média amostral, S? é a varidncia amostral, e Tn—1,05 € o percentil ay X 100 da distribui¢do

por:

t-Student com (n-1) graus de liberdade. Para a abordagem Bayesiana, dado ¢ = o2

, nds assumimos
uma distribuigdo a priori Gamma com média g e varidncia (co¢) ! para u, e para ¢ foi utilizado
uma distribui¢do a priori Gamma com pardmetros 1o /2 e noag /2. Sob esté configuragdo, a resultante
da distribui¢d@o marginal a posteriori para p € uma distribui¢do t—Student ndo-central com nq graus de

liberdade, média pu1, € variancia o2 /¢y, onde:

ny = mng-+mn,

p1 = (copo +nX)/(co+ n),

ci = co+mn, e

o} = meog/ni+ (n—1)S%/n1 + neo(po — X)?/(co + n). (40)

Desta forma, o intervalo simétrico de 100 X (1 — 2ap)% de credibilidade é dado por:

IB1_20,(p) = [Nl — Tni,ap\/ O3, M1+ Tnl,ab\/a%] . (41)

A Figura 4 mostra esses intervalos calculados para uma grade de valores para &, de 0 a 30, de 0,1 em
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Figura 4: Intervalos de confianca e confianga-credibilidade para a média normal com variancia desco-
nhecida para tamanho amostral de 10, e coeficientes vy = v, = 0.95.

0,1, e valores s2, de 0,1 a 10, de 0,1 em 0,1, sob um tamanho amostral n = 10. Para cada combinacio
Z e s2, utilizamos ay = ap = 0.025, pg = 5, 0'3 = 2,n9 = 10,e cg = 1. Observe que a
drea do intervalo de confianga € consistentemente interna ao intervalo de confianga-credibilidade. Isto
ocorre porque, para uma escolha especifica de hiperpardmetros para a distribuicdo a priori, o intervalo
de credibilidade apresenta amplitude maior do que o intervalo de confianga.

As aplicacdes para inferir sobre a média da normal desempenham um papel fundamental para a pra-
tica estatistica em geral. A maioria dos estimadores pontuais dos métodos convencionais de modelagem
sdo distribuidos assintoticamente de acordo com a lei Gaussiana. Por isso, esses exemplos ilustram que
a abordagem unificada possui apelos tanto tedéricos como praticos. No entanto, a independéncia entre
as observagdes amostrais utilizadas nesses exemplos € uma suposicdo comum para uma compreensao
simplista da teoria de inferéncia estatistica. Naturalmente, muitos outros problemas importantes onde a
independéncia falha sdo beneficiados por esta nova abordagem unificada. Um exemplo é o problema de
inferir sobre os pardmetros dos modelos de espagos de estados para andlise de dados em séries temporais,

conforme ilustrado na préxima secao.
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6. APLICACAO

Apesar de extensamente utilizado, ainda existe um impasse de qual das abordagens, frequentista ou
Bayesiana, deve ser utilizada como ferramenta de inferéncia dos pardmetros de um modelo de espago de
estados. Assim, este exemplo de aplicac@o do intervalo de confianca-credibilidade a modelos de espago

de estados visa reconciliar o uso de ambas abordagens para essa importante ferramenta econométrica.

6.1. Intervalo de Confianca-credibilidade para Modelos de Espaco de Estados

Esta secio mostra uma aplicacio do intervalo unificado para analisar a variacio do Indice de Precos ao
Consumidor através de uma estrutura do modelo de espacgo de estados. Mas, antes de iniciar a anélise de
dados em si, € oportuno oferecer uma breve descri¢do sobre os modelos de espaco de estados.

A anélise de séries temporais é geralmente dedicada a decompor as principais fontes de variabilidade
de um processo estocdstico como a soma de componentes facéis de interpretar, como nivel, tendéncia, e
sazonalidade. Deste modo, uma série temporal {Y;}, ¢ = 1,2, ..., n, pode ser modelada da seguinte
forma:

Y: = ¢ + St + 6t + €3

onde ¢ é interpretado como um termo de tendéncia , Sy é um termo de sazonalidade, d; € um termo de
componente ciclico e €; é um erro aleatério. Em rela¢o ao termo de erro, considera-se que E[e €] =
0 V t#lcomE(t)=0 V tequee ~ N[0,02].

Nesta direcdo, a classe dos modelos de espaco de estados é uma ferramenta poderosa para mode-
lagem de séries temporais (HARVEY, 1989; HARVEY; PIERSE, 1984; HARVEY, 1989; SHUMWAY,
1985). Seguindo a notacdo de Morettin e Toloi (2006), seja {Y:} uma série temporal g-dimensional,
g > 1. Um modelo de espaco de estados é qualquer sistema de equagdes que descreve {Y; } como uma
combinagdo de processos estocatiscos Markoviano p-dimensionais. Assim, definem-se as duas equagdes
basicas do modelo de espaco de estados, que sdo denominadas como equagdo da observacdo e equacio

do sistema, respectivamente:

Y: = A Xi+ vy, (42)

X: = GiXi—1 + wy, (43)

onde temos que: A; € uma matriz de ordem (q X p) denominada como matriz do sistema; vy € um vetor

de ordem (q x 1) que denota o vetor dos ruidos das observagdes, e que sdo ndo correlacionadas, com
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média zero e matriz de covaridncias R; G € uma matriz de ordem (p x p) denominada como matriz de
transicdo; e wy € um vetor de ordem (p x 1) que denota o vetor dos ruidos do sistema, e que sdo ndo
correlacionados, com média zero e matriz de covariancias Q.

Pode-se verificar que nas equagdes (42) e (43) o vetor de estados € observado apenas como uma rela-
¢ao linear do estado em questdo somado a um ruido, pois 0 mesmo nao pode ser observado diretamente.

Para tanto, no caso onde o modelo é univariado, ou seja, ¢ = 1, temos que A; é um vetor, e vy € um

2

ruido com média zero e variancia o;,.

Em modelos de espaco de estados, o filtro de Kalman é bastante utilizado, pois 0 mesmo é um
algoritmo de ordem recursiva, de tal modo que propicia estimadores de minimos quadrados do vetor de
estados ¢, aplicado ao vetor de observagdo Y; = (Y1, Y2, ,Ys). Portanto, o nome aplicado de
"filtro"¢é adequado dado que @y € uma combinagdo linear de Y; = (Y1,Y2,---,Y;). Vale destacar

que o filtro de Kalman oferece as equagdes de filtragem, (s — t), e de previsdo, (s < t). Com isso,

podemos descrever o filtro de Kalman como:

X7 = E(XiYs), e (44)
P = E[(Xa — X3) (X2 — X)) - (45)

Caso os vetores de ruidos vy e wy, da equagdes (42) e (43) respectivamente, forem utilizados sob a
suposicdo de normalidade nos ruidos, temos:

PS

ez = E[(Xa — X)) (X2 — X3z (46)

de modo que, a matriz de covaridncias do erro serd uma matriz de covariancia condicional. Para obter
demonstragdes sobre o filtro de Kalman e suas equagdes, € adequado verificar o estudo de Harvey (1989).

Em particular, quando Y; é simplesmente descrita com uma soma de um termo de nivel, gy, com um
ruido, €¢, entdo a abordagem € chamada de modelo estrutural, e a sua forma mais simples ¢ chamado de
modelo de nivel local. Para tanto, podemos reescrever as equagdes (42) e (43) do modelo de espaco de
estados como:

At:]_, Xt:/,I,t, Gt:]_, Vg =€ € Wg = "MNg.

Assim, pode-se escrever o modelo de nivel local como:

Y: = pi+ €, come ~ N(O,af), Eletes] =0 V t # s,

Mg = pg—1 + M, cOMNy ~ N(O,Uf,)a E[nms] =0 V t#s, 47)
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e E[etm:] = Oparacadate s.

2

As constantes desconhecidas o

e 0'727 podem ser estimadas por mdxima verosimilhanga, ou por
algum ponto arbitrdrio de alta densidade a posteriori. A estimativa dessas quantidades tem uma impor-
tante interpretacdo pratica. Para modelagem de séries temporais econdmicas de acordo com (47), a razdo
2/02¢ lume de ch d idveis | imultaneas/relacionad
oZ/ o, € uma proxy para o volume de choques causados por varidveis latentes simultineas/relacionadas

que sdo indiretamente percebidos em 77;. Desta forma, diferentes planos econdémicos podem ser estima-

dos nos termos de sua variabilidade implicita adicionada a uma variagao de Y;.

6.2. Descricao dos dados

Na presente dissertacdo serd aplicado o intervalo de confianca-credibilidade de minima amplitude para
analisar a variagdo observada do indice de precos ao consumidor (IPC, ou também denotado como CPI,
Consumer Price Index) urbano dos Estados Unidos, no periodo de Janeiro/2016 a Dezembro/2017. Como
uma série temporal mensal, os dados sdo formados por 24 observacdes e baixados do Bureau of Labor
Statistics (https://www.bls.gov/). Vale destacar que o objetivo aqui ndo é oferecer uma modelagem ade-
quada para a variacdo do IPC com os detalhes que sdo exigidos, mas apenas para ilustrar como o intervalo
de confianga-credibilidade funciona na pratica. Uma andlise apropriada do IPC, a um assunto de tal im-
portancia com a inerente complexidade, é oferecido por Hobijn e Lagakos (2013).

O Indice de Precos ao Consumidor é um dos indicadores econdmicos mais relevantes da economia,
contendo um amplo ndmero de pesquisas e aplicagdes empiricas (FOSS; MANSER; YOUNG, 1993;
PASTORE; PINOTTI, 1999; RIBEIRO, 2012; MENDONCA, 2004; DRENNAN; LOBO; STRUMSKY,
2004). Para tanto, como pode se verificar na figura 5, existe um aumento no Indice de Precos ao Consu-
midor, 0 mesmo pode caracterizar um aumento continuo nos valores referente a inflacio do pafs, tornando
o IPC um forte componente sobre o estudo dos movimentos da inflacio (BRYAN; CECCHETTI, 1993).
Ademais, para um aumento do mesmo, podemos destacar artigos relevantes e suas implicacdes empi-
ricas, sendo que existéncia de uma inflagdo alta podem ocasionar distirbios econdmicos no pais como:
corroborar para a perda de valor da moeda frente aos novos precos elevados, por exemplo; a desvalo-
rizacdo cambial; aumento no délar e nos precos dos produtos importados; diminuicdo e alocagdo dos
investimentos para aplicacdo em bancos; aumento especulativo no sistema financeiro; elevagdo da taxa
de juros; aumento no desemprego; entre outros fatores (SINGER, 1972; FERNANDES; PAIS, 2011;
STRACHMAN, 2013; PASTORE; GAZZANO; PINOTTI, 2014).

O IPC mede a variagcdo de preco pago pelos consumidores por servigos e bens. O IPC reflete os

padroes de gastos para cada um dos dois grupos populacionais: i) todos os consumidores urbanos; e ii)
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Figura 5: Série mensal do Indice de Precos ao Consumidor, no periodo de Janeiro/2016 até Dezem-
bro/2017.

os assalariados urbano e trabalhadores "clericais". O grupo de consumidores urbanos representa cerca de
89% de toda a populagio dos EUA. Este indice baseia-se nas despesas de quase todos os residentes ur-
banos ou metropolitanos, incluindo profissionais, trabalhadores independentes, pobres, desempregados
e aposentados, como também os assalariados urbanos e trabalhadores "clericais". Conforme informado
pelo Bureau of Labor Statistics, o IPC nao inclui os padrdes de gastos das pessoas que vivem em areas ru-
rais ndo-metropolitanas, familias de agricultores, pessoas nas Forcas Armadas e pessoas em institui¢des
como prisdes e hospitais psiquidtricos.

Os dados representam a média das cidades dos EUA para todos os consumidores urbanos para todos
os itens, ndo ajustados sazonalmente. Basicamente, o IPC é composta por mudangas nos precos de todos
os bens e servicos comprados para consumo das familias urbanas. Como pode-se verificar pela Figura
5 0 comportamento do Indice de Precos ao Consumidor no periodo de Janeiro de 2016 a Dezembro de
2017. Segundo a Figura 5 podemos verificar que a Indice de Precos ao Consumidor dos EUA apresenta
crescimento, deste modo o IPC aponta tendéncia crescente que pode ser visualizada pela Figura 5. Por

outro lado, temos a variacdo do Indice de Precos ao Consumidor, que pode ser verificada pela Figura 6,
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cujo célculo podemos obter pela seguinte férmula:

IPC —TPCun)\ 00
IPC; 1)

A Figura 6 mostra a variacio do Indice de Precos ao Consumidor, o que facilita perceber o percentual
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Figura 6: Série Temporal da variacio do Indice de Pre¢os do Consumidor para o periodo de Janeiro/2016
até Dezembro/2017.

de mudangas mensais do IPC. Diferente da Figura 5, a variacdo do Indice de Precos ao Consumidor,

representada pela Figura 6, aparentemente, se comporta como uma série estacionaria na média.

6.3. Calibracao dos Parametros e Implementacio Computacional

Esta aplicacdo foi implementada usando o software R, e fazendo uso dos pacotes KFAS e dim. As li-
nhas de comando usadas para executar este exemplo sdo anexadas no Apéndice, que foram construidos
seguindo as instrugdes para executar o exemplo do rio Nilo oferecido na pagina 11 de Petris e Petrone
(2011). Como no exemplo do rio Nilo, foram utilizadas distribuicdes a priori Gamma-Inversa indepen-

dentes para 0'52 e para 0'727. Com respeito a escolha dos parametros de entrada do intervalo de confianga-
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credibilidade, foi utilizado a precisdo decimal de 0.01 sob confianca de vy = 0.9 e de credibilidade
b = 0.90.

Embora as linhas de comando para executar este exemplo envolvam muitas etapas para obter as
estimativas frequentistas e Bayesianas, os resultados fundamentais sdo a estimativa pontual de maxima
verossimilhanca de o2, a estimativa associada do desvio padriio, salvo nos objetos Eta_hat e sd_MLE[2],
respectivamente, e a distribuicio a posteriori empirica para 0'727, a qual foi salva no objeto SampledPost.
Estas sdo informacdes suficientes para construir o intervalo estimado para 0'72, seguindo as etapas (i) a
(iv) da Secdo 5.2.

Por exemplo, usando a normalidade assintética dos estimadores de maxima verossimilhanga, um

intervalo de (1 — 2as)100% de confianga, simétrico, para 0'72, ¢ obtido com:
Eta_hat £ 2o, X sd_MLE[2].

Para obter os limites inferior e superior do intervalo de (1 — 2a)100% de credibilidade, tomamos

os quantis ap ¢ (1 — ), respectivamente, da amostra a posteriori SampledPost.

6.4. Resultados da analise dos dados

A Figura 7 tem o histograma dos dados SampledPost. Pode-se verificar que a distribuicdo a posteriori

2

n A0 redor de 0.05. Para tanto, a média e mediana de

atribui uma alta densidade para candidatos o
SampledPost sao 0.049 e 0.043, respectivamente, com desvio padrio de 0.026. Assim, sobre a abordagem
Bayesiana convencional para estimac@o intervalar, um intervalo de credibilidade simétrico de 90% para
o2 ¢[0.0199, 0.0967].

Com respeito a estima¢do de maxima verossimilhanga, a estimativa pontual é 0.0001, sendo menor
que a média a posteriori. A estimativa do desvio padrao do estimador do MLE € 0.00125. Deste modo, o
intervalo de confianga observado e simétrico de 90% para 0127 ¢ [—0.002, 0.0022]. Note que o limite

inferior negativo —0.002 nao faz sentido, uma vez que 0'727

& um parametro de variancia.

Mas, o foco desta dissertacao € a abordagem unificada. Depois de realizar os passos (1) até (iv) da Se-
¢do 5.2, foi encontrado um intervalo de confianga-credibilidade observado igual a [0.0137, 0.0829]. O
primeiro ganho notdvel com esta nova estimativa é que, embora ainda tenha a probabilidade de cobertura
desejada por trds da sua constru¢do, elimina o limite inferior negativo sem sentido, o que é possivel de-
vido a informacao a priori importante sobre a regido admissivel para 0'127. Outra caracteristica importante

¢é o equilibrio aparente entre as magnitudes promovidas pelos intervalos de confianca e de credibilidade.

Enquanto o primeiro coloca forte énfase para o milionésimo valor, e o dltimo coloca para o centésimo, a

40



Histograma do SampledPost
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Figura 7: Posteriori empirica de 0721 para a variacdo do Indice de Precos ao Consumidor Urbano obser-
vado dos EUA no periodo de Janeiro/2016 até Dezembro/2017

estimativa confianca-credibilidade informa um tipo de regido de intersecdo, onde estas, diferentes porém

ricas fontes de informagdo, sdo simultaneamente levadas em consideracao.

7. CONCLUSAO

O raciocinio utilizado para a constru¢@o do intervalo de confiancga-credibilidade é baseado em equalizar
os principais pressupostos das escolas frequentista e Bayesiana, de tal modo que sejam levados em con-
sideragcdo simultaneamente: (i) delimitar a probabilidade (cobertura) de decisdes equivocadas devido a
variabilidade da amostra e (ii) garantir probabilidades a posteriori objetivas para o intervalo observado.

O método proposto € definido sob grande generalidade, pois o mesmo ¢ aplicavel para qualquer distri-
buicdo de probabilidade dentre as distribui¢des continuas, discretas, e mistas entre continuas e discretas.
Além disso, ndo existem restricdes sobre como escolher as distribui¢des a priori. Portanto, os usudrios
podem escolher uma configuragdo de distribui¢do a priori preferivel de acordo com as especificagdes,
informacdo a priori real, ou que favore¢cam conveniéncias matematicas.

O intervalo de confianga-credibilidade é um mecanismo para balancear a interpretagcdo a posteriori
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dos fendmenos analizados, dada uma informagao empirica com necessidade de controle de probabilidade
de cobertura. Isto é importante porque, apesar do intervalo de credibilidade conter informacao suficiente
sobre @, medidas especificas de performance pré-experimental, tal como a probabilidade de cobertura,
ndo sdo necessariamente garantidos por metodologias Bayesianas. Intervalos de confianga-credibilidade
representam a possibilidade de manter os resultados da analise de dados compromissados com os re-
quisitos de performance pré-experimentais, combinados com a interpretagdo pds-experimental de tomar

decisdes depois de aprender com os dados.
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Apéndices

A. Coadigos

# This function follows the steps suggested by the paper State Space Modelos Using R

ConfCredInt<- function(x,year,month,freq,gamma_f,gamma_b,precision)

# precision: number of decimal places when reporting the interval estimate n<- length(x)

library(dlm) library(numDeriv) library(TSA)

# Constructing the information for the frequentist part

if(is.ts(x)==F)x<- ts(x,start = c(year, month), frequency = freq)

buildx <- function(theta) dimModPoly(order = 1, dV = theta[1], dW = theta[2])

fit <- dimMLE(x, parm = c(100, 2), buildx, lower = rep(le-4, 2))

modx <- buildx(fit$par)

Eps_hat<- drop(V(modx)) # MLE of epsilon variance

Eta_hat<- drop(W(modx)) # MLE of eta variance

hs <- hessian(function(y) dlmLL(x, buildx(y)), fit$par) all(eigen(hs, only.values = TRUE)$values >
0) aVar <- solve(hs) sd_MLE<- sqrt(diag(aVar)) # Standard deviation of the MLE of epsilon variance
and of eta variance.

# Constructing the information for the Bayesian part:

gibbsOut <- dlImGibbsDIG(x, mod = dimModPoly(1), shape.y = 0.1, rate.y = 0.1, shape.theta = 0.1,
rate.theta = 0.1, n.sample = 10000, thin = 9) attach(gibbsOut) burn <- 1:1000 SampledPost<- dW[-burn]
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# empirical posterior distribution of the eta variance
#### Auxiliary Functions:
## Confidence Interval IConf<- function(Eta_hat,n,sigma,gamma_f,alpha_f)
alpha_f_2<- (1-gamma_f)-alpha_f

return(c(Eta_hat+qnorm(alpha_f)*sigma, Eta_hat+qnorm(1-alpha_f 2)*sigma))

## Credible Interval
ICred<- function(SampledPost,gamma_b,alpha_b)
alpha2<- 1-gamma_b-alpha_b Lb1<- quantile(SampledPost,alpha_b);
Lb2<- quantile(SampledPost,1-alpha2) return(c(Lb1,Lb2))
#### Finding the confidence-credible interval according to steps (i) to (iv) of Section 3.2.
# Finding the searching limits
res1<- IConf(Eta_hat,n,sigma=sd_MLE[[2]],gamma_{=0.9999,alpha_f{=(1-0.9999)/2)
res2<- ICred(SampledPost,gamma_b=0.9999,alpha_b=(1-0.9999)/2)
a<- min(res1[1],res2[1]) b<- max(res1[2],res2[2]) lo<- b-a
## Proceeding to the search
as<- seq(a,b,precision) bs<- seq(a,b,precision)
for(i in 1:length(as)) for(j in i:length(bs))
if(as[i]<bs[j]) Lx<- a+i*(b-a)/100 ;
Ux<- a+j*(b-a)/100 zal<- (Eta_hat-Lx)/sd_MLEJ[[2]];
za2<- (Ux-Eta_hat)/sd_MLEJ[[2]] ;
pf<- 1-(1-pnorm(za2)+1-pnorm(zal))
pb<- sum(SampledPost>=Lx&SampledPost<=Ux)/length(SampledPost) lh<- Ux-Lx
if(pf>=gamma_f&pb>=gamma_b&lh<lo)ICC<- c¢(Lx,Ux); lo<- 1h
## Credible interval IB<- ICred(SampledPost,gamma_b,alpha_b=(1-gamma_b)/2)
## Confidence Interval IF<- IConf(Eta_hat,n,sigma=sd_MLE[[2]],gamma_f,alpha_f=(1-gamma_f)/2)
res<- list(ICC,IFIB,SampledPost,Eps_hat,Eta_hat,sd_MLE)
names(res)<- ¢("Conf-Cred Interval","Confidence Interval",
"Credible Interval","Empirical Posterior of the Eta Variance","Eps_hat","Eta_hat","sd_MLE") return(res)
##HH#H### CLOSE FUNCTION
# Example 1: real data of US Urban Consumer Price Index
setwd("C:/Codes")

inflacao <- read.csv("inflacao.csv",header = T) inflacao <- read.csv("inflacao2.csv" ,header = T)
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CPI_Var<- as.numeric(inflacao[13:36,7]) CPI_Var<- as.numeric(inflacaol[,6])

res<- ConfCredInt(CPI_Var,year=2007,month=1,freq=12,gamma_f=0.9,gamma_b=0.9,
precision=0.01)

SampledPost<- res[[4]]

hist(SampledPost) ##### <== FIGURE 7 OF THE PAPER

median(SampledPost) mean(SampledPost) sd(SampledPost) Lb1<- quantile(SampledPost,0.05); Lb2<-
quantile(SampledPost,1-0.05)

Eta_hat<- res[[6]] ### <== MLE of Sigmaﬁ_eta sd_MLE<- res[[7]] ### <== standard deviation
estimate of MLE Eta_hat+qnorm(0.05)*sd_MLE[2]; Eta_hat+qnorm(1-0.05)*sd_MLE[2]
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