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Resumo da Dissertação apresentada como requisito parcial para obtenção do título de Mestre 

em Engenharia Mineral.  

ANÁLISE ACOPLADA TERMO-HIDRÁULICA DE PROBLEMAS DE FLUXO EM 

MEIO POROSO NÃO SATURADO  

Karla Baêta e Souza 

Maio/2018 

Orientadora: Christianne de Lyra Nogueira 

Os fluxos de umidade e calor em meios porosos não saturados envolvem o movimento 

da água (líquida e vapor de água), do ar (seco ou dissolvido na água) e do calor que são 

induzidos pelos gradientes térmicos e de pressão (na fase líquida e gasosa) ao qual o meio 

poroso está submetido em condições ambientais. O modelo matemático que representa esse 

fenômeno físico inclui as equações de fluxo de água líquida, de gás e de calor, garantindo a 

conservação de massa de água e ar e conservação de energia térmica, levando em consideração 

os princípios hidráulicos e termodinâmicos que descrevem o equilíbrio entre a fase líquida 

(água líquida e ar dissolvido) e a fase gasosa (ar seco e vapor de água). Este trabalho apresenta 

uma formulação generalizada, completamente acoplada, do problema de fluxo termo-hidráulico 

em meios porosos não saturados, considerados indeformáveis, onde as fases se encontram em 

equilíbrio térmico. A formulação considera a pressão da água, a pressão do gás e a temperatura 

como variáveis primárias. O presente trabalho traz, ainda, a formulação utilizando o método 

das diferenças finitas para este problema em condições unidimensionais, a fim de modelar o 

processo de fluxo na interface solo-atmosfera. Exemplos de verificação envolvendo análises de 

fluxo em meio não saturado em condições isotérmicas e não isotérmicas são apresentados 

demonstrando a potencialidade do sistema computacional desenvolvido. 

 

Palavras-chave: acoplamento termo-hidráulico, solo não saturado, método das diferenças 

finitas.  
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Abstract of Dissertation presented as partial fulfillment of the requirements for the degree of 

Master of Science in Mining Engineering. 

ANALISYS OF COUPLED THERMO-HIDRAULIC FLOW PROBLEMS IN 

UNSATURATED POROUS MEDIA 

Karla Baêta e Souza 

May/2018 

Advisor: Christianne de Lyra Nogueira 

The moisture and heat fluxes in unsaturated porous media involve the movement of 

water (liquid and water vapor), air (dry or dissolved in water) and heat that are induced by 

thermal and pressure gradients (in the liquid phase and gas) to which the porous medium is 

subjected under ambient conditions. The mathematical model that represents this physical 

phenomenon includes the equations of flow of liquid water, gas and heat, ensuring the 

conservation of water and air mass and conservation of thermal energy, taking into accounting 

the hydraulic and thermodynamic principles that describe the equilibrium between the liquid 

phase (liquid water and dissolved air) and the gas phase (dry air and water vapor). This work 

presents a generalized, fully coupled formulation of the thermos-hydraulic flow problem in 

unsaturated and undeformable porous media, where the phases are in thermal equilibrium. The 

formulation considers water pressure, gas pressure and temperature as primary variables. The 

present work also brings the formulation using the finite difference method for this problem in 

one-dimensional conditions, in order to model the flux process at the soil-atmosphere interface. 

Examples of verification involving flow analysis in unsaturated medium in isothermal and non-

isothermal conditions are presented demonstrating the potential of the developed computer 

system. 

 

Keywords: thermo-hydraulic coupling, unsaturated soil, finite difference methods. 
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1 Capítulo 1 

Introdução 

1.1 Considerações Preliminares 

A predição do fluxo de água entre o solo e a atmosfera é uma questão crítica para 

os engenheiros em uma gama de problemas práticos, como é o caso do dimensionamento 

dos sistemas de barreira capilar e hidráulica, descarte seguro de resíduos nucleares de alto 

nível (Thomas e King, 1992), remediação de água subterrânea contaminada (Nobre e 

Nobre, 1994), dentre outros. Sabe-se, portanto, que o regime térmico da crosta terrestre 

influencia o mecanismo do fluxo de umidade. Sendo assim, é importante incorporar esse 

fenômeno no estudo do fluxo de umidade para que se possa fazer uma análise mais realista 

do processo. Na zona não saturada do solo acontece a conversão da energia solar e 

atmosférica em energia térmica modificando, assim, o conteúdo de água presente no meio 

poroso e com isso o fluxo de umidade. 

O problema de fluxo acoplado termo-hidráulico (TH) é descrito por um sistema 

de equação diferencial parcial obtido por meio das equações de conservação da massa de 

água, da massa de ar e da energia térmica. Devido à alta não linearidade constitutiva 

dessas equações torna-se necessário para a resolução do problema o uso de algum método 

numérico, bem como um método iterativo de solução. Neste trabalho foram adotados o 

método das diferenças finitas (MDF) e o algoritmo de Picard (Machado Jr., 2000). 

1.2 Objetivos e Descrição do Trabalho 

a) Objetivo geral 
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Desenvolver um programa computacional (TH_FLOW) para análise acoplada 

termo hidráulica do fluxo em meio porosos não saturado. 

 

b) Objetivos específicos 

 Formulação do modelo matemático – obtenção da equação geral do problema 

acoplado; 

 Formulação via método das diferenças finitas (MDF) da equação geral para 

condição de fluxo unidimensional; 

 Implementação computacional utilizando o FORTRAN 90 (Chapman,2003); e 

 Verificação do programa computacional desenvolvido. 

 

Esta dissertação de mestrado está inserida no Projeto de Pesquisa financiado pelo 

Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico (CNPq) no âmbito do 

seu Programa de Bolsas de Produtividade em Pesquisa (PQ2016). Esse projeto é 

intitulado “Análise Numérica Avançada de Obras Geotécnicas”, no contexto da linha de 

pesquisa de Geomecânica e Geotecnia da área de concentração de Lavra de Minas do 

Programa de Pós-Graduação em Engenharia Mineral (PPGEM), da Escola de Minas da 

Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP) e, ainda, do Grupo de Pesquisa em 

Geotecnia Computacional do Diretório de Grupo de Pesquisas do CNPq.  

Este documento contém cinco capítulos, incluindo esse capítulo introdutório que 

traz as considerações preliminares e os objetivos da dissertação. O Capítulo 2 apresenta 

as relações constitutivas e leis de fluxo que servem de base para as equações de 

conservação da massa de água, de ar e de energia térmica. Apresenta , ainda,  a formulação 

geral do problema de fluxo TH acoplado, em condições tri e unidimensionais, em meio 

poroso não saturado e não isotérmico. O Capítulo 3 traz a formulação numérica do 

problema unidimensional com base no MDF, enquanto o Capítulo 4 apresenta a 

implementação computacional, onde o funcionamento do programa é descrito e exemplos 

de verificação e validação são apresentados. Finalmente, no Capítulo 5, apresentam-se as 

conclusões e as sugestões para trabalhos futuros. 

1.3 Metodologia 

O estudo do fluxo acoplado TH nos sistemas de cobertura encontra-se na grande 

área da mecânica dos solos não saturados, sendo estudado sob o ponto de vista 
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geoambiental. Sendo assim, o desenvolvimento desta dissertação passou pelas seguintes 

fases: estudo do problema de fluxo termo-hidráulico acoplado, estudo do meio poroso 

não saturado como um todo, das variáveis de material, das variáveis de estado, das 

relações constitutivas e das leis constitutivas envolvidas no processo. Com o 

entendimento do fenômeno físico, a partir da revisão bibliográfica, partiu-se para a etapa 

de definição da equação geral a ser trabalhada. De pose da equação geral na forma 

matricial, aplicou-se a definição do método das diferenças finitas (MDF) para a 

particularização da equação que refere-se ao fluxo unidimensional. O modelo numérico 

obtido com base no MDF foi implementado no sistema computacional TH_FLOW, 

escrito em linguagem de programação FORTRAN 90 (Chapman,2003), este código foi 

verificado com resultados encontrados na literatura especializada. 

1.4 Contextualização 

Vários mecanismos importantes ocorrem habitualmente em solos próximos da 

superfície. Estes mecanismos podem ser divididos em duas categorias: fenômenos de 

deformação e fenômenos de fluxo não saturado. O aumento ou a elevação da superfície 

do solo, a expansão dos pavimentos ou fundações e trincas de tração, por exemplo, caem 

na categoria de fenômenos de deformação. Por outro lado, a infiltração e a evaporação, a 

correspondente flutuação sazonal no perfil de umidade subterrânea, se enquadram na 

categoria de fenômenos de fluxo não saturado, categoria essa que será abordada nessa 

dissertação. A Figura 1.1 ilustra essas duas categorias. 

Os solos próximos a superfície são meios porosos. O meio poroso pode ser 

definido como um meio constituído por uma fase sólida distribuída espacialmente 

formando vazios, ou poros. Os meios porosos podem se encontrar saturados ou não 

saturados a depender da quantidade de água presente nos poros. A porção do meio poroso 

que se localiza abaixo do nível d’água (ou nível freático) encontra-se saturado uma vez 

que todos os poros estão preenchidos por água. A porção do meio poroso situada acima 

do lençol freático, tem os poros preenchidos por um sistema multifásico composto por 

três fases de matéria: gás, líquido e sólido. Assim sendo, o meio poroso encontra-se numa 

condição não saturada. A Figura 1.2, mostra um diagrama esquemático do ambiente do 

solo não saturado apresentando os fenômenos que ocorrem nessa região e a Figura 1.3 

elucida a definição acima descrita. 
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Figura 1.1 – Fenômenos de fluxo e deformação em um meio poroso não saturado próximo de 

superfície (adaptado de Lu e Likos, 2004) 

 

Figura 1.2 – Diagrama esquemático do ambiente do solo não saturado (adaptado de Lu e Likos, 

2004) 
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Figura 1.3 – Meio poroso (adaptado de http://slideplayer.com.br/slide/6950847/, acesso em 

11/09/2017) 

Ainda na Fig. 1.3 observa-se que a zona não saturada se divide em três porções: 

zona capilar, zona intermediária e zona de evapotranspiração. A zona capilar situa-se 

entre o nível d’água e o limite de ascensão capilar; a zona intermediária abrange o espaço 

entre o limite de ascensão capilar e o limite de alcance das raízes das plantas; por fim, a 

zona de evapotranspiração se encontra entre os extremos radiculares da vegetação e a 

superfície do terreno (Valle, 2013). 

A matéria nas fases líquida e gasosa que ocupa os poros pode ser qualquer gás 

ou vapor (ou combinação dos mesmos), e qualquer combinação líquida miscível ou 

imiscível de dois ou mais líquidos (água, óleo, líquidos de fase não aquosa, etc.). Já a fase 

sólida consiste nos grãos ou partículas do solo e pode variar desde relativamente finos 

(silte, argila e material orgânico) a relativamente grossoa (areia e cascalho). 

No estudo dos solos não saturados é preciso levar em consideração os princípios 

da mecânica e hidráulica, e também, princípios termodinâmicos que descrevem o 

equilíbrio entre as fases sólida, líquida e gasosa; a transição da matéria de uma fase para 

outra; e o fenômeno de adsorção. As forças e energias associadas a essas interações 

multifásicas, por sua própria natureza, separam o comportamento do solo não saturado 

do comportamento do solo saturado (Lu e Likos, 2004). 
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A importância de se conhecer o fluxo no solo não saturado reside no fato de que 

esta porção do solo é o elo entre a atmosfera e a água subterrânea. A avaliação quantitativa 

do fluxo de umidade na fronteira entre atmosfera e sub superfície requer o conhecimento 

das propriedades relevantes do solo e da água presente nos poros, como também das 

condições ambientais predominantes na interface solo-atmosfera.  

A espessura e a extensão em área de solo não saturado são altamente sensíveis a 

variações no clima local ou regional, sendo estas propriedades altamente influenciadas 

pela precipitação, evaporação e evapotranspiração (Lu e Likos, 2004).  

O solo não saturado compreende frequentemente materiais de cobertura ou de 

barreira para aterros e instalações de armazenamento de resíduos perigosos de interesse 

para a comunidade geoambiental, bem como formam uma camada de ligação entre a 

superfície e o lençol freático permitindo que gases e líquidos fluam entre estes horizontes, 

e eventualmente esses fluidos podem ser perigosos (Nobre, 1991). O aumento da 

preocupação nacional e internacional a respeito da saúde do ambiente natural acarretou 

num maior contingente de regulamentações neste quesito e, portanto, questões acerca da 

mecânica dos solos não saturados estão se tornando cada vez mais comuns. 

Os padrões de fluxo, de sucção e de tensão num meio poroso não saturado 

mudam no espaço e no tempo em função da variação das propriedades do meio devido à 

presença de água nos poros, bem como das condições ambientais (ou atmosféricas) 

dominantes. 

Segundo Nobre e Thomson (1993), o mecanismo de transferência de calor e de 

umidade vem sendo bastante estudado ao longo das últimas décadas nos campos da 

ciência do solo e da hidrogeologia, para quantificar a porção de energia e de água fluindo 

do solo para a atmosfera e vice-versa, e para medir a distribuição de umidade térmica e 

isotérmica no solo superficial devido à infiltração transiente na superfície.  

De acordo com Lewis e Schrefleer (1998), para uma descrição adequada do meio 

poroso não saturado e não isotérmico, precisa-se levar em conta não só a condução de 

calor e a difusão de vapor, mas também a transferência de calor por convecção, o fluxo 

de água líquida devido ao gradiente de pressão e a transferência de calor latente devido a 

mudança de fase da água (evaporação e condensação) dentro dos poros. Nobre (1991) 

cita ainda que existe outro fator que deve ser levado em consideração, sendo esse fator o 

calor de umedecimento. O calor de umedecimento está relacionado com o efeito da 

variação de temperatura na água que encontra adsorvida nas partículas de solo, um 

aumento de temperatura acarreta na diminuição da quantidade de água adsorvida, fazendo 
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com que a quantidade de água livre aumente e, também, que a sua viscosidade diminua. 

Por outro lado, uma diminuição de temperatura faz com que a água adira na superfície 

das partículas de solo. 

Uma análise não isotérmica do movimento de umidade é ainda mais importante 

de ser realizada quando se trata de regiões áridas e semi-áridas com solos de secagem 

rápida (Feddes et al., 1988 apud Nobre e Thomson, 1993), onde o fluxo de vapor induzido 

termicamente pode ser de grande magnitude. O gradiente de temperatura perturba o 

equilíbrio do sistema solo-água, fazendo com que surja um gradiente pressão de vapor de 

água que provocam a difusão de vapor através dos poros preenchidos por ar (Nobre, 

1991). 

Segundo Collin et al. (2002), quando o material constituinte do meio poroso é a 

argila, material que possui permeabilidade muito baixa, os movimentos de água líquida 

são muito lentos, fazendo com que os fluxos de vapor tenham forte influência na 

transferência de umidade, sendo, portanto, de grande importância a consideração do efeito 

do transporte de vapor de água neste tipo de solo. 

O fenômeno de fluxos combinados de calor e umidade em solos não saturados é 

de interesse na áreas de estudos de simulação geotérmica, indústria de petróleo e ciência 

do solo (Nobre, 1991). Os problemas práticos de engenharia relacionados a esse 

fenômeno são muitos, dentre eles pode-se citar: descarte seguro de resíduos nucleares de 

alto nível (Thomas e King, 1992), remediação de água subterrânea contaminada (Nobre 

e Nobre, 1994), irrigação, aquecimento do solo, fluxo de água nos aquíferos, exploração 

de energia geotérmica, projeto de aterros, sistemas de barreira capilar e hidráulica e 

desempenho de cabos elétricos de alta tensão enterrados. 

Para definição de um modelo matemático que descreva um fenômeno físico da 

forma mais fiel possível, são necessárias que também sejam escolhidas adequadamente 

as variáveis de estado, variáveis materiais e leis constitutivas. 

As variáveis de estado são, por definição, variáveis que são necessárias para 

descrever completamente o estado do sistema para o fenômeno em questão (Fung, 1965 

apud Lu e Likos, 2004). No caso do fenômeno do fluxo em meio poroso, o grau de 

saturação, o teor de umidade e a carga hidráulica total são variáveis de estado 

frequentemente adotadas. 

As variáveis materiais são propriedades intrínsecas que dependem do tipo de 

material, geralmente variando de um material para outro ou de um estado para outro. 

Exemplos de variáveis materiais são: módulo de elasticidade, permeabilidade e 
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compressibilidade. As variáveis de material também podem ser funções de variáveis de 

estado tais como, por exemplo, a condutividade hidráulica do solo não saturado que pode 

ser expressa em termos das variáveis de estado de teor de umidade ou sucção matricial. 

Relações ou leis constitutivas que descrevem as inter-relações entre variáveis de 

estado e variáveis materiais. Uma equação constitutiva para um dado sistema permite a 

predição de uma variável de estado a partir de outras. Por exemplo, a velocidade de 

descarga no solo pode ser predita a partir do gradiente hidráulico usando a condutividade 

hidráulica (variável do material). 
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2 Capítulo 2 

Equações de Governo do Problema 

Acoplado TH 

O fluxo de calor e umidade em meios porosos não saturados envolve o 

movimento de água líquida, do vapor de água, do líquido adsorvido; e os fluxos de calor 

latente, de umedecimento, por condução e por convecção. O modelo matemático que 

representa este fenômeno físico engloba equações de fluxo de umidade e de calor 

garantindo a conservação de massa e energia. 

Os trabalhos pioneiros neste assunto, tais como os apresentados por Philip e de 

Vries (1957), de Vries (1958) e Sasamori (1970), foram desenvolvidos no contexto da 

ciência dos solos adotando o teor de umidade volumétrico () e a temperatura (T) como 

variáveis incógnitas. Do ponto de vista da engenharia geotécnica, torna-se mais adequado 

escrever o problema de fluxo acoplado TH utilizando a sucção mátrica () e a temperatura 

(T) como varáveis incógnitas, uma vez que com a utilização dessas variáveis torna-se 

possível contemplar a histerese e heterogeneidades do solo. Nesse contexto destacam-se 

os trabalhos apresentados por Sophocleous (1979); Milly (1982); Thomas e King (1992); 

Collin et al. (2002); François e Laloui (2011); Dupray et al. (2013), dentre outros. 

As equações de equilíbrio que governam o fluxo de calor e umidade são obtidas 

considerando o meio poroso constituído por uma matriz sólida (considerada indeformada) 

com vazios preenchidos com fases líquida e gasosa. A fase líquida, no entanto, é composta 

por duas espécies: água líquida e ar dissolvido na água. Já a fase gasosa é composta pelo 

ar seco e vapor de água. Mudanças de temperatura podem modificar o equilíbrio líquido-

vapor, no entanto, as fases sólida, líquida e gasosa estão em equilíbrio térmico e uma 
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temperatura única é definida em cada ponto. De acordo com Dupray et al. (2013), esta 

hipótese é justificada pela cinemática relativamente lenta dos processos que governam o 

problema, que permitem um equilíbrio térmico contínuo entre as fases. Para descrever 

unicamente o estado do material, são necessárias três variáveis de estado primárias: 

pressão de gás (pg), pressão de água (pw) e temperatura (T), as quais serão as variáveis 

primárias consideradas neste trabalho. 

As equações de balanço de massa são escritas em termos das componentes (ou 

espécies químicas, neste caso sendo a água e o ar) presentes na mistura e não para as 

fases. Usando essa abordagem, o termo de troca de fase cancelará nas equações de 

equilíbrio. Nas equações que serão apresentadas, os índices l e g, estão relacionados, 

respectivamente, às fases líquida e gasosa; enquanto, os índice w, a, ad e v estão 

relacionados, respectivamente, às espécies água líquida, ar seco, ar dissolvido e vapor de 

água. 

2.1 Relações Constitutivas 

Variações na temperatura e pressão de gás e de água são comumente encontradas 

em solos não saturados que se encontram perto da superfície sob variações nas condições 

climáticas. Essas variações acarretam mudanças na densidade aparente dos fluidos, água 

líquida, ar seco e vapor de água, contidos nos poros. Segundo Lu e Likos (2004), 

mudanças nas condições climáticas promovem mudanças na densidade do ar. Assim, as 

flutuações climáticas tornam-se mecanismos importantes no governo do fluxo de gás e 

nos processos de distribuição de tensão em solos não saturados. Lu e Likos (2004) ainda 

citaram, como exemplo, que mudanças na pressão do ar nos poros em resposta às 

flutuações da pressão barométrica podem causar fluxo periódico de ar dos poros para 

dentro ou para fora do solo, levando frequentemente a um transporte significativo da fase 

de vapor em solo localizado na interface solo-atmosfera. As variações de temperatura que 

ocorrem nos ciclos diários, semanais ou anuais também podem causar mudanças 

significativas na densidade do ar e, portanto, gerar fluxo de ar dos poros. 

Visto isso, neste item são definidas as funções que relacionam as densidades 

aparente da água líquida, do vapor de água e do ar seco, como também, a entalpia do 

sistema com as variáveis de estado pressão de água líquida (pw), pressão de gás (pg) e 

temperatura (T).Equation Chapter 2 Section 1 
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2.1.1 Densidade aparente da água líquida 

A densidade aparente da água líquida varia com o estado de pressão de água e 

temperatura de acordo com a seguinte equação (Dupray et al., 2013): 

    w w0 w w w0 w 01 1 p p ' T T            (2.1) 

em que w é o bulk modulus da água; pw é a pressão de água; 'w é o coeficiente de 

dilatação térmica da água; T é a temperatura; e, w0, pw0 e T0 são, respectivamente, os 

valores de referência da densidade aparente, pressão e temperatura da água.  

De acordo com Lu e Likos (2004), como a água é relativamente incompressível, 

a influência da pressão da água no valor da densidade da água é relativamente pequena, 

geralmente menor que 0.1% considerando o nível médio de pressão de água presente na 

maioria dos problemas de engenharia geotécnica relacionados com o fluxo na zona 

vadosa. As variações na densidade da água devido às mudanças de temperatura, por outro 

lado, podem ser significativas. A Figura 2.1 mostra a variação da densidade da água num 

campo de temperatura variando de -4 a 18 °C, considerando uma pressão de água de 1 

atm. A densidade atinge um máximo de 1.0g/cm3 a aproximadamente 4 °C (ou ainda, 

277.15K).  

 

 

Figura 2.1 – Densidade da água em função da temperatura (adaptado Lu e Likos, 2004) 
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Mudanças na densidade da água dos poros podem influenciar diretamente o 

comportamento mecânico e hidrológico do sistema do solo (Lu e Likos, 2004). A variação 

temporal da densidade aparente é dada por: 

w w w w

w

p T

t p t T t

    
 

    
  (2.2) 

ou ainda: 

w w
w2 w3

p T
D D

t t t

  
 

  
  (2.3) 

em que: 

w0
w2

w

D





  (2.4) 

w3 w0 wD '     (2.5) 

Da mesma forma, a variação espacial da densidade aparente é dada por: 

w w2 w w3D p D T       (2.6) 

2.1.2 Densidade aparente do vapor de água 

A densidade aparente do vapor de água pode ser estimada fazendo uso da 

seguinte relação termodinâmica apresentada por Edlefson e Anderson (1943, apud Philip 

e de Vries, 1957): 

v v,s ru    (2.7) 

em que ρv,s é a densidade de vapor saturado que depende da temperatura; e, ur é a umidade 

relativa que depende da pressão de gás, pressão da água e da temperatura.  

Lewis e Schrefleer (1998) afirmam que o ar úmido contido no poro pode ser 

assumido como um mistura perfeita de dois gases ideais (ar seco e vapor de água). Assim 

sendo, pode-se utilizar a lei dos gases ideais, ou seja: 

w
v,s v,s

M
p

RT
   (2.8) 
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em que Mw é a massa molar da água adotada como a massa molar do vapor de água; R é 

a constante universal dos gases e T é a temperatura expressa em Kelvin e pv,s é a pressão 

de vapor de água saturado definida, de acordo com Collin (2003 apud Dupray et al., 2013) 

e Gerard et al (2008 apud Dupray et al., 2013), como sendo: 

 b T

v,sp a e


   (2.9) 

em que a=112.659 GPa e b=5192.74 K para uma faixa de temperatura entre 273 K e 

373K.  

A umidade relativa leva em conta fenômenos de adsorção e efeito capilar no 

solo, variando de zero para o meio seco a um para o meio saturado. A lei de Kelvin-

Laplace define este parâmetro da seguinte forma: 

 g w w

w

p p M

RT

ru e

 
 

 
    (2.10) 

Vale ressaltar que a Eq. (2.7) somente pode ser utilizada quando existe um 

equilíbrio local entre as fases líquida e vapor, situação esta, que faz com que suas energias 

livres sejam iguais. De acordo com Milly e Engleson (1980), o vapor estará em equilíbrio 

com o líquido em praticamente todos os sistemas de solo naturais.  

A variação no tempo da densidade aparente do vapor de água é dada por: 

v,sv r
r v,s

u
u

t t t

 
 

  
  (2.11) 

ou ainda, 

gv,sv w wr r r r
r v,s

w g w

ppu u u uT T
u

t T t p t p t T t t

        
                     

  (2.12) 

Resolvendo as derivadas: 
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v
r v,s 2

gw w w
v,s r v,s r

w w

g w wg w w w
v,s r v,s r

w w w

b 1 T
u

t T T t

pM p M
u u

RT t RT t

p p M(p p )M 1 T 1
u u

RT T t RT t

    
       

   
      

      

   
     

        

  (2.13) 

ou ainda, substituindo a Eq. (2.3) na equação anterior, tem-se que: 

   

v w w
r v,s v,s r2

w

g g w ww
v,s r v,s r

w w

g w w g w ww
v,s r w 2 v,s r w3

w w w w

M pb 1 T
u u

t T T t RT t

p (p p )MM 1 T
u u

RT t RT T t

p p M p p Mp1 1 T
u D u D

RT t RT t

     
              

     
      

      

     
      

           

  (2.14) 

ou ainda, de uma forma mais compacta: 

gv w
v1 v2 v3

p p T
D D D

t t t t

  
  

   
  (2.15) 

em que: 

w
v1 v

w

M
D

RT
 


  (2.16) 

 g w

v2 w2 v1

w

p p
D 1 D D

 
   

  

  (2.17) 

 g w wv w3
v3

w w

p p MDb 1
D 1

T T T R

  
     

    

  (2.18) 

Da mesma forma, a variação espacial da densidade aparente é dada por: 

v v1 g v2 w v3D p D p D T         (2.19) 
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2.1.3 Densidade aparente do ar seco 

A densidade do ar seco é definida como a massa de ar por unidade de volume de 

ar, podendo variar significativamente em solo superficial não saturado que encontra-se 

sob a influência de condições atmosféricas variáveis, principalmente temperatura e 

pressão. De acordo com Lu e Likos (2004) o ar é composto por diferentes misturas 

gasosas de oxigênio (20,95% em volume), nitrogênio (78,09%) e outros gases, sua 

densidade varia ligeiramente com a composição. Para a maioria dos propósitos práticos, 

a densidade do ar seco pode ser determinada assumindo o comportamento ideal do gás 

(Lu e Likos, 2004). Sendo assim pode-se aplicar a lei de gás ideal, que descreve a 

densidade do ar seco (a), em termos da temperatura, pressão de ar(pa), massa a massa 

molar do ar seco (Ma) e constante de gás universal R, como se segue (Lu e Likos, 2004): 

a a
a

p M

RT
    (2.20) 

Considerando que a fase gasosa (ar seco + vapor de água) é um gás ideal pode-se aplicar 

a lei de Dalton, isto é a pressão de gás é considerada como sendo a soma das pressões de 

seus constituintes (Dupray et al., 2013). Com o uso dessa lei a Eq. (2.20) pode ser reescrita 

como: 

g a v a
a

w

p M M

RT M


     (2.21) 

A variação no tempo da densidade aparente do ar seco é dada por: 

g g g aa a a v a a a v

2

g v w

p p p MM MT T

t p t t T t RT t M t RT t

       
     

         
  (2.22) 

Resolvendo as derivadas de a em relação as variáveis primárias e substituindo 

a Eq. (2.15) na equação anterior, tem-se que: 

g g aa a a a w a
v1 v2 v32

w w w

p p MM M M p M T
D D D

t RT M t M t RT M t

       
           

        

  (2.23) 

ou ainda: 

ga w
a1 a2 a3

p p T
D D D

t t t t

  
  

   
  (2.24) 
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em que,  

a a
a1 v1

w

M M
D D

RT M
    (2.25) 

a
a2 v2

w

M
D D

M
    (2.26) 

g a a
a3 v32

w

p M M
D D

RT M
     (2.27) 

Da mesma forma, a variação espacial da densidade aparente do ar seco é dada 

por: 

a a1 g a2 w a3D p D p D T        (2.28) 

2.1.4 Entalpia do sistema 

A entalpia do sistema pode ser definida como (Zhou et al, 1998): 

 T p 0 wS C T T W      (2.29) 

em que W é o calor diferencial de umedecimento,  e Cp são, respectivamente, a 

densidade e o calor específico da mistura (matriz sólida com vazios preenchidos por gás 

e líquido), que é definido em termos das propriedades de cada fase, tal que: 

     p w p,w s p,s a p,a v p,vC c 1 n c n c n c             (2.30) 

em que n é a porosidade, s é a densidade do grão do solo; e, p,w p,s p,a p,vc , c , c e c  são, 

respectivamente, o calor específico da água líquida, do sólido, do ar seco e do vapor de 

água.  

O último termo da Eq. (2.29) está associado ao processo exotérmico de 

umedecimento do meio poroso, sendo o calor diferencial de umedecimento (W) dado pela 

seguinte expressão (Milly, 1984): 

1

Sw

w

H1
W e

 
 

 
 

  (2.31) 
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em que S é a superfície específica do material; 1/ e Hw são constantes do material, 

definidas respectivamente por comprimento recíproco e calor de umedecimento integral 

(Groenevelt e Kay, 1974). 

A variação no tempo da entalpia do sistema é dada por: 

  p wT
p 0 w w

CS T W
C T T W W

t t t t t t

    
        

     
  (2.32) 

ou ainda,  

  p p p pw a vT
p 0

w a v

w w
w w

w

C C C CS T
C T T

t t t t t t

W W
         W W

t t t t

        
       

          

     
      

      

  (2.33) 

Resolvendo as derivadas: 

  

    

  

T
p 0 w p,w a p,a v p,v

w a
0 p,w 0 p,a

v w
0 p,v w

w w
w

w

S T
C T T c c c

t t t

         T T c T T n c
t t

         T T n c W W
t t t

W1
         W

t S t

  
      

  

 
     

 

  
     

  

     
   

    

  (2.34) 

Substituindo as Eq.(2.3), (2.15) e (2.24) na equação anterior e reagrupando os 

termos, tem-se que: 
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gT
p,a a1 p,v v1 0

w
p,a a2 p,v v2 0

w
0 p,w w 2
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      w
w

W
W

S t

   
    

  (2.35) 

Considerando que o teor de umidade volumétrico é uma função das variáveis de 

estado, ou seja, =  (pg, pw, T), tem-se que: 

  

  

 

  

 

 

gT
p,a a1 p,v v1 0

w
p,a a2 p,v v2 0

w
0 p,w w 2

p,a a3 p,v v3 0

0 p,w w3 p

w p,w a p,a v p,v

pS
c D c D n T T

t t

p
       c D c D n T T

t

p
       T T c D

t

T
      c D c D n T T

t

T T
      + T T c D C
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      c c c


      


      


  




      

 
      

      w
0 w

g w

g w

W
T T W

S

p p T

p t p t T t

  
    

     
  

       

  (2.36) 

Reagrupando-se os termos, tem-se que: 

g wT
1 2 3

p pS T
G G G

t t t t

  
  

   
  (2.37) 

em que  

  

  

1 p,a a1 p,v v1 0

w
w p,w a p,a v p,v 0 w

g

G c D c D n T T

W
     c c c T T W

S p

     

   
         

  (2.38) 
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3 p p,a a3 p,v v3 0

0 p,w w3

w
w p,w a p,a v p,v 0 w

G C c D c D n T T

     + T T c D

W
     c c c T T W

S T

       

 

   
         

  (2.40) 

De forma análoga a variação espacial da entalpia do sistema é dada por: 

T 1 g 2 w 3S G p G p G T         (2.41) 

2.1.5 Curvas de retenção e de condutividade hidráulica 

Para descrever fenômenos de fluxo no meio não saturado são necessárias duas 

relações constitutivas que definem as curvas de retenção e de condutividade hidráulica. 

Essas curvas do solo relacionam o nível de sucção () com o teor de umidade volumétrico 

(curva de retenção) e com a permeabilidade hidráulica (curva de condutividade 

hidráulica). A sucção mátrica é definida como sendo: 

g wp p     (2.42) 

em que pg é a pressão de gás e pw é a pressão de água.  

A forma geral das curva de retenção para vários solos reflete a influência 

dominante das propriedades do material, incluindo a distribuição do tamanho do poro, 

distribuição de tamanho do grão, densidade, conteúdo de material orgânico, teor de argila 

e mineralogia no comportamento de retenção de água nos poros. Entender o 

comportamento dessa curva e sua relação com as propriedades físicas do solo que 

descreve é um componente crítico da mecânica do solo não saturada (Lu e Likos, 2004). 

A Figura 2.2 apresenta a curva de retenção de três materiais distintos (areia fina, silte e 

argila) para ilustrar a influência da granulometria do solo na capacidade de retenção do 

mesmo. A capacidade de retenção (C) do solo é definida como sendo a taxa de variação 

do teor de umidade volumétrica com o nível de sucção, ou seja: 



 

20 

 

 C


 


  (2.43) 

 

Figura 2.2 – Exemplos de curvas de retenção (adaptado de Fredlund e Rahardjo, 1993) 

Pode ser observado que os solos argilosos não apresentam grande variação da 

capacidade de retenção, a qual se mantém baixa para uma grande faixa de sucção. Solos 

arenosos, pelo contrário, apresentam uma grande perda (ou ganho) de água para uma 

pequena variação de sucção (poro pressão negativa). Os solos siltosos, por sua vez, 

apresentam comportamento intermediário. 

Diversos autores têm se dedicado nas últimas décadas para a determinação das 

curvas caraterísticas que podem ser obtidas em laboratório (Menezes, 2013). A técnica 

da bomba de fluxo (Znidarcic et al., 1991; Manna et al., 1993;. Hwang, 2002; McCartney 

e Znidarcic, 2010; Lee, 2011) e do papel filtro tem sido amplamente usadas (Vilar e 

Campos, 2001).  

Embora as técnicas experimentais sejam fundamentais para caraterização do 

material elas fornecem apenas pontos discretos correlacionando as medidas de 

condutividade hidráulica e de teor de umidade com a sucção.  

Desta forma, faz-se necessário a definição de uma relação constitutiva contínua 

de modo que possam ser utilizadas num modelo numérico de análise de problemas de 

fluxo em meio poroso não saturado. Sendo assim, vários autores, como Gardner (1958), 

Brooks e Corey (1964), van Genuchten (1980) e Fredlund e Xing (1994), apresentaram 

equações de ajuste para as curvas características. 
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A Figura 2.3 apresenta as curvas de retenção (Fig. 2.3a) e de condutividade 

hidráulica (Fig. 2.3b) de um solo arenoso cujos dados experimentais foram ajustados pelo 

modelo de van Genuchten.  

 

 

a) Retenção 

 

b) Condutividade hidráulica relativa 

Figura 2.3 – Curvas características típicas (adaptado de Lu e Likos, 2004) 
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De uma forma geral, a curva de retenção pode ser escrita da seguinte forma: 

     r s r rel           (2.44) 

em que r é o teor de umidade volumétrico residual, que descreve a condição em que a 

água dos poros reside principalmente como meniscos pendulares isolados e mudanças 

extremamente elevadas na sucção são necessárias para remover água adicional do 

sistema; s é o teor de umidade volumétrico saturada (s = n), situação onde todos os poros 

estão preenchidos por água; rel é o teor de umidade relativo sendo definido como função 

da sucção e predito pelos modelos constitutivos. 

Da mesma forma, a curva de condutividade hidráulica do solo pode ser escrita 

de uma forma geral, tal como:  

   w sat w relk k k    (2.45) 

ou ainda, 

   w
w w rel

w

k k


  


  (2.46) 

em que ksat é a condutividade hidráulica saturada em unidade de velocidade (m/s);  é a 

permeabilidade intrínseca (m2); w é a viscosidade dinâmica da água (N s /m2); e kw rel é 

a condutividade hidráulica relativa predita por modelos constitutivos. 

A viscosidade dinâmica da água é responsável pela introdução dos efeitos 

térmicos na condutividade hidráulica. A viscosidade dinâmica pode ser escrita em termos 

da temperatura de acordo com Kaye e Laby (1973 apud Thomas e King, 1992) tal como: 

 
1.5623

w 0.6612x10 T 229
     (2.47) 

a) Modelo exponencial (ME) 

O modelo exponencial utilizado por Gardner (1958) define a seguinte relação 

para o teor de umidade volumétrico relativo: 

 rel e      (2.48) 

em que  (kPa-1) é um parâmetro que varia de acordo com o tipo de solo e representa a 

taxa de redução do teor de umidade volumétrico/condutividade hidráulica à medida que 
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a sucção aumenta, altos valores de  estão relacionados a solos relativamente grossos, 

enquanto solos de grãos finos são mais precisamente modelados por valores relativamente 

baixos. 

De acordo com esse modelo, a capacidade de retenção pode ser calculada da 

seguinte forma: 

 s r

d
e

d

 
   


 (2.49) 

A função de condutividade hidráulica relativa proposta por Gardner (1958) é, 

também, uma função exponencial e é dada por: 

 wrelk e     (2.50) 

b) Modelo de Brooks and Corey (MBC) 

Brooks e Corey (1964) foram um dos primeiros autores a desenvolver uma 

expressão matemática para as curvas características do solo. As relações foram propostas 

com base em observações de grande número de medições de pares de dados medidos de 

sucção por teor de água. O teor de umidade volumétrico relativo seguindo o modelo de 

Brooks e Corey (1964), pode ser calculado da seguinte forma: 

 
N

b
relθ

 
   

 
  (2.51) 

em que N é um parâmetro ajustável relacionado à distribuição de tamanhos de poros e b 

é a sucção correspondente à pressão de entrada de ar que descreve a sucção no ramo de 

dessorção onde o ar começa a entrar nos poros maiores do solo iniciando a dessaturação 

do mesmo. 

A capacidade de retenção pode ser calculada da seguinte forma ao utilizar o 

modelo de Brooks e Corey (1964): 

    rel
s rC N


    


 (2.52) 

Brooks e Corey (1964) ainda propuseram a seguinte função para a 

permeabilidade relativa do solo à passagem de água: 



 

24 

 

  b
w relk



 
   

 
  (2.53) 

em que: 

2 3N    (2.54) 

Valores grandes de N estão relacionados com um solo de drenagem 

relativamente rápida, ou seja, a maior parte dos poros é drenada levando-se em 

consideração um pequeno acréscimo na sucção (curva de retenção mais íngreme). Valores 

elevados de N correspondem, fisicamente, a solos com distribuição de poros uniforme. 

Segundo Lu e Likos (2004), o modelo tende a perder a aplicabilidade em altos níveis de 

sucção. Um ponto fraco do modelo está na ausência de um ponto de inflexão na forma do 

modelo o que geralmente resulta em uma representação fraca das curvas em uma ampla 

faixa de sucção. 

 

c) Modelo de van Genuchten (MVG) 

van Genuchten (1980) propôs um modelo de três parâmetros para as curvas 

características do solo. A partir desse modelo o teor de umidade volumétrico relativo é 

dado por: 

 
 

rel m

n

1

( )
  

 
 (2.55) 

em que: 

   
n

n 1      (2.56) 

onde  tem unidade do inverso da pressão (kPa-1)e está relacionado à condição de entrada 

de ar. O parâmetro n está relacionado à distribuição do tamanho dos poros do solo e o 

parâmetro m está relacionado à simetria geral da curva característica. O parâmetro m é 

frequentemente calculado por relação direta com o parâmetro n, da seguinte forma: 

m 1 1/ n   (2.57) 

A capacidade de retenção pode ser calculada da seguinte forma: 
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n

rel

s r

n

m n
C( )

 
    


  (2.58) 

A função de permeabilidade relativa proposta por van Genuchten (1980) é dada 

pela expressão: 

   
2

w rel rel mk      (2.59) 

em que: 

   
n 1

m rel1


       (2.60) 

A forma matemática do modelo MVG, contém um ponto de inflexão que permite 

uma maior flexibilidade do que o modelo MBC em uma maior variedade de sucção e 

captura melhor a forma sigmoidal das curvas características. Transições suaves na pressão 

de entrada de ar e níveis de sucção aproximando-se da condição residual são mais 

efetivamente capturadas nesse modelo (Lu e Likos, 2004). Outra comparação que pode 

ser estabelecida entre os modelos MVG e MBC está relacionada como os parâmetros  

e n, assim como para o parâmetro  os solos com uma curva característica mais inclinada 

são mais efetivamente capturados por valores relativamente grandes de n. Por outro lado, 

os solos com pressão de entrada de ar relativamente alta são caracterizados por valores 

menores de n. 

 

d) Modelo de Fredlund e Xing (MFX) 

Fredlund e Xing (1994) desenvolveram um modelo baseado na consideração da 

distribuição do tamanho dos poros em uma forma semelhante ao modelo van Genuchten, 

sendo que neste modelo o teor de umidade volumétrico residual é considerado nulo (r = 

0). O cálculo do teor de umidade relativo utilizando o modelo de Fredlund e Xing (1994) 

segue a seguinte expressão: 

 relθ     (2.61) 

onde: 
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m

n

1

ln e a

 
 

    
     

  (2.62) 

em que a, n e m são parâmetros de ajuste que diferem a cada tipo de solo e  é um fator 

de correção que força o modelo a prescrever um valor de sucção de 106 kPa para um teor 

de umidade volumétrico igual ao teor de umidade residual, sendo dado por: 

 
 

 
r

6

r

ln 1 /
1

ln 1 10 /

          
     

 (2.63) 

onde r é a sucção estimada para a situação residual. 

De acordo com o modelo de Fredlund e Xing (1994), a capacidade de retenção 

pode ser calculada da seguinte forma: 

   s rC
  

      
  

  (2.64) 

em que: 

   

 

n m 1 m

n

m n a

e a


 

 
    

 

  (2.65) 

   6

r r r

1

1 ln 1 10


 

           

  (2.66) 

A condutividade hidráulica no modelo de Fredlund and Xing (1994), pode ser 

calculada pela expressão seguinte: 

   
2

w rel e mk       (2.67) 

em que:  

  r
e

s r


  

 
  (2.68) 

 
m

(1/m)

m e1 1         (2.69) 
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De acordo com Lu e Likos (2004) comparações com dados experimentais 

indicam que tal modelo é capaz de descrever de maneira satisfatória curvas características 

de solos com valores de sucção de zero a 106 kPa. 

2.2 Leis de Fluxo 

Neste item são definidas as leis de fluxo que regem o movimento da água líquida, 

do gás e do calor no meio poroso não saturado em termos das variáveis de estado pressão 

de água líquida (pw), pressão de gás (pg) e temperatura (T). 

2.2.1 Fluxo da fase líquida 

De uma forma geral e no contexto do problema com acoplamento termo-

hidráulico, o fluxo de água líquida se dá por convecção (advecção), sendo o produto da 

velocidade de fluxo (ql) pela densidade aparente da água líquida (w). A velocidade do 

fluxo da fase líquida pode ser escrita em termos do gradiente de pressão, de acordo com 

a Lei de Darcy, e em termos do gradiente térmico de acordo com Groenevelt e Kay (1974), 

os quais identificaram um mecanismo físico que causa o transporte de líquido e calor 

devido ao calor de umedecimento da água fortemente ligada. Sendo assim, velocidade do 

fluxo de água líquida pode ser escrito tal como: 

 l w w w Tp gz D T     q K I   (2.70) 

em que DT é um coeficiente fenomenológico que relaciona o fluxo de água adsorvida com 

o gradiente de temperatura e varia de acordo com o tipo de solo; I é a matriz identidade; 

g é a aceleração da gravidade; z é a elevação; e Kw é a matriz de condutividade hidráulica, 

definida como: 

w wKK I   (2.71) 

onde: 

w
w

w

k
K

g



  (2.72) 

em que kw é condutividade hidráulica do solo (Eq.(2.46)).  
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Carnahan (1984 apud Zhou et al, 1998) mostrou que o fluxo de água devido ao 

gradiente de temperatura pode facilmente exceder o fluxo de Darcy em barreiras de argila 

de baixa permeabilidade. De acordo com Nobre (1991), em solos que se encontram na 

condição residual, o transporte de umidade é, em sua maior parte, através do vapor, 

enquanto que em solos com um teor de umidade maior, como por exemplo a porção do 

solo que se encontra mais próximo ao nível freático, esse transporte de umidade se dá 

através da fase líquida. 

2.2.2 Fluxo da fase gasosa 

Segundo Oliveira Júnior (1993), em uma mistura gasosa o fluxo de cada 

componete i é dado pela soma do fluxo convectivo do componente (i qg) com o fluxo 

por difusão (fluxo não advectivo, ii) da substânica na mistura.  

De forma análoga ao cálculo da velocidade de fluxo da fase líquida (os dois 

primeiros termos da Eq. (2.70) obtém-se a velocidade de fluxo da fase gasosa (qg), 

desprezando-se a parcela da energia potencial gravitacional do gás, visto que a densidade 

aparente do gás é baixa tornando essa parcela muito pequena (Zhou et al, 1998), ou seja: 

g g gp  q K   (2.73) 

em que Kg é a matriz de condutividade do gás definida como: 

g grel

g

k





K I  (2.74) 

onde μg viscosidade dinâmica do gás e kgrel é a permeabilidade relativa do solo a passagem 

do gás calculada a partir da permeabilidade relativa do solo a passagem da água, da 

seguinte forma (Zhou et al, 1998): 

grel w relk 1 k    (2.75) 

A viscosidade tem uma influência importante na condutividade e no 

comportamento do fluxo de gases e líquidos em solo não saturado. Um aumento na 

viscosidade conduz a uma condutividade, hidráulica ou do gás, relativamente baixa e 

geralmente diminui a velocidade do fluxo. A baixa viscosidade conduz a uma 
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condutividade relativamente alta e geralmente aumenta a velocidade do fluxo (Lu e Likos, 

2004). 

O fluxo advectivo de gás no interior dos poros do solo não saturado é governado 

pela variação pressão da fase gasosa, essa variação é decorrente das variações das 

condições atmosféricas, dentre elas foi citado por Lu e Likos (2004) as flutuações diárias, 

semanais e sazonais da pressão barométrica e da temperatura atmosférica; variações nas 

condições do vento; gradiente de temperatura devido a mudanças na topografia e fontes 

de calor devido a processos de radiação e oxidação, por exemplo. 

No fluxo difusivo cada componente da fase gasosa difunde-se no espaço poroso 

disponível ao gás e este espaço forma um emaranhado de canais. O fluxo não advectivo 

de difusão de vapor de água (iv) e da difusão do ar seco (ia) pode ser escrito usando a 

seguinte adaptação da Lei de Fick (Lewis e Schrefleer, 1998): 

 *

v v aD    i i   (2.76) 

em que D* é a difusividade molecular efetiva, que deve levar em consideração os efeitos 

de variação de seção e conectividade dos poros livres com o conteúdo de umidade. Dessa 

forma, relaciona-se a difusividade molecular efetiva com as características do solo que 

determinam a distribuição de umidade e com o coeficiente de difusividade molecular do 

vapor da água no ar (D): 

 *D n D     (2.77) 

onde  é o fator de tortuosidade para difusão de gases em solos, de acordo com Collin e 

Charlier (2005) este parâmetro controla a intensidade do fluxo de vapor. O coeficiente de 

difusividade molecular do vapor da água no ar (D) pode ser obtido, de acordo com Philip 

e de Vries (1957), da seguinte forma: 

2.3
6

g

T
D 5.893 10

p

    (2.78) 

2.2.3 Fluxo do calor  

O transporte de calor acontece por condução de acordo com a lei de Fourier 

(primeiro termo), por convecção e por advecção do calor de umedecimento devido ao 
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gradiente de pressão, sendo este último termo proposto por Groenevelt e Kay (1974). 

Desta forma, pode-se escrever o fluxo de calor como: 

  

  

   

T

w p,w l a p,a g v p,v g 0

p,a a p,v v 0

T w w 0

T

c c c T T

c c T T

D p gz T T

  

     

   

     

q

q q q

i i

I

  (2.79) 

em que é a condutividade térmica do meio poroso, podendo ser calculado a partir da 

condutividade térmica de cada fase, fazendo (Dupray et al., 2013): 

   s w g1 n n         (2.80) 

em que s, w e g são; respectivamente, a condutividade térmica da fase sólida, líquida 

e gasosa. 

Segundo Cahill e Parlange (1998), o segundo e o terceiro termos da Eq. (2.79) 

representam o transporte de energia térmica através do fluxo de água de um ponto a um 

a dada temperatura para outro ponto com temperatura menor. 

Observa-se que a presença de fluido nos poros influencia a condutividade 

térmica do meio poroso criando assim um acoplamento entre fluido e transferência de 

calor. 

2.3 Equações de Conservação  

São apresentadas agora as equações de balanço de massa escritas em termos dos 

componentes (água e ar) presentes na mistura e a equação de balanço de energia térmica 

em termos das variáveis de estado pressão de água líquida (pw), pressão de gás (pg) e 

temperatura (T). As definições das relações constitutivas e leis de fluxos apresentadas 

anteriormente serão adotadas nessa secção. 

2.3.1 Conservação da massa de ar 

A equação de conservação da massa de ar envolve as contribuições de ar seco e 

ar dissolvido na água. O fluxo de ar seco contêm duas parcelas, fluxo advectivo 

relacionado ao movimento da fase gasosa e o fluxo não advectivo o qual corresponde a 

difusão do ar seco na mistura gasosa. Esta equação é escrita como (Dupray et al., 2013): 
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a aT T

a a g a a l da

Ar seco Ar dissolvido na água

n H
Q H Q 0

t t

               
 

i q q   (2.81) 

em que H é a constante adimensional da lei de Henry (que define a proporção de ar 

dissolvido na fase líquida) adotada como igual a 0.017, de acordo com Collin (2003 apud 

Dupray et al., 2013), considerando o nitrogênio e oxigênio a 25° C. A massa de ar 

dissolvido na água é considerada pequena não interferindo nas propriedades da água. Qa 

e Qda representam, respectivamente, fonte de massa de ar seco e ar dissolvido em água 

por unidade de volume na unidade do tempo. 

Substituindo as Eqs. (2.70), (2.73) e (2.76) na equação anterior, tem-se a seguinte 

expressão para a equação de conservação de massa de ar: 
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K

K I

  (2.82) 

Substituindo a Eq. (2.24) na equação acima e reagrupando os termos obtém-se: 
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K I

  (2.83) 

Considerando que o teor de umidade volumétrico é uma função das variáveis de 

estado, ou seja,  = (pg, pw, T), tem-se que: 

 

 

   

   

   

g w
a a

g w

g

a1

w
a2 a3

T * T

v a g g

T

a w w w a T a da

p p T
H

p t p t T t

p
n H D

t

p T
n H D n H D

t t

D p

H p gz HD T Q Q 0

     
    

       


      

 
              

    

          

K

K I

  (2.84) 
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Reagrupando os termos, tem-se que: 

   

   

g w
11 12 13

T * T

v a g g

T

a w w w a T a da

p p T
L L L

t t t

D p

H p gz HD T Q Q 0

  
 

  

    

          

K

K I

  (2.85) 

em que: 

   11 a a1

g

L H 1 D H n
p


       

  (2.86) 

   12 a a2

w

L H 1 D H n
p


       

  (2.87) 

   13 a a3L H 1 D H n
T


       

  (2.88) 

Substituindo a Eq. (2.19) na Eq. (2.85), obtém-se: 

   

   

g w
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  (2.89) 

Expandindo os termos, chega-se a: 
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  (2.90) 

Por fim, reagrupando os termos, pode-se escrever: 

     

g w
11 12 13

T T T

11 g 12 w 13 1

p p T
L L L

t t t
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       M M M

  (2.91) 
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em que: 

*

11 a g v1D D  M K   (2.92) 

*

12 a w v2H D D  M K   (2.93) 

*

13 a T v3HD D D  M I   (2.94) 

   T

1 a w w a daE H gz Q Q       K   (2.95) 

2.3.2 Conservação da massa de água 

A equação de conservação da massa de água envolve a variação de água estocada 

no meio poroso e dos fluxos de água em cada fase, sendo escrita como (Dupray et al., 

2013): 

 
 

 
 vw T T

w l w v v g v

Vapor de águaÁgua líquida

n
Q Q 0

t t

              
 

q i q   (2.96) 

em que Qw e Qv, representam, respectivamente, fonte de massa água líquida e de vapor 

de água por unidade de volume na unidade do tempo.  

Substituindo as Eqs. (2.70), (2.73) e (2.76) na equação anterior, tem-se a seguinte 

expressão para a equação de conservação de massa de água: 

 

     

Tw
w w w w w w T w

T * Tv
v v v g g v

p gz D T Q
t t

n D p Q 0
t t


            


         

 

K I

K

  (2.97) 

Substituindo as Eqs. (2.3) e (2.15) na equação anterior e reagrupando os termos 

obtém-se: 
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g

w v 1

w
w 2 v2

w3 v3

T

w w w w w T

T * T

v v g g v w

p
n D

t t

p
D n D

t

T
D n D

t

p gz D T

D p Q Q 0


      


      


      

       

       

K I

K

  (2.98) 

Considerando que o teor de umidade volumétrico é uma função das variáveis de 

estado, ou seja,  = (pg, pw, T), pode-se escrever: 

 

 

 

 

 

     

g w
w v

g w

g

v1

w
w 2 v2

w3 v3

T

w w w w w T

T * T

v v g g v w

p p T

p t p t T t

p
n D

t

p
D n D

t

T
D n D

t

p gz D T

D p Q Q 0

     
    

       


    


      


      

       

       

K I

K

  (2.99) 

Reagrupando-se os termos, tem-se que: 

 

   
 

g w
21 22 23

T

w w w w w T

T * T

v v g g

v w

p p T
L L L

t t t

p gz D T

D p

Q Q 0

  
 

  

       

    

  

K I

K

  (2.100) 

em que:  

   21 v1 w v

g

L n D
p


    


  (2.101) 

   22 w2 v2 w v

w

L D n D
p


      


  (2.102) 
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   23 w3 v3 w vL D n D
T


      


  (2.103) 

Substituindo a Eq. (2.19) na Eq. (2.100), obtém-se: 

 

 

   

g w
21 22 23

T

w w w w w T

T * * *

v1 g v2 w v3

T

v g g v w

p p T
L L L

t t t

p gz D T

D D p D D p D D T

p Q Q 0

  
 

  

       

     

     

K I

K

  (2.104) 

Expandindo então os termos, chega-se a: 

     

     

   

g w
21 22 23

T T T

w w w w w w w T

T * T * T *

v1 g v2 w v3

T

v g g v w

p p T
L L L

t t t

p gz D T

D D p D D p D D T

p Q Q 0

  
 

  

           

     

     

K K I

K

  (2.105) 

Reagrupando-se mais uma vez os termos, tem-se que: 

     

g w
21 22 23

T T T

21 g 22 w 23 2

p p T
L L L

t t t

p p T E 0

  
 

  

       M M M

  (2.106) 

em que: 

*

21 v g v1D D  M K   (2.107) 

*

22 w w v2D D  M K   (2.108) 

*

23 w T v3D D D  M I   (2.109) 

   T

2 w w w v wE gz Q Q       K   (2.110) 

Nas Equações (2.81) e (2.96) as frações miscíveis da fase gasosa, ar seco e vapor 

de água, ocupam mesma fração de volume (n-), enquanto as frações miscíveis da fase 

líquida, ar dissolvido na água e água líquida, ocupam a mesma fração de volume (). Daí, 
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os fluxos serem considerados como fluxos das fases, líquida e gasosa, e não fluxos das 

espécies. 

2.3.3 Conservação da energia térmica 

A equação da conservação da energia térmica pode ser escrita como (Dupray et 

al., 2013): 

 
   v T TT

T v v g T

Calor transferido
Calor armazenado

nS
L L Q 0

t t

 
      

 
q i q   (2.111) 

em que QT fonte de calor por unidade de volume na unidade do tempo e L é o calor latente 

de vaporização de água. Os termos que são multiplicados pelo calor latente são referentes 

ao calor transportado por evaporação da água em um lugar e condensação em outro. 

Substituindo a Eq. (2.79) na Eq. (2.111), tem-se a seguinte expressão para a 

equação de conservação de energia térmica: 

 

    

     

   

vT
v

T T

w p,w l a p,a g v p,v g 0

T T

p,a a p,v v 0 T w w 0

T T

v v g T

S
L n L

t t t

T c c c T T

c c T T D p gz T T

L L Q 0

 
   

  

       
 

          

      

q q q

i i I

i q

  (2.112) 

Substituindo as Eqs. (2.70), (2.73) e (2.76) na equação anterior, obtém-se: 

   

    
   

   

  

   

TvT
v

T

w p,w w w w w p,w T 0

T T

a p,a g g 0 v p,v g g 0

T * T *

p,a v 0 p,v v 0

T

T w w 0

T * T

v v g g T

S
L n L T

t t t

c p gz c D T T T

c p T T c p T T

c D T T c D T T

D p gz T T

L D L p Q 0

 
     

  

        

             

           

     

        

K I

K K

I

K

  (2.113) 

Substituindo as Eqs. (2.15) e (2.37)  na equação acima e reagrupando os termos 

obtém-se: 
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g w
1 v1 2 v2

T

3 v3 v

T

w p,w w w w w p,w T 0

T T

a p,a g g 0 v p,v g g 0

T * T *

p,a v 0 p,v v 0
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T

p p
G L n D G L n D

t t
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G L n D L T
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c p gz c D T T T

c p T T c p T T

c D T T c D T T
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K I

K K

  

   
w w 0

T * T

v v g g T

p gz T T

L D L p Q 0

    

        

I

K

  (2.114) 

Novamente, considerando que o teor de umidade volumétrico é uma função das 

variáveis de estado, ou seja,  = (pg, pw, T),  tem-se que: 

   

   

    
   

g w
1 v1 2 v2

g Tw
3 v3 v

g w

T

w p,w w w w w p,w T 0

T T

a p,a g g 0 v p,v g g 0

T *

p,a

p p
G L n D G L n D

t t

p pT T
G L n D L T

t p t p t T t

c p gz c D T T T

c p T T c p T T

c D

 
           

      
                     

        

             

 

K I

K K

   

  

   

T *

v 0 p,v v 0

T

T w w 0

T * T

v v g g T

T T c D T T

D p gz T T

L D L p Q 0

         

     

        

I

K

  (2.115) 

Reagrupando-se os termos, tem-se que: 

 

    
   

   

  

   

g Tw
31 32 33

T

w p,w w w w w p,w T 0

T T

a p,a g g 0 v p,v g g 0

T * T *

p,a v 0 p,v v 0

T

T w w 0

T * T

v v g g T

p p T
L L L T

t t t

c p gz c D T T T

c p T T c p T T

c D T T c D T T

D p gz T T

L D L p Q

  
   

  

        

             

           

     

        

K I

K K

I

K 0

  (2.116) 

em que: 
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 31 1 v1 v

g

L G L n D L
p


    


  (2.117) 

 32 2 v2 v

w

L G L n D L
p


    


  (2.118) 

 33 3 v3 vL G L n D L
T


    


  (2.119) 

Substituindo a Eq. (2.19) na Eq. (2.116), obtém-se: 

 

    
   

  

g Tw
31 32 33

T

w p,w w w w w p,w T 0

T T
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K I

K K
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T w w 0

T * * * T

v1 g v2 w v3 v g g T

T T T

D p gz T T

L D D p D D p D D T L p Q 0

  
 

     

            

I

K

  (2.120) 

Expandindo os termos, chega-se a: 

 

     

   

   

 

g Tw
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3 0

T * T *

p,v v1 0 g p,v v2 0 w

T * T

p,v v3 0 T 0 w

T T * T *

T 0 w v1 g v2 w

T * T
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  (2.121) 

Finalmente, reorganizando os termos, tem-se: 
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g w
31 32 33

T T T

31 g 32 w 33 3

p p T
L L L

t t t

p p T E 0

  
 

  

       M M M

  (2.122) 

em que: 

       * *

31 g a p,a v p,v v1 p,a p,v 0 v1 v gc c D D c c T T L D D        
 

M K K   (2.123) 

   * *

32 w p,w w v2 p,a p,v T 0 v2c D D c c D T T LD D       
 

M K I   (2.124) 

   * *

33 w p,w T v3 p,a p,v 0 v3c D D D c c T T LD D       
 

M I   (2.125) 

    T

3 T w p,w w 0 w TE D c T T gz Q      
 

I K   (2.126) 

2.4 Equação Geral do Problema Acoplado TH em Meio Não 

Saturado e Não Isotérmico 

Organizando as equações de balanço de massa de ar (Eq. (2.81)), água (Eq. 

(2.96)) e energia térmica (Eq. (2.111)) na forma matricial, chega-se à seguinte equação 

matricial generalizada que representa o problema acoplado de fluxo termo-hidráulico no 

meio poroso em condições tridimensionais: 

 *T *  Lu M u E   (2.127) 

em que: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

L L L

L L L

L L L

 
 


 
  

L   (2.128) 

representa a matriz dos coeficientes Lij que envolvem a variação temporal; 

g

w

p

p

T

 
 

  
 
 

u   (2.129) 

representa o vetor das variáveis primárias, pressão de gás, pressão de água e temperatura; 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

 
 


 
  

M M M

M M M M

M M M

  (2.130) 

representa a matriz das sub-matrizes Mij; 

1

2

3

E

E

E

 
 

  
 
 

E   (2.131) 

representa o vetor de termos independentes; 

*

 
 

  
 
  

0 0

0 0

0 0

  (2.132) 

é a matriz de operadores nabla, e por fim: 

x

y

z

  
 

    
   

  (2.133) 

é o operador nabla tridimensional. 

A solução da Eq. (2.127) deverá atender às seguintes condições de contorno 

essenciais no topo de uma dada camada de solo em zT: 

 g T gTp , t pz   (2.134) 

 w T wTp , t pz   (2.135) 

 T TT , t Tz   (2.136) 

E, na base desta camada em zB: 

 g B gBp , t pz   (2.137) 

 w B w Bp , t pz   (2.138) 

 B BT , t Tz   (2.139) 
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O subscrito B nas Eqs. (2.137), (2.138) e (2.139) se referem à base a da camada; 

o subscrito T nas Eqs. (2.134), (2.135) e (2.136) ao topo da camada, e z é o vetor de 

posições, definido como: 

x

y

z

 
 

  
 
 

z   (2.140) 

Alternativamente, a condição de contorno na base pode ser do tipo natural, 

condição de fluxo nulo para água e gás e sem existência de troca de calor, superfície 

impermeável e adiabática: 

 g Bp , t 0 z   (2.141) 

 w Bp , t 0 z   (2.142) 

 BT , t 0 z   (2.143) 

Wilson (1990) salienta que o fluxo em meio poroso é completamente dependente 

das condições de contorno, sendo mais importante até que as propriedades do solo. No 

estudo de fluxo o que mais importa é a determinação do fluxo de umidade e calor entre a 

atmosfera e o solo (contorno), o que é bastante complexo. 

A Equação (2.127) deverá, ainda, atender às seguintes condições iniciais: 

 g g0p , t 0 p ( ) z z   (2.144) 

 w w0p , t 0 p ( ) z z   (2.145) 

  0T , t 0 T ( ) z z   (2.146) 

Ao considerar o meio poroso em uma situação não saturada, que acontecem 

mudanças de temperatura nesse meio (meio não isotérmico), e, além disso, tratar o fluxo 

acoplado de calor e umidade como um problema unidmensional, a dimensão da matriz M 

deixa de ser 9x9 para ser 3x3, uma vez que as matrizes de condutividade do gás e 

hidráulica (Kg e Kw, respectivamente) deixam de ser matrizes e se tornam escalares, ou 

seja, as submatrizes Mxy se tornam escalares. O mesmo acontece com a parcela do 

coeficiente fenomenológico (DTI). Sendo assim a M fica da seguinte forma: 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

M M M

M M M

M M M

 
 


 
  

M   (2.147) 

em que: 

*

11 v g v1M K D D     (2.148) 

*

12 w w v2M K D D     (2.149) 

*

13 w T v3M D D D     (2.150) 

*

21 a g v1M K D D     (2.151) 

*

22 a w v2M HK D D     (2.152) 

*

23 a T v3M HD D D     (2.153) 

       * *

31 g a p,a v p,v v1 p,a p,v 0 v1 v gM K c c D D c c T T L D D K        
    (2.154) 

   * *

32 w p,w w v2 p,a p,v T 0 v2M c K D D c c D T T LD D       
    (2.155) 

   * *

33 w p,w T v3 p,a p,v 0 v3M c D D D c c T T LD D       
    (2.156) 

O operador nabla, no caso unidimensional, também será um escalar, pois as 

derivadas espaciais serão consideras apenas na direção vertical (z), portanto: 

z

 
   

 
  (2.157) 

Com as simplificações para condição de fluxos unidimensionais, a Eq. (2.127) pode 

ser reescrita da seguinte forma: 
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11 12 13 g 11 12 13 g

21 22 23 w 21 22 23 w

31 32 33 31 32 33

2 2

11 12 13 g 1

2 2

21 22 23 w 2

2 2

31 32 33

L L L p M M M p z

L L L p M M M p z

L L L T M M M T z

M M M p z E

M M M p z E

M M M T z E

           
                
                 

   
  

     
        3

 
 
 
 
 

  (2.158) 

em que os coeficientes Lkl são definidos nas Eqs. (2.86) a (2.88), (2.101) a (2.103) e 

(2.117) a (2.119), Mkl são definidos na Eqs. (2.148) a (2.156) e Ek são definidos na Eqs. 

(2.95), (2.110) e (2.126). Os coeficientes klM são definidos como: 

kl
kl

M
M

z


 


  (2.159) 

A Equação (2.158) é, portanto, a equação geral de governo do problema de fluxo 

acoplado TH em meio poroso não saturado e não isotérmico para condições de fluxo 

unidimensionais que será resolvida numericamente utilizando o método das diferenças 

finitas (MDF). 
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3 Capítulo 3 

Formulação via MDF Unidimensional 

Acoplado TH 

A solução analítica da equação diferencial parcial representada pela Eq. (2.158) 

não é trivial, pois que envolve uma integração no tempo e no espaço, além de apresentar 

uma não linearidade constitutiva em virtude da dependência das variáveis primárias com 

as propriedades do material. Daí a necessidade da utilização de um método aproximado 

para transformar esta equação num sistema de equação algébrica. Diferentes métodos 

numéricos podem ser adotados para esse fim. Os métodos numéricos são definidos em 

função da técnica de discretização adotada, tais como os métodos das diferenças finitas, 

dos elementos finitos, dos elementos de contorno, dos elementos discretos, dentre outros.  

Utilizou-se no presente trabalho o método das diferenças finitas (MDF), que é uma 

técnica de discretização que consiste em substituir as parcelas das derivadas contínuas da 

equação diferencial pelas aproximações em diferença central transformando-as em 

equações algébricas. As variáveis incógnitas da Eq. (2.158) são avaliadas em alguns 

pontos estratégicos do domínio espacial do problema, pontos esses que são chamados de 

pontos nodais. O método estima os valores da função em um ponto nodal, tomando como 

base os valores da função em pontos vizinhos, usando a aproximação das expressões 

diferenciais por uma série de Taylor. Equation Chapter 3 Section 1 

Na aplicação do MDF é necessário que o domínio do problema seja dividido 

num número finito de pontos nodais, formando uma malha de diferenças finitas. A Figura 

3.1 ilustra um ponto genérico i no interior de uma camada de solo homogêneo. 
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Figura 3.1 – Discretização em diferenças finitas 

Com base no MDF, as seguintes aproximações para as derivadas espacial, de 

primeira e segunda ordem, e temporal de primeira ordem podem ser adotadas para um 

ponto genérico i de uma malha de diferenças finitas (Smith,1985): 

 
1 1 0

g i 1 g i 1 g i 1 g i 1 g

i

dp p  p p  p
1

dz 2 z 2 z

         
        

      
  (3.1) 

 

1 1 02

g i 1 g i g i 1 g i 1 g i g i 1 g

2 2 2

i

d p p 2 p  p p 2 p p
1

dz z z

   
        

               
  (3.2) 

1 1 0

g i g i g

i

dp p  p

dt t

  
        

  (3.3) 

em que o índice subscrito 0 refere-se a um instante de tempo (t), o subscrito 1 refere-se a 

um instante de tempo (t+t), z equivale à discretização espacial, t equivale ao 

incremento de tempo e  é uma constante que define o tipo de marcha no tempo adotada. 

Note nas equações anteriores que a variável primária pg foi utilizada a título de exemplo, 

porém, as aproximações para as outras variáveis, pressão de água e temperatura, também 

são calculadas utilizando essas equações. 

A constante que define o tipo de marcha no tempo a ser adotada pode ser zero, 

dessa forma o cálculo das variáveis será feito de maneira explícita, algoritmo explícito. 

As variáveis podem, alternativamente, ser calculadas implicitamente, fazendo o uso do 

algoritmo puramente implícito. Existe ainda uma outra opção de definir a marcha no 

tempo que é através do uso algoritmo implícito de Crank-Nicholson (Smith,1985). 

Aplicando as definições apresentadas nas Eqs. (3.1) a (3.3) na equação de 

governo do problema acoplado termo-hidráulico para condição de fluxos unidimensionais 

H

z

i=1

i=npoin

i

Topo da camada

Base da camada
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(Eq. (2.158)), chega-se a seguinte formulação numérica via MDF para os pontos nodais 

pertencentes ao domínio do problema, ou seja, para i diferente de 1 e npoin: 

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3     A u A u A u A u A u A u E  (3.4) 

em que: 

11 11 12 12 13 13

1

1 21 21 22 22 23 23

31 31 32 32 33 33

2M M z 2M M z 2M M z

t 2M M z 2M M z 2M M z

2M M z 2M M z 2M M z

        
 

          
         

A   (3.5) 

2 2 2

11 11 12 12 13 13

1 2 2 2

2 21 21 22 22 23 23

2 2 2

31 31 32 32 33 33

L z 2M t L z 2M t L z 2M t

2 L z 2M t L z 2M t L z 2M t

L z 2M t L z 2M t L z 2M t

         
 

           
          

A   (3.6) 

11 11 12 12 13 13

1

3 21 21 22 22 23 23

31 31 32 32 33 33

2M M z 2M M z 2M M z

t 2M M z 2M M z 2M M z

2M M z 2M M z 2M M z

        
 

          
         

A   (3.7) 

 
11 11 12 12 13 13

0

1 21 21 22 22 23 23

31 31 32 32 33 33

2M M z 2M M z 2M M z

1 t 2M M z 2M M z 2M M z

2M M z 2M M z 2M M z

        
 

            
         

A   (3.8) 

     

     

     

2 2 2

11 11 12 12 13 13

0 2 2 2

2 21 21 22 22 23 23

2 2 2

31 31 32 32 33 33

L z 2M 1 t L z 2M 1 t L z 2M 1 t

2 L z 2M 1 t L z 2M 1 t L z 2M 1 t

L z 2M 1 t L z 2M 1 t L z 2M 1 t

            
 

              
             

A

  

 (3.9) 

 
11 11 12 12 13 13

0

3 21 21 22 22 23 23

31 31 32 32 33 33

2M M z 2M M z 2M M z

1 t 2M M z 2M M z 2M M z

2M M z 2M M z 2M M z

        
 

            
         

A   (3.10) 

1

2

2

3

E

2 t z E

E

 
 

     
 
 

E   (3.11) 

em que: 
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i 1 g

1 i 1 w

i 1

p

p

T







 
 

  
 
 

u   (3.12) 

i g

2 i w

i

p

p

T

 
 

  
 
 

u   (3.13) 

i 1 g

3 i 1 w

i 1

p

p

T







 
 

  
 
 

u   (3.14) 

i 1 kl i 1 kl
kl

M  M
M

2 z

 
 


  (3.15) 

A aproximação em diferenças finitas para os pontos situados no contorno do 

problema, ou seja, na base (i=1) e no topo (i=npoin), é dada respectivamente, pelas 

seguintes equações: 

1 1 1 1 0 0 0 0

CC1 2 CC2 3 CC1 2 CC2 3 1B   A u A u A u A u CC   (3.16) 

1 1 1 1 0 0 0 0

CC2 1 CC1 2 CC2 1 CC1 2 1T   A u A u A u A u CC   (3.17) 

em que, para uma condição de contorno essencial, tem-se: 

1

CC1 3x3A I   (3.18) 

1

CC2 3x3A 0   (3.19) 

0

CC1 3x3A I   (3.20) 

1

CC2 3x3A 0   (3.21) 

gB

B wB

B

p 0 0

0 p 0

0 0 T

 
 


 
  

CC   (3.22) 
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gT

T wT

T

p 0 0

0 p 0

0 0 T

 
 


 
  

CC   (3.23) 

Para uma condição de contorno na base considerada impermeável e adiabática 

(fluxo nulo de calor e das fases líquida e gasosa) tem-se as seguintes condições de 

contorno natural: 

1 1

CC1 2A A   (3.24) 

11 12 13

1

CC2 21 22 23

31 32 33

M M M

4 t M M M

M M M

 
 

   
 
 

A   (3.25) 

0 0

CC1 2A A   (3.26) 

 
11 12 13

1

CC2 21 22 23

31 32 33

M M M

4 1 t M M M

M M M

 
 

     
 
 

A   (3.27) 

B CC E   (3.28) 

Fazendo o arranjo global para todos os pontos nodais da malha, chega-se à 

seguinte equação matricial que representa a condição de continuidade de fluxo no meio 

poroso: 

1 1 0 0 B v B v R   (3.29) 

em que: 

1

2

0

npoin 1

npoin 0



 
 
 
 
 
 
 
 

u

u

v

u

u

  (3.30) 

representa o vetor das variáveis primárias, pressão de gás, pressão de água e temperatura, 

nodal no instante t no início de um incremento e  
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1

2

1

npoin 1

npoin 1



 
 
 
 
 
 
 
 

u

u

v

u

u

  (3.31) 

representa o vetor das variáveis primárias nodal no instante t+t no final de um 

incremento. As matrizes B1 e B0 são definidas a seguir: 

1 1

CC1 CC2

1 1 1

1 2 3

1 1 1

1 2 3

1 1 1 1

1 2 3

1 1 1

1 2 3

1 1 1

1 2 3

1 1

CC2 CC1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A A 0 0 0 0 0 0

A A A 0 0 0 0 0

0 A A A 0 0 0 0

B 0 0 0 A A A 0 0 0

0 0 0 0 A A A 0

0 0 0 0 0 A A A

0 0 0 0 0 0 A A

  (3.32) 

e 

0 0

CC1 CC2

0 0 0

1 2 3

0 0 0

1 2 3

0 0 0 0

1 2 3

0 0 0

1 2 3

0 0 0

1 2 3

0 0

CC2 CC1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A A 0 0 0 0 0 0

A A A 0 0 0 0 0

0 A A A 0 0 0 0

B 0 0 0 A A A 0 0 0

0 0 0 0 A A A 0

0 0 0 0 0 A A A

0 0 0 0 0 0 A A

  (3.33) 

Note que essas matrizes são tri-diagonais cujos coeficiente são avaliados nos 

instantes t+t e t, respectivamente, no final e no início de um dado incremento de tempo 

t. Por fim, 
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B

2

3

npoin 1

T



 
 
 
 

  
 
 
 
  

CC

E

E
R

E

CC

  (3.34) 

é o vetor de termos independentes e das condições de contorno.  

A Equação (3.29) é fortemente não linear devido à dependência das variáveis 

primárias, pressão de água líquida, pressão de gás e temperatura, com as propriedades do 

material. Sendo assim, torna-se necessário o uso de um método iterativo para a solução 

do problema acoplado de fluxo termo-hidráulico. Neste trabalho, o método de Picard, 

também conhecido como método das aproximações sucessivas (Machado Jr., 2000), foi 

utilizado. Este método envolve a estimativa sequencial de v1 usando as estimativas 

anteriores da matriz B e do vetor R. 

O algoritmo de Picard parte de dois valores das variáveis primárias, um no início 

de um dado incremento (v0) e outro, da primeira aproximação destes valores no meio do 

incremento (v1
1/2). Este valor no meio do incremento é adotado para avaliar as matrizes 

B e o vetor R. Pode-se obter dessa forma a primeira aproximação para o vetor de variáveis 

primárias (v1
1), resolvendo a Eq. (3.29), tal que: 

 
1

1 1 1/2

1 1



 
 

v B v G   (3.35) 

em que  

   1/2 0 1/2

1 1 0
G B v u R v   (3.36) 

Em seguida, uma segunda aproximação, v2
1, é calculada através de uma 

extrapolação linear, fazendo: 

 1 0 1/2 0

2 12  v v v v   (3.37) 

Os valores da primeira (v1
1) e segunda (v2

1) aproximações são utilizados para a 

verificação do critério de convergência dado por: 



 

51 

 

1 1

1 2

1

1

tolerância



v v

v
  (3.38) 

onde  é a norma euclidiana de um vetor. 

Se o critério de convergência não é verificado para uma dada tolerância pré-

estabelecida, atualiza-se o valor de v2
1/2 fazendo: 

  1/2 1/2 1 0

2 1 10.5 0.5  v v v v   (3.39) 

Com este novo valor v2
1/2, reavalia-se as matrizes B e o vetor R e obtém-se uma 

nova aproximação para v1
1 e para v2

1. E mais uma vez o critério de convergência é 

avaliado. Esse processo é repetido até que o critério de convergência seja verificado e 

neste caso, um novo valor de v2
1/2 é calculado fazendo:  

 1/2 1 1 0

2 1 10.5  v v v v   (3.40) 

Concluído o ciclo iterativo, atualiza-se o valor de v0 fazendo-o ser igual a v1
1 e 

dá-se continuidade à marcha no tempo. 

A Figura 3.2 ilustra o processo iterativo do algoritmo de Picard descrito acima. 

Em que iter é o contador das iterações, miter é o número máximo de iterações e toler é a 

tolerância adotada no processo iterativo.  
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Figura 3.2 – Fluxograma do algoritmo de Picard 
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4 Capítulo 4 

Programa Computacional – TH_FLOW 

4.1 Descrição Geral 

O programa computacional TH_FLOW é escrito em linguagem de programação 

FORTRAN 90 (Chapman, 2003) utilizando como plataforma de desenvolvimento o 

Microsoft Developer Studio e se baseia no modelo numérico apresentado neste trabalho 

para solução de problema de fluxo unidimensional, com acoplamento termo hidráulico, 

numa camada homogênea de solo indeformável. A Figura 4.1 apresenta o layout da 

plataforma do programa. 

 

 

Figura 4.1 – Layout do programa computacional TH-FLOW 

 



 

54 

 

A sub-rotina ABRE (Fig. 4.1) é responsável pela abertura dos arquivos de 

entrada e saída cujos nomes devem ser lidos na tela e constituído por 5 caracteres. O 

arquivo de entrada contém os dados que irão caracterizar e particularizar o problema a ser 

analisado, estes dados serão detalhados mais à frente. Enquanto o arquivo de saída 

apresenta os resultados obtidos em termos das variáveis primárias, pressão de água, 

pressão de gás e temperatura, como também de variáveis secundarias, sucção e teor de 

umidade volumétrico, para cada um dos pontos nodais nos diferentes tempos de análise. 

A Figura 4.2 apresenta um exemplo de como deve ser um arquivo de entrada de dados e 

a Fig. 4.3 um exemplo de arquivo de saída. 

A sub-rotina MANAGER (Fig. 4.1), por sua vez, gerencia a solução do problema 

e imprime os resultados obtidos, a Figura 4.4 apresenta o fluxograma esquemático dessa 

sub-rotina. 

 

 

Figura 4.2 – Exemplo de um arquivo de entrada de dados 
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Figura 4.3 – Exemplo de um arquivo de saída 

 

Figura 4.4 – Fluxograma da sub-rotina MANAGER 
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O programa TH_FLOW adota a mesma filosofia de programação do programa 

INFILTRA_MDF desenvolvido no Departamento de Engenharia de Minas (EM/UFOP) 

desde 2010 sob a orientação da professora Christianne Nogueira (Souza e Nogueira 2011 

e 2012; Souza e Nogueira 2013, 2014 e 2015) no âmbito dos Programas de Iniciação à 

Pesquisa PIP/UFOP e PROBIC/FAPEMIG, e do Programa de Pós-Graduação em 

Engenharia Mineral (PPGEM).  

As versões 1.0 (Souza e Nogueira, 2011 e 2012) e 2.0 (Souza e Nogueira 2013, 

2014 e 2015) do programa INFILTRA_MDF foram desenvolvidas para a solução de 

problemas transientes de fluxo unidimensional de água líquida através de uma coluna de 

solo. Trazendo a versatilidade da heterogeneidade, a camada de solo pode ser composta 

por mais de um material; da utilização diferentes modelos constitutivos para a descrição 

das curvas características dos materiais, bem como, diferentes condições de contorno, 

tanto para a base quanto para o topo, e inicial.  

4.2 Entrada de Dados 

O arquivo de entrada de dados deve conter as informações acerca da malha de 

pontos nodais; discretização temporal; parâmetros de convergência; tempo de análise e 

definição da unidade do tempo; tipo de análise a ser realizada: problema isotérmico, fluxo 

somente de água líquida (Richards), problema sem considerar o ar seco ou problema de 

fluxo TH acoplado; altura da camada; parâmetros do material; parâmetros das curvas 

características, que dependerão do modelo constitutivo a ser utilizado; condições de 

contorno e inicial e parâmetros de referência. A ordem em que essas informações serão 

lidas pode ser observada na Figura 4.5. A definição de cada um destes parâmetros é 

apresentada nas Tabs. 4.1 a 4.7, por se tratar de um grande número de informações estas 

foram agrupadas em categorias. 
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Figura 4.5 – Lista de declaração de parâmetros no arquivo de entrada 
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Tabela 4.1 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 1 

Categoria 1 – Parâmetros numéricos 

SÍMBOLO DEFINIÇÃO 

LSOL Tipo de problema a ser analisado 

LSOL=1 Isotérmico 

LSOL=2 Richards 

LSOL=3 Sem ar seco 

LSOL=4 TH acoplado 

NPOIN Número de pontos nodais da malha de diferenças finitas  

NINT Número de intervalos de tempo da análise 

FIMP Fator de impressão 

LTIME Define a unidade de tempo 

LTIME=1: segundos; 

LTIME=2: minutos 

LTIME=3: horas 

LTIME=4: dias 

LTIME=5: anos 

Tf Tempo de duração da análise 

BETA Define o tipo de marcha no tempo 

BETA=0 algoritmo explícito  

BETA=1 algoritmo puramente implícito 

BETA=0.5 algoritmo implícito de Crank-Nicholson 

MITER Número máximo de iterações 

TOLER Tolerância do processo iterativo 

LRATIO Variável para cálculo do erro iterativo 

LRATIO=1: vetor V 

LRATIO=2: pg 

LRATIO=3: pw 

LRATIO=4: T 

LRATIO=5: menor erro entre pg, pw, T 
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Tabela 4.2 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 2 

Categoria 2 – Parâmetros de referência 

SÍMBOLO DEFINIÇÃO UNIDADE 

ROWREF Valor de referência da densidade aparente da água 

líquida  

kPa 

PWREF Valor de referência da pressão de água líquida  kPa 

TREF Valor de referência da temperatura °C 

 

Tabela 4.3 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 3 

Categoria 3 – Condição inicial  

SÍMBOLO DEFINIÇÃO UNIDADE 

LTIPOT1 Define o tipo de condição inicial para pressão de gás 

LTIPOT1=0: constante = pg(z,0) = PG0  

LTIPOT1=1: lido por ponto = pg(zi,0) = PG0i  

 

kPa 

kPa 

LTIPOT2 Define o tipo de condição inicial para pressão de água 

líquida 

LTIPOT2=0: constante = pw(z,0) = PW0  

LTIPOT2=1: lido por ponto = pw(zi,0) = PW0i  

 

 

kPa 

kPa 

LTIPOT3 Define o tipo de condição inicial para temperatura 

LTIPOT3=0: constante = T(z,0) = T0 

LTIPOT3=1: lido por ponto = T(zi,0) = T0i  

 

°C 

°C 
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Tabela 4.4 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 4 

Categoria 4 – Condição de contorno na base  

SÍMBOLO DEFINIÇÃO  

LTIPOC(1) Define o tipo de condição de contorno na base da camada 

LTIPOC(1)=0: Contorno essencial 

LTIPOC(1)=1: Contorno natural – Base impermeável e adiabática 

(pg=0, pw=0, T=0,) 

LTIPOC(1)=1 

SÍMBOLO DEFINIÇÃO UNIDADE 

PGCB  Valor da pressão de gás na base da camada  kPa 

PWCB  Valor da pressão de água líquida na base da camada kPa 

TCB Valor da temperatura na base da camada em Celsius  °C 

 

Tabela 4.5 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 5 

Categoria 5 – Condição de contorno no topo  

SÍMBOLO DEFINIÇÃO UNIDADE 

PGCT Valor da pressão de gás no topo da camada  kPa 

PWCT Valor da pressão de água líquida no topo da camada  kPa 

TCT Valor da pressão temperatura no topo da camada  °C 

 

Tabela 4.6 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 6 

Categoria 6 – Fontes externas  

SÍMBOLO DEFINIÇÃO UNIDADE 

QW Fonte de massa de água líquida por unidade de 

volume na unidade do tempo 

t/m3s 

QV Fonte de massa de vapor de água por unidade de 

volume na unidade do tempo 

t/m3s 

QA Fonte de massa de ar seco por unidade de volume na 

unidade do tempo 

t/m3s 

QDA Fonte de massa de ar dissolvido por unidade de 

volume na unidade do tempo 

t/m3s 

QT Fonte de calor por unidade de volume na unidade do 

tempo 

t/m3s 
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Tabela 4.7 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 7 

Categoria 7 – Parâmetros do material  

SÍMBOLO DEFINIÇÃO UNIDADE 

HC Espessura da camada de solo m 

CPW Calor específico da água líquida kJ/ t K 

CPS Calor específico do sólido kJ/ t K 

CPA Calor específico do ar seco kJ/ t K 

CPV Calor específico do vapor de água kJ/ t K 

LS Condutividade térmica da fase sólida kJ/ s m K 

LW Condutividade térmica da fase líquida kJ/ s m K 

LG Condutividade térmica da fase gasosa kJ/ s m K 

S Superfície específica do material m-1 

DELTA Comprimento  m 

HW Calor de umedecimento integral kJ/m2 

CAPA Permeabilidade intrínseca m2 

ROS Densidades aparente do sólido t/m3 

CDT Coeficiente fenomenológico m2/s K 

TAL Tortuosidade - 

LH Constante da lei de Henry - 
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Tabela 4.8 – Símbolos e definições das variáveis de entrada – Categoria 8 

Categoria 8 – Definição do modelo constitutivo 

SÍMBOLO DEFINIÇÃO 

LTIPOK Define o tipo de modelo constitutivo para as curvas 

características  

LTIPOK=1 Modelo de Gardner 

LTIPOK=2 Modelo de van Genuchten 

LTIPOK=3 Modelo de Fredlund e Xing 

LTIPOK=4 Modelo de Brooks e Corey 

LTIPOK PARÂMETROS DEFINIÇÃO 

1,2,3,4 

TETAS  

TETAR  

PSIR 

Teor de umidade volumétrico saturado 

Teor de umidade volumétrico residual 

Sucção residual 

2,3,4 PSIS Sucção de entrada de ar 

1 ALFA Parâmetro do modelo 

2 ALFA, N Parâmetros do modelo 

3 N, MFX, AFX Parâmetros do modelo 

4 N Parâmetro do modelo 
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4.3 Exemplos de Verificação 

Soluções analíticas do problema de fluxo termo-hidráulico acoplado não estão 

disponíveis na literatura especializada, visto a complexidade do problema. Sendo assim 

para a validação da formulação proposta torna-se necessário que sejam feitos testes para 

cada uma das características que são envolvidas na formulação acoplada, como por 

exemplo fluxo isotérmico e fluxo de calor. Com a validação dos casos simplificados 

alcança-se a validação da formulação geral como um todo. 

São apresentados 3 tipos de exemplos de verificação. O primeiro trata dos 

processos de umedecimento/secagem de água em condições isotérmicas em uma camada 

de solo. Os resultados numéricos destes exemplos são comparados com os resultados 

obtidos através da utilização do programa INFILTRA_MDF versão 2.0 (Nogueira et al 

2014; Nogueira e Souza 2015) programa que já foi validado anteriormente. O segundo 

caso está relacionado a transferência de calor por condução numa camada que se encontra 

na condição residual, os resultados numéricos deste exemplo são comparados com 

resultados analíticos cuja formulação é apresentada no Anexo I. O terceiro tipo de 

exemplo de verificação, por sua vez, apresenta análises de processos de 

umedecimento/secagem em condições não isotérmicas. Este último tipo de exemplo não 

foi verificado pois não foi encontrado na literatura específica um exemplo de análise de 

fluxo acoplado TH para condições de fluxo unidimensional para as condições de contorno 

que o programa TH_FLOW é capaz de simular. 

4.3.1 Fluxo isotérmico 

Neste item apresenta-se exemplos de verificação relacionados com o processo 

de umedecimento/secagem de água, sob condição isotérmica. 

A equação diferencial que descreve o processo de fluxo de água em meios 

porosos não saturados em condição isotérmica é conhecida como a equação de Richards 

(1931). Para que a equação geral apresentada para o problema de fluxo TH (Eq.(2.158)) 

recaia na equação de Richards (1931) deve-se desprezar parcela referente ao ar dissolvido 

na água anulando a constante da lei de Henry (Eq.(2.81)); desprezar o fluxo por difusão 

anulando a tortuosidade (Eq. (2.77)); não levar em conta o movimento de água líquida 

devido ao gradiente térmico anulando o coeficiente fenomenológico (Eq.(2.70)); e 

desprezar o fenômeno de calor de umedecimento (Eq.(2.31)) anulando o calor de 

umedecimento integral. 
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A equação de Richards, entretanto, não comtempla a movimentação da fase 

gasosa (ar seco e vapor de água), porém a equação apresentada neste trabalho, mesmo 

com as simplificações, considera essa fase. Assim, a pressão da fase gasosa é levada em 

conta, porém é mantida constante de modo que não haja gradiente de pressão e, portanto, 

fluxo da fase gasosa. 

Neste primeiro caso foram realizadas análises de quatro cenários tais como 

ilustrados na Fig. 4.6 que envolvem o processo de fluxo numa camada homogênea de 1m 

de silte em equilíbrio térmico numa temperatura de 20oC. Os cenários 1 e 2 (Figs. 4.6a e 

4.6b) representam, respectivamente, os processos de umedecimento e secagem, a partir 

de uma condição inicial em que se verifica a ocorrência de um fluxo gravitacional de água 

onde a distribuição de sucção (Eq. (2.42)) é constante e igual a 10kPa. Já os cenários 3 e 

4 (Figs. 4.6c e 4.6d) representam, respectivamente os processos de umedecimento e 

secagem a partir de uma condição em que não se verifica fluxo de água e que, portanto, 

observa-se uma variação linear da distribuição de inicial de sucção. Nos cenários 1 e 2 as 

condições de contorno no topo e na base foram alteradas. Já nos cenários 3 e 4 apenas as 

condições de contorno do topo foram alteradas.  
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Condição inicial Condição de contorno 

 

  

a) Cenário 1 b) Cenário 2 

 

  

c) Cenário 3 d) Cenário 4  

 

Figura 4.6 – Condição inicial e de contorno para os diferentes cenários da análise de fluxo 

isotérmico 

O modelo exponencial proposto por Gardner (1958) foi utilizado para descrever 

as curvas características desse material. As curvas características de condutividade 

hidráulica e de retenção são apresentadas, respectivamente, nas Figs. 4.7a e 4.7b. 

Enquanto, a Tab. 4.9 apresenta as propriedades hidráulicas do material e o parâmetro de 

ajuste desse modelo. A Figura 4.7a apresenta ainda a variação da condutividade hidráulica 

com o nível de temperatura. 
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a) Curva de condutividade hidráulica 

 

 

b) Curva de retenção 

Figura 4.7 – Curvas características do material segundo o modelo de Gardner (1958) 
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Tabela 4.9 – Parâmetros do silte (Srivastava e Yeh, 1991) 

s r r(kPa) (m2) 1/kPa

 0.20  x 10 

 

O calor específico de cada uma das espécies, a condutividade térmica das fases 

e a densidade dos grãos estão dispostos na Tab. 4.10; e, os parâmetros de referência estão 

dispostos na Tab. 4.11. 

 

Tabela 4.10 – Propriedades térmicas do material e densidade dos grãos (Zhou et al, 1998) 

Cpw 

(kJ/t K) 

Cps 

(kJ/t K) 

Cpa 

(kJ/t K)

Cpv 

(kJ/t K)

s 

(kJ/s m K) 

w 

(kJ/s m K) 

g 

(kJ/s m K) 

s 

(t/m3) 

4186.0 837.0 1000.0 1870.0 0.0005 0.002 0.0 2.61 

 

Tabela 4.11 – Parâmetros de referência 

w0 (t/m3) pw0 (kPa) T0 (ºC)

1.0 100.0 20.0

 

Para análise numérica foi adotada uma malha de diferenças finitas constituída 

por 11 pontos nodais (∆z=0.1 m); uma marcha de integração temporal puramente 

implícita (=1.0); uma tolerância de 0.0001 e um número máximo de iterações de 1000. 

O tempo final de análise considerado foi de 100h com uma discretização temporal de 

0.1h.  

A Figura 4.8 apresenta a evolução no tempo da distribuição do teor de umidade 

volumétrico ao longo da camada de solo para os cenários 1 e 2. Enquanto a Fig. 4.9 

apresenta esta evolução para os cenários 3 e 4. Uma boa concordância com os resultados 

obtidos através da versão 2.0 do programa INFILTRA_MDF pode ser observada.  

Para as propriedades materiais adotadas observa-se uma condição estacionária 

de fluxo no final de 20h independente da condição inicial para os cenários envolvendo o 

processo de umedecimento (Figs. 4.8a e 4.9a). Neste instante observa-se, tanto para o 

cenário 1 quanto para o cenário 3, que a camada se encontra saturada, teor de umidade 

volumétrico igual a 0.45 que corresponde ao teor de umidade volumétrico na condição 

saturada. A distribuição final do teor de umidade volumétrico, no entanto, para os 

cenários 2 e 4 envolvendo o processo de secagem (Figs. 4.8b e 4.9b) conduzem a um 
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estado final diferente uma vez que a condição de contorno na base destes dois cenários 

são distintas. Contudo, a condição estacionária de fluxo acontece no mesmo instante, 13h, 

para ambas situações. 

 

a) a) Cenário 1 

 

b) Cenário 2 

Figura 4.8 – Evolução no tempo e no espaço do teor de umidade volumétrico – Cenários 1 e 2 
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a) Cenário 3 

 

 

b) Cenário 4 

Figura 4.9 – Evolução no tempo e no espaço do teor de umidade volumétrico – Cenários 3 e 4 

No cenário 2 (Fig. 4.8b) a distribuição final converge para o valor do teor de 

umidade volumétrico referente ao nível de sucção de 20 kPa (0.23) enquanto no cenário 
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4 observa-se uma distribuição linear de teor de umidade variando entre os valores 

correspondentes à condição saturada (0.45) e ao nível de sucção de 20 kPa (0.23). 

Visto a grande variação da condutividade hidráulica com a temperatura (Fig. 

4.7a) foram feitas análises de processo de umedecimento em condição isotérmica 

partindo-se de uma condição inicial de distribuição linear da sucção (cenário 3) para 

diferentes temperaturas. A Figura 4.10 apresenta a evolução no tempo e no espaço do teor 

de umidade volumétrico para as temperaturas de 40ºC, 60ºC, 80ºC e 100ºC. 

 

  

a) 40ºC 

 

b) 60ºC 

 

  

c) 80ºC d) 100ºC 

Figura 4.10 – Evolução no tempo e no espaço do teor de umidade volumétrico para as 

diferentes temperaturas 

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Teor de umidade volumétrico, 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E
le

v
aç

ão
(m

)

1h

2h

Cond. Inicial

3h

5h

12h=
CE

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Teor de umidade volumétrico, 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E
le

v
aç

ão
(m

)

1h

2h
Cond. Inicial

3h

9h=
CE

4h

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Teor de umidade volumétrico, 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E
le

v
aç

ão
(m

)

1h

2h
Cond. Inicial

3h

7h=
CE

4h

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Teor de umidade volumétrico, 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E
le

v
aç

ão
(m

)

1h

2h

Cond. Inicial

5h=
CE



 

71 

 

De acordo com os resultados apresentados na Fig. 4.10 é possível observar que 

a magnitude da temperatura em que o solo se encontra afeta bastante na velocidade de 

fluxo da água. Isso acontece, pois a viscosidade dinâmica da água diminui com o 

aumentado da temperatura aumentando a condutividade hidráulica (Fig. 4.7a), e assim 

implicando numa maior facilidade de movimentação da água no solo.  

A Figura 4.11 apresenta a variação do teor de umidade volumétrico com o tempo 

para o ponto no meio da camada (z=0.5m). Observa-se que para todas as temperaturas 

analisadas, a frente de saturação alcança o ponto médio da camada sendo este avanço tão 

mais rápido quanto maior a magnitude da temperatura em que o processo ocorre. 

 

 

Figura 4.11 – Variação do teor de umidade volumétrico com o tempo para o ponto no meio da 

camada (z=0.5m) 
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4.3.2 Fluxo de energia térmica 

Neste item, apresenta-se um exemplo de verificação no sentido de avaliar a 

transferência de calor, por meio do mecanismo de condução, através do solo, simulando 

um processo de resfriamento de uma camada de 1m silte, cujas curvas características 

estão apresentadas na Fig. 4.7. As propriedades hidráulicas do material e o parâmetro de 

ajuste do modelo exponencial estão descritos Tab. 4.9. 

Essa camada de solo está na condição residual de teor de umidade volumétrico 

(0.20) e será submetida ao longo de todo processo a uma distribuição constante de sucção 

igual à 70 kPa. As condições de contorno impostas visaram não variar a condição de 

contorno no topo para pressão de água e de gás, mantendo então o mesmo nível de sucção 

inicial e criar uma barreira impermeável na base da camada. As condições, inicial e 

contorno, adotadas estão ilustrados na Fig. 4.12. 

 

Condição inicial Condição de contorno 

  

 

Figura 4.12 – Condição inicial e de contorno para análise da transferência de calor 
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anulando-se o coeficiente fenomenológico (Eq.(2.70)); o fluxo difusivo de água foi 

desprezado anulando-se a tortuosidade () (Eq. (2.77)); não foi considerada a presença de 

ar dissolvido na água e assim anulou-se a constante da lei de Henry (Eq.(2.81)); foi 

desprezado o fenômeno de calor de umedecimento (Eq.(2.31)) anulando-se o calor de 
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umedecimento integral. Essas condições são necessárias de modo que sejam avaliados 

apenas o fluxo de calor por condução. 

Foi utilizada nesta análise uma malha de diferenças finitas contendo 101 pontos 

nodais (∆z=0.01 m); uma marcha de integração temporal puramente implícita (=1.0); 

parâmetros de convergência tais como tolerância de 0.0001 e um número máximo de 

iterações de 1000. A análise teve duração de 2500h, com uma discretização temporal de 

1h. Os parâmetros de referência, o calor específico de cada uma das espécies, a 

condutividade térmica das fases e a densidade dos grãos se mantiveram os mesmos das 

outras análises apresentadas anteriormente, Tabs. 4.10 e 4.11, respectivamente. 

A Figura 4.13 apresenta a evolução no tempo da distribuição da temperatura ao 

longo da camada do solo. Uma boa concordância entre os resultados obtidos através da 

utilização do programa TH_FLOW e resultados analíticos (Anexo I) pode ser observada. 

Para os resultados analíticos foram calculados os parâmetros densidade da matriz sólida 

com vazios preenchidos por gás e água líquida multiplicada pelo calor específico dessa 

mistura (Cp) que resultou em 2039.64(kJ/m3 K), bem como a condutividade térmica da 

mistura resultando em 0.0007 (kJ/s m K), os cálculos foram feitos com base nas 

propriedades térmicas do material e densidade dos grãos (Tab. 4.10) e no nível de sucção 

adotado. 

 

 

Figura 4.13 – Evolução no tempo e no espaço da temperatura ao longo da camada 
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Como pode ser observado na Fig. 4.13, a frente de resfriamento só alcança a base 

da camada após aproximadamente 50h. A frente de resfriamento tende para o valor de 

0ºC, menor temperatura adotada no perfil de solo. A condição em que a camada se 

encontra com temperatura uniforme e igual a zero, indica que o material foi 

completamente resfriado e não mais existe gradiente de temperatura, alcançando portanto 

a condição estacionária de fluxo de calor. A condição estacionária acontece por volta das 

2000h. Como esperado não houve nenhuma alteração no teor de umidade volumétrico, 

uma vez que não foi causado nenhum distúrbio nas pressões de gás e de água. 

A Figura 4.14 apresenta a evolução no tempo da temperatura na base da camada 

(z=0m). Observa-se que em torno das 50h a temperatura começa a diminuir, diminuição 

esta que acontece até mais ou menos 2000h, instante em que a temperatura da base se 

iguala a temperatura imposta no topo. 

 

 

Figura 4.14 – Evolução no tempo da temperatura na base da camada 
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4.3.3 Fluxo acoplado 

Neste item, apresenta-se avaliação do processo de umedecimento/secagem em 

condição não isotérmica, em uma camada de solo homogênea de 1m de espessura. Duas 

análises foram conduzidas considerando dois tipos de material: análise 1 – solo siltoso e 

análise 2 – solo arenoso.  

A malha de diferença finita adotada nas três análises é constituída por 51 pontos nodais 

(∆z=0.02 m); uma marcha de integração temporal puramente implícita (=1.0); e, 

parâmetros de convergência tal como tolerância de 0.0001 e um número máximo de 

iterações de 1000. O tempo final de análise considerado foi de 1000h com uma 

discretização temporal de 0.1h. Os parâmetros de referência, o calor específico de cada 

uma das espécies, a condutividade térmica das fases e a densidade dos grãos se 

mantiveram os mesmos das outras análises apresentadas nas Tabs. 4.10 e 4.11. Os outros 

parâmetros adotados foram: S igual à 107 m-1; Hw igual à 10-3 kJ/m2;  igual à  10-9m; DT 

igual à 2.7x 10-10 m2/s K; tortuosidade de 0.7 e H igual à 0.017. 

 

a) Análise 1: Solo siltoso 

As curvas características adotadas neste exemplo são as apresentadas na Fig. 4.7 

e as propriedades hidráulicas do material e os parâmetros de ajuste do modelo exponencial 

estão descritos Tab. 4.9. 

Dois cenários foram analisados. O primeiro cenário ilustrado na Fig. 4.15 

considera uma situação em que a camada de solo está sujeita a uma distribuição inicial 

uniforme tanto de sucção (10kPa) quanto de temperatura (20oC) e em seguida a camada 

é submetida a um processo de aquecimento pelo topo e umedecimento na base (mantendo-

se constante a pressão de gás). 
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Condição inicial Condição de contorno 

  

 

Figura 4.15 – Condição inicial e de contorno para o problema de fluxo acoplado – Análise 1 – 

Cenário 1 

A Figura 4.16 apresenta a evolução do tempo do teor de umidade volumétrico 

(Fig. 4.16a) e temperatura (Fig. 4.16b) ao longo da camada de solo. Observa-se que ambas 

distribuições espaciais, teor de umidade volumétrico (Fig. 4.16a) e temperatura (Fig. 

4.16b), tendem, na condição estacionária, a uma distribuição aproximadamente linear. 

Toda a camada sofre alteração de temperatura e conteúdo de água nos poros. A condição 

estacionária de fluxo é observada no final de 10h (Fig. 4.16a). O processo de fluxo de 

água entra em regime estacionário bem mais rapidamente do que o processo de 

transferência de calor (Fig. 4.16b), uma vez que a condição estacionária pra esse fluxo é 

alcançado somente por volta das 500h, mostrando que este processo é mais lento. 
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a) Teor de umidade volumétrico 

 

 

b) Temperatura 

Figura 4.16 – Evolução no tempo e no espaço do teor de umidade volumétrico (a) e da 

temperatura (b) – Análise 1 – Cenário 1 
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O segundo cenário, ilustrado na Fig. 4.17, considera uma situação em que a 

camada de solo está sujeita inicialmente a uma distribuição linear de sucção e a uma 

distribuição uniforme de temperatura (20oC). Em seguida, a camada é submetida a 

processo de aquecimento e secagem pelo topo enquanto as pressões de água e gás e a 

temperatura se mantem constantes e iguais a condição inicial na base. 

 

Condição inicial Condição de contorno 

  

 

Figura 4.17 – Condição inicial e de contorno para o problema de fluxo acoplado – Análise 1 – 

Cenário 2 

A Figura 4.18 apresenta a evolução do tempo do teor de umidade volumétrica 

(Fig. 4.18a) e temperatura (Fig. 4.18b) ao longo da camada de solo. Observa-se que o teor 

de umidade volumétrico (Fig. 4.18a) varia pouco na porções mais próximas a base da 

camada e aumenta a variação à medida que se aproxima da superfície, isso acontece pois 

não houve nenhum tipo de perturbação na base e as perturbações realizadas no topo da 

camada não foram suficientes para alcançar as porções mais profundas da camada. 

Observa-se quem em 15h o processo de fluxo entra em condição estacionária. Quanto a 

distribuição de temperatura (Fig. 4.18b) é possível observar que o gradiente de 

temperatura imposto na superfície (T=30 oC), não foi suficiente para aquecer toda a 

camada, a configuração do perfil de temperatura na condição estacionária, alcançado em 

80h, mostra que houve variação de temperatura até uma elevação de aproximadamente 

0.3m. 
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a) Teor de umidade volumétrico 

 

 

b) Temperatura 

Figura 4.18 – Evolução no tempo e no espaço do teor de umidade volumétrico (a) e da 

temperatura (b) – Análise 1 – Cenário 2 
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b) Análise 2: Solo arenoso 

A análise 2 consiste na análise do problema de fluxo acoplado envolvendo o 

resfriamento no topo de uma camada de solo arenoso e secagem no topo e na base. Essa 

camada está sujeita inicialmente a uma distribuição uniforme de temperatura de 5 ºC e de 

sucção constante e igual à 25kPa ao longo de sua extensão. As condições, inicial e de 

contorno, para esta situação estão apresentadas na Fig. 4.19. 

 

Condição inicial Condição de contorno 

  
 

Figura 4.19 – Condição inicial e de contorno para o problema de fluxo acoplado – Análise 2 

O modelo de van Genuchten (1980) foi utilizado para descrever as curvas 

características do solo arenoso. A Tab. 4.12 apresenta as propriedades hidráulicas do 

material bem como os parâmetros de ajuste desse modelo e a Fig. 4.20 apresenta as curvas 

características: curva de condutividade hidráulica (Fig. 4.20a) e de retenção (Fig. 4.20b).  

 

Tabela 4.12 – Parâmetros do solo arenoso (adaptado de Hanson et al, 2004) 
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a) Curva de condutividade hidráulica 

 

 

b) Curva de retenção 

Figura 4.20 – Curvas características do material segundo o modelo de van Genuchten (1980) 
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A Figura 4.21 apresenta a evolução no tempo da distribuição da temperatura 

(Fig. 4.21a) e do teor de umidade volumétrico (Fig. 4.21b) ao longo dessa camada do solo 

arenoso. Observa-se que o teor de umidade volumétrico (Fig. 4.21a) alterou de maneira 

diferente próximo ao topo e a base. Na condição estacionária, condição observada ao final 

de 200h, nota-se que a região até os 10 cm abaixo do topo da camada houve um aumento 

do teor de umidade volumétrico em relação ao teor de umidade volumétrico inicial, já na 

outra porção, que se estende 0.9 a 0.0m de elevação, a quantidade de água armazenada 

nos poros foi diminuída, teor de umidade menor do que na condição inicial. A distribuição 

espacial da temperatura (Fig. 4.21b), por sua vez, varia bastante ao longo da camada, toda 

a camada experimenta uma variação de temperatura, exceto a base cuja a temperatura de 

contorno é mantida igual à inicial. A condição estacionária para o fluxo de calor é 

observada em 400h. 
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a) Teor de umidade volumétrico 

 

 

b) Temperatura 

Figura 4.21 – Evolução no tempo e no espaço do teor de umidade volumétrico (a) e da 

temperatura (b) – Análise 2 
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5 Capítulo 5 

Conclusões e Sugestões para Trabalhos 

Futuros 

Este trabalho apresentou uma formulação numérica, com base no método das 

diferenças finitas usando uma aproximação espacial central e uma marcha de integração 

temporal implícita, para análise do problema de fluxo unidimensional em meio poroso 

não saturado com acoplamento termo hidráulico adotando a pressão de água, a pressão 

de gás e a temperatura como variáveis primárias. O algoritmo de Picard foi adotado para 

a solução do sistema de equação algébrico não linear obtido, de modo que, para uma dada 

tolerância, e a cada instante, o equilíbrio entre as fases líquida (água líquida e ar 

dissolvido) e gasosa (ar seco e vapor de água) sejam observadas levando em conta os 

princípios hidráulicos e termodinâmicos.  

O modelo numérico apresentado é a base do programa computacional 

TH_FLOW desenvolvido no âmbito desta dissertação de mestrado. Cenários envolvendo 

análises de fluxo em meio não saturado em condições isotérmicas e não isotérmicas são 

apresentados demonstrando a potencialidade do sistema computacional desenvolvido. 

Os exemplos envolvendo o fluxo de água líquida em condições isotérmicas 

foram comparados como os resultados obtidos com o programa INFILTRA_MDF 

apresentando uma excelente concordância de resultados. Foi observado que a temperatura 

em que o meio poroso se encontra interfere bastante no fluxo de água, visto que a 

permeabilidade hidráulica é função da temperatura que por sua vez afeta a viscosidade 

dinâmica. Quanto mais alta for a temperatura menor será a viscosidade dinâmica da água, 
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o que representa um aumento da condutividade hidráulica consequentemente numa maior 

facilidade de movimentação da água no solo. 

Uma boa concordância, também foi observada com a solução analítica do 

problema de condução de calor para o exemplo envolvendo o fluxo de calor por condução 

numa camada de solo em condição residual de umidade. Para o fluxo de energia térmica 

que ocorre somente pelo mecanismo de condução foi observado que a condição 

estacionária somente é alcançada quando toda a camada encontra-se a temperatura 

uniforme, além disso, observa-se que este processo de fluxo de calor é lento. 

O modelo computacional foi utilizado ainda para análise de problema de fluxo 

numa camada de solo utilizando diferentes condições de contorno para simulação tanto 

processos de secagem e umedecimento quanto processos de resfriamento e aquecimento. 

No que tange o problema de fluxo acoplado termo-hidráulico através dos solos utilizados 

ressalta-se que a condição estacionária para fluxo de água líquida é alcançada bem antes 

da condição estacionária para o fluxo de calor.  

Os resultados apontam para a potencialidade do modelo gerado para análise de 

problemas práticos de engenharia relacionados com o dimensionamento dos sistemas de 

barreira capilar e hidráulica em que a espessura e as propriedades dos materiais a serem 

adotados podem ser testadas previamente, uma vez que com a utilização do programa 

TH_FLOW é possível avaliar o comportamento da frente de saturação/ressecamento bem 

como a distribuição da temperatura ao longo da espessura da camada no decorrer do tempo. 

Como as análises são muito dependentes das condições de contorno e inicial e também 

das propriedades do material, é importante que estes parâmetros sejam estudados e 

analisados com bastante cautela. 

Para trabalhos futuros, sugere-se: 

 Implementação de diferentes condições contorno, sobretudo àquela que 

melhor descreve as condições ambientais; 

 Implementação de camadas heterogêneas; 

 Considerar a histerese; 

 Considerar o meio poroso como sendo deformável, avaliando-se assim a 

parcela mecânica do problema; 

 Implementação para situações de fluxo bi e tridimensionais  

 Utilização do Método dos Elementos Finitos 
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6 Apêndice I 

Transferência de calor 

Neste apêndice apresenta-se a solução analítica da equação da transferência de 

calor por meio dos mecanismos de condução e convecção. A equação de conservação de 

energia (Eq. (2.111)) para condições de ausência de fluxo convectivo de água (ql=0) e de 

gás (qg=0), ausência de fluxos difusivos (ia=iv=0), sem considerar o calor de 

umedecimento (W=0); e, além disso, desprezando-se as variações no tempo das 

densidades aparentes da água líquida, do ar seco e do vapor de água, pode ser reescrita da 

seguinte forma: 

2

p

T
C T

t


  


  (I.1) 

ou ainda, na condição unidimensinal: 

2

2

d T dT
c

dz dt
   (I.2) 

em que: 

p

c
C





  (I.3) 

Por conveniência propõe-se as seguinte transformação de variáveis para a 

equação acima: 

v 2

c
T t

H
   (I.4) 
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1
Z z

H
   (I.5) 

onde t é o tempo de análise, z é a profundidade do ponto e H é a altura da camada. 

Aplicando essas transformações na Eq. (I.2), tem-se: 

v

v

dTd dT dZ dT
c

dz dZ dz dT dt

 
 

 
  (I.6) 

Desenvolvendo as derivadas do termo da esquerda da Eq. (I.5), tem-se: 

2

2 2

d dT dZ d dT 1 d dT 1 dZ d T 1
c c c c

dz dZ dz dz dZ H dZ dZ H dz dZ H

     
       

     
  (I.7) 

E no termo da direita da Eq. (I.5), chega-se à: 

v

2

v v

dTdT dT c

dT dt dT H
   (I.8) 

Substituindo as Eqs. (I.7) e (I.8) na Eq. (I.2), tem-se a seguinte equação de 

conservação de energia térmica: 

2

2

v

d T dT

dZ dT
   (I.9) 

De forma adimensional, a percentagem de transferência de calor, U(Z,Tv), pode 

ser escrita como: 

 
 

 
v

v

T Z,T
U Z,T

T Z,0
   (I.10) 

em que  

  0T Z,0 T   (I.11) 

Corresponde à distribuição inicial de temperatura ao longo da camada, adotada 

como uma distribuição uniforme e de intensidade T0.  

Substituindo a Eq. (I.10) na Eq. (I.9), obtém-se a seguinte equação normalizada 

para transferência de calor: 
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   2

v v

2

v

d U Z,T dU Z,T

dZ dT
   (I.12) 

A solução da Eq. (I.12) considerando a distribuição inicial uniforme de temperatura ao 

longo da camada é dada por (Kreider et al, 1996): 

2
v( M T )

v
n 0

2
U(Z,T ) sen(MZ)exp

M






 
   

 
  (I.13) 

em que: 

M (2n 1)
2


    (I.14) 

Para ilustrar a aplicação desta solução, suponha o problema de transferência de 

calor numa camada de 1 m de espessura constituída por silte que tenha uma distribuição 

inicial de temperatura igual a 20oC. O produto da densidade da matriz sólida com vazios 

preenchidos por gás e líquido pelo calor específico dessa mistura é de 2039.64(kJ/m3 K) 

e a condutividade térmica é de 0.0007 (kJ/s m K). Considerando um tempo de análise de 

2500h, chega-se a seguinte distribuição de temperatura ao longo da camada, Fig. I.1. 

 

Figura I.1 – Evolução no tempo e no espaço da temperatura 
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